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A  partie  la  plus  ëtendue  et  en  même  temps  Ta  plus  importante 
de  Fouvrage  que  FAuteur  a  publié  sous  le  nom  ai  Exercices  de 
Calcul  intégral j  est,  comme  on  sait,  celle  qui  traite  des  fonc- 
tions elliptiques ,  de  leur  application  à  diffërens  problèmes  de 
Gëomëtrie  et  de  Mécanique,  et  de  la  construction  des  tables  né- 
cessaires pour  Fusage  de  ces  fonctions.  Cette  partie,  ainsi  que 
celle  qui  concerne  les  intégrales  définies,  auxquelles  FAuteur  a 
donné  le  nom  dUntégrales  EuléHennes^^soiït-x^T^^^'^^^^Aans 
ce  nouveau  Traité  avec  uii.ep«ïid^  nombre  d  additions  dont  Fobjet 
est  de  nerfectionp^M^i^rtïiéorie  de  ces  transcendantes  et  d'en  étendre 
les  applications.  D'ailleurs  Fordre  nouveau  dans  lequel  les  ma- 
tières sont  présentées ,  et  le  soin  qu  a  pris  FAuteur  de  faire  dispa- 
raître en  beaucoup  de  points  les  imperfections  qu'il  avait  remar- 
quées lui-même  dans  son  précédent  ouvrage ,  assurent  à  celui-ci 
des  avantages  que  Fopinion  générale  ne  pourra  manquer  de  con- 
firmer. 

U  serait  trop  long  d'indiquer  ici,  même  sommairement,  en 
quoi  consistent  les  cbangemens  et  améliorations  que  l'on  remar* 
quera  dans  la  première  partie ,  intitulée  Théorie  des  fonctions 
elliptiques;  nous  nous  bornerons  à  citer  comme  présentant  de 
nouveaux  résultats,  les  chapitres  XXVni,%XIX,  XXX,  et 
surtout  le  chapitre  XXXI  qui  contient  la  découverte  d'une  nou- 
velle échelle  de  modules ,  différente  de  Féchelle  connue ,  et  qui 
donne  une  explication  simple  de  plusieurs  formules ,  contenant 
des  réductions  très  remarquables  auxquelles  FAuteur  n  était  par- 
venu précédemment  que  par  des  voies  très  laborieuses;  cette 
seconde  échelle  combinée  avec  la  première  donne  lieu  à  la  for- 
.mation  d'une  sorte  de  damier  analytique,  dont  les  cases  corres- 
pondent aux  transformations  infiniment  multipliées  que  peut 
T.  I.  a 
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subir  la  plus  simple  des  fonctions  elliptiques ,  sans  cesser  d'être 
semblable  à  elle-même. 

Les  applications  de  la  théorie  à^diffërens  problèmes  de  Géomé- 
trie et  de  Mécanique,  forment  la  seconde  partie  du  tome  I  :  on  y 
remarquera  de  nouveaux  déVeloppemens  très  étendus  sur  la  sur- 
face du  cône  oblique,  et  une  section  entièrement  nouvelle  sur 
Forbî te  décrite  en  vertu  d'une  force  centrale  donnée.  C'est  surtout 
dans  cette  partie  que  se  manifestent  les  avantages  des  méthodes 
proposées  par  F  Auteur,  soit  pour  faire  découvrir  de  nouvelles  so- 
lutions, soit  pour  perfectionner  et  compléter  des  solutions  que 
tes  méthodes  ordinaires  avaient  laissées  imparfaites  :  ceîle,  par 
exemple,  qui  se  rapporte  an  grand  problème  du  mouvement  d'un 
'Coi'ps  attiré  vers  deux  centres. 

'  Une  troisième  partie  qui  sert  de  compléincirt  au  Traité  des 
fonctions  elliptiques ,  est  uniquement  destinée  à  la  coaetmetroii 
des  tables.  Cette  partie,  placée  en  tête  du  tome  II,  ne  difiereque 
par  quelques  suppressions  devenues  nécessaires,  de  ce  qu^elle  était 
dans  le  3*  volume  des  Exercices.  On  y  trouve  non-seulement 
i'exposition  des  nnéthodes  qui  peuvent  servir  à  construire  les  tables 
elliptiques  dans  différentes  hypothèses  sur  leur  forme  et  sur  leur 
étendue ,  mais  en  généraltous  les  détails  de  pratique  nécessaires 
•pour  ealculer  les  valeurs  des  fonctions  dites  de  première  et  de 
seconde  espèce ,  avec  tout  le  degré  d'approximation  que  peuvent 
donner  les  grandc^tables  trigonométriques  de  Briggs.  Pçutnêtre 
tië^  treuverait-on  cbns  aucun  autre  ouvrage  des  iMtemples  de  cal- 
Cub  numériques ,  dirigés  par  des  formules  aussi  prc^pres  à  abréger 
le  travail  et  exécutés  avec  un  aussi  grand  degré  de  précision. 
K^i^Xie  partie  est  terminée  par  le  recueil  des  tables ,  tant  auxî- 
liaiires  que  principales,  calculées  avec  assez  d'étendue  pour  tenir 
lieu' pendant  long-temps  de  tout  autre  secours  dans  l'application 
de  la  nouvelle  théorie. 

*    Il  ne  sera  pas  inutile  pour  l'histoire  de  la  Science,  défaire  re- 
ici  que  cette  nouvelle  branche  d'analyse  à  laquelle  TAu- 
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teur  a  donne  le  nom  de  Théorie  des  fonctions  elliptiques  ^  est 
fondée  en  grande  partie  sur  les]>ases  établies  dans  le  ehi^p.  Y^  con- 
cernant la  forme  la  plus  simple  de  ces  fonctions  et  leur  division 
eu  trois  espèces  j  d'où  est  résulté  un  système  d^  nomenclature  et 
de  notation ,  propre  à  représenter  ces  fonctions  dans  les  usagés  or- 
dinaires de  l'analyse  ^  et  à  faciliter  la  recherche  de  leurs  propriétés. 
Euler  avait  prévu  qu  a  l'aide  dune  notation  convetiable,  le  calcul 
des  arcs  d'ellipse  et  autres  transcendantes  analogues,  pourrait 
devenir  d'un  usage  presque  aussi  général  que  celui  des  arcs  de 
cercle  et  des  logarithmes  (^}  ;  mais  si  on  excepte  Ijanden  ^  qui>  par 
là  découverte  de  son  théorème ,  aurait  pu  s'ouvrir  des  routés  nou- 
velles ,  personne  ne  s'est  mis  ^&^  -dcroir  de  réàlîser  la  prédiction 
d'Euler ,  et  on  peut^di^  ^^  l'Auteur  de  ce  Traité  est  resté  seul 
à  s'en  occuper,  depuis  l'année  1786  où  il  a  fait  paraître  ses  pre- 
mières recherches  sur  les  arcs  d'ellipse ,  jusqu'à  l'époque  actuelle. 
Cette  espèce  de  délaissement  a  retardé  sans  doute  les  progrès  de 
la  Théorie  des  fonctions  elliptiques  ^  mais  l'Auteur  par  des  efibrts 
renouvelés  à  de  grands  intervalles  de  temps,  est  parvenu  enfin 
à  compléter  presque  entièrement  cette  théorie ,  et  à  en  rendre  Y^ 
plication  facile  par  des  tables  fort  étendues  dont  il  a  exécuté 
lui-même  tous  les  calculs. 

Le  reste  du  tome  H  traite  de  ces  deux  sortes  d'intégrales  défi- 
nies dont  Euler  s'est  beaucoup  occupé  dans  plusieurs  de  ses  ou-^ 
vrages,  et  auxquelles,  par  cette  raison,  l'Auteur  a  crû  ^ûvoir 
donner  le  nom  à^ intégrales  Eulériennes.  Des  recherches  pour 
compléter  la  théorie  de  ces  intégrales  avaient  produit  les  par- 
ties n  et  IV  des  Exercices;  T Auteur  les  présente  maintenant 
sous  une  former  plus  simple  à  quelques  égards  et  exempte  de 

{^)  Voici  les  paroles  d'Euler  (Novi  Com.  Petrop  y  tom.  X,  pag.  4)-   ' 
«  Imprimis  autem  hîc  idoneus  aignandi  modus  desiderari  videlur^  cujus  ope  arcui 
»  êUiptici  cequê  commode  in  ccUculo  êxprimi  q usant  ac  jam  logarithmi  et  arcus  cir- 
»  cularesj  ad  insigne  analyneos  incrementum  ^  in  calculum  tunt  introductL  Talia  signa 
»  nopam  quamdam  calculi  speciem  suppeditabunt, ...» 
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doubles  emplois.  II  y  a  joint,  à  cansede  Taffinitëdes  matières , 
les  résultats  contenus  dans  d'autres  parties  du  même  ouvrage  y 
sur  une  sorte  d  intégrales  qu'on  peut  rapporter  aux  intégrales 
Eulëriennes  indéfinies  de  la  seconde  espèce ,  et  qui  se  calculent 
par  difiérentes  méthodes  suivant  les  limites  dans  lesquelles  ces 
intégrales  doivent  être  prises.  C'est  ce  genre  dç  transcendantes 
qui  a  offert  à  l'Auteur  le  naoyen  de  trouver  l'intégrale  complète 
d'une  équation  différentielle  analogue  à  Féquation  de  Riccati^ 
mais  beaucoup  plus  générale. 

Ënfin^,  pour  que  ce  nouvel  ouvrage  pût  être  considéré  comme 
un  traité  k  peu  près  complet  des  transcendantes  les  plus  connues 
ou  les  plus  utiles  après  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes ,  l'Au- 
teur a  cru  devoir  terminer  le  second  volame  par  le  chapitre  de 
son  précédent  ouvrage ,  qui  traite  du  développement  de  la  fonc- 
tion (i  —  2a  cos^ -h  «*)"""?  Ti  étant  un  exposant  fractionnaire. 
On  sait  que  les  coefficiehs  de  cette  fonction  sont  des  transcen- 
dantes qui  ont  en  général  beaucoup  d'analogie  avec  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce ,  et*  qui  coïn- 
cident avec  elles  toutes  les  fois  que  2/1  est  un  nombre  entier ,  ce 
qui  a  lieu  dans  le  calcul  des  perturbations  des  planètes.  Ainsi 
rien  n'a  été  négligé  pour  que  cet  ouvrage  devint  utile  dans  dif- 
férens  genres  de  recherche^  ^  soit  par  les  nombreuses  formules 
qu'il  contient  9  soit  par  les  tables  dont  il  offre  un  recueil  aussi 
varié  qu'étendu. 
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THÉORIE 

DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


INTRODDCTION. 

^^i  on  pouvait  ranger  dans  un  ordre  mcthodique  les  diverses  transcendantes 
qui  n'onl  été  connues  et  employées  jusquMci  que  sous  le  nom  de  quadratures; 
si  en  étudiant  leurs  propriétés  on  trouvait  les  moyens  de  les  réduire  aux 
expressions  les  plus  simples  dont  elles  sont  susceptibles  dans  l'état  de  géné^ 
ralité,  et  d'en  calculer  avec  facilité  les  valeurs,  ûpprochéea  lorsqu'elles  de- 
viennent entièrement  déterminées  j  alors  les  transcendantes  dont  il  s'agit, 
désignées  chacune  par  un  caractère  particulier  et  soumises  à  un  algorithme 
convenable^  pourraient  être  employées  dans  l'analyse  à  peu  près  comme 
le  sont  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes;  les  applications  du  calcul 
intégral  ne  seraient  plus  arrêtées ,  comme  elles  l'ont  été  jusqu'ici,  par  cette 
espèce  de  barrière  qu'on  ne  tente  plus  de  franchir,  lorsque  le  problème  est 
ramené  aux  quadratures,  et  les  solutions,  à  peine  commencées  par  cette 
réduction ,-  recevraient  tous  les  développcmens  que  comporte  la  nature.  c|e 
la  question. 

Ce  qu'il  serait  comme  impossible  d'exécuter  dans  un  plan  aussi  vaste  qae 
celui  qui  vient  d'être  tracé,  on  peut  au  moins  le  réaliser  à  l'yard  des  transe 
cendantes  qui  se  rapprochent  le  plus  des  fonctions  circulaires  et  l(^rith- 
miques ,  telles  que  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole ,  et  en  général  les 
transcendantes  auxquelles  nous  avons  donné  le  nom  âe  fonctions  elliptiques. 

La  théorie  que  nous  allons  exposer  de  ces  fonctions  prouvera  qu'elles  mé^ 
ritent  d'occuper  une  place  distinguée  dans  l'analyse,  et  qu'elles  peuvent  être 
employées  utilement  dans  les  applications  du  calcul  intégral;  mais  avant 
d'entrer  en  matière,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  succinctement  les 
époques  de  l'origine  de  cette  théorie  et  de  ses  accroissemens  pr(^essi6. 

Maclaurin  et  d'Alembert  ^'^  sont  les  premiers  qui  se  soient  occupés  des 
intégrales  qui  peuvent  être  exprimées  par  des  arcs  d'ellipse  ou  par  des  arcs 
d'hyperbole;  ils  trouvèrent  un  grand  nombre  de  formules  susceptibles  de 


W  Maclaurin.  ^aiti  des  Floxiont»  —  jyAUmbtrL  lUm.  de  Berlin^  ^94& 

T.  1.  , 


FtnCTIOSS  ELUPTIQDES 

lédacticm.  mais  les  diflerens  résultats  n^étaîent 


ne  poDvùeDt  former  ai 

Cm  ri'iMrtii  itafiflB 

laticms  plus  profondes  ^*\  Il  proura  que  sur  toute  ellipse  oa  sur  toute  hy- 
perbole donnée,  on  peut  assigner,  d^une  infinité  de  manières,  deox  arci 
dont  la  difiEerence  scût  ë£:ale  à  une  quantité  algébrique.  11  démontra  en 
même  temjis  que  la  conrlie  Aumaée  lanmiêoate  fomi  de  cette  àngnliére  pro- 
pôété^  que  ses  «ts  penrent  être  midljp&és  ou  divisés  algébnqDement^ 
tmÊtwvffvf*  les  arcs  de  œrde^  quoique  chacmn  d'eux  soît  une  tnnsoendanle  d^on 
ardre  Bnpérœnr:  c^eâ  le  premier  exemple  oii  Ton  ût  montiy  Fusage  de  la 
jkoB  BUUjAe  4es  {bncftions  eîRjptiqoes^  qin  eSl  en  quelque  sorte  la  rc^>iilalnca 
4e  tontes  fas  aiftres  fit  qui  peut  se  transformer  dTuDe  infinftê  de  manières  mai 
d*£fcre  aendiblUe  à  dle-mème. 
,  par  une  «.■■flilmmiLm  qu  vm  pend  ic^jaida  comme  fort  lieuiutte^ 
ajuui^ue  ces  liaaacrâs  n  arrivent  qu^  ceux  qm  savent  les  fiôre  naitre,  trouva 
Kulè^rde  s^jéhcique  complèle  d'une  équatîon  éBBereuûcHe  composée  de 

9^sa««  maôs  semblables^  dant  tiiaumi  n^eSI  miép^Ue  tjoe 
6es  arcs^  de  aectiDi»  coniques  ^^. 
Cctle  ^kifciiUMCrtc  importante  donna  lien  a  son  aiAeur  de  comparer  dRnK 

çàtÈhaàt  qifon  ne  TavaSt  fini  avant  Im.  non  aridemeut  les 
dSme  même  f3Iip5e.  d'une  même  \i\  {«rliole^  on  éTune  même  ^  «"Mt- 
ote^ ^naâs  en  çënflcsS  toides  les  transcendantes  contemxs  dans  la  fisnnuk 

-^,  DU  P  est  une  fanx^kan  ratinrawjle  de  x^  et  R  la  racine  qnantie  don 

ardu 


co. 


par  d( 

xiftile  ^HA  wiHiftiifte  la  Auiine  de  ces  transpen^  iinTgs  ^  cft  -qai  juawft  pu 
laallflnr  à  dviftres  iwuitafr  pras 


'^*^  #iygn?ii.BrBdaKinniuMtenMtiAe^  Iobl  H,  i^Sn. 
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Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la  même  carrière  ^'^  en  don- 
nant une  métt) ode  générale  pour  trouver  par  approximation  îés'mi^grales 

de  la  forme  /  -j^. 

Telles  étaient  les  principales  découvertes  des  Géomètres  dans  la  théorie 
de  ces  intégrales,  lorsque  je  publiai  mes  recherches  sur  l'intégration  par  arcs 
d'tllipèe  ^,  où  aprè»  avw  démonlré  hi  phipwt  ée3  théorèand»  emtÊBtÈ!^  fû^ 
qu'à  cette  époque,  je  fis  voir  que  dans  \me  suite  infinie  d'ellipses  formées 
d'après  une  même  Icrr,  on  peut  réduire  la  rectification  d'une  de  ces  ellipses 
à  celle  de  deux  autres  prises  à  volonté  dans  la  même  suite.  C'était  ua  pas 
de  fiva  dans  ane  eqrrière  difficile. 

Mais  cette  matière  et  en  général  k  théorie  âes  transoendMles  désignéii 

-^^  demandait  à  être  traitée  d^une  manière  phis  méthodique  et  plus 

approfondie.  CVst  ce  que  j'essayai  de  faire  dans  un  Mémoire  sur  les  Trans-r 
cendantes  elliptiques,  publié  en  1793.  Je  me  proposai  dans  cet  ouvragé, 
de  edmparer  efifre  dles  toufei»  tes  fonclioos  comprises  Mua  et tte*  èhïtmn^ 
natkpily  de  les  classa  en  différencia  espèces,  de  rédoire  diracHne  k  la  ferme 
la  plaasimpM  dcmt  elle  est  suseeptible,  de  les  évaluer  par  tes  appmsisiar 
tic^»  les  plus  promptes  et  les-  plus  faeileaf  eiifiir  do  fimner  de  PeMemMé 
de  cette  théorie  une  sorte  d'algorithme  qui  pût  scrvk  à  étendre  le  ^^"^inf 
de  l'analyse. 

Des  recherchea  ultérieuvea  ay»t  ewt  po«r  résultat  de  perfictionner  de  plus 
en  plus  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  il  est  devenu  nécessaire  de  pré* 
senter  cette  nouvelle  branche  d'analyse  avec  de  phis  grands  dévelbppemdqat» 
et  d'en  montrer  l'application  à  difierens  problèmes  chofsis  de  Géométrie  et 
de  Mécanique^  lAms  pleur  rendre  eetie  théorie  tout-à-laitnsualle,  Saestait  a 
construire  une  série  de  tablea  au  moyen-  desquelks  on^  p4t ,  ^ns  chaque  cas 
proposé^  trouver  la  valeur  numérique  des  fonctiona  ^e  1a  première  c^  dçjfi 
seconde  espèce.  Ces  tables  ont  été  enfin  construites,  après  une  multitude 
de  recherches  entreprises  dans  la  v^ue  de  découvrir  les  méthodes  et  lea  IS^rr 
mules  les  plus  propres  à  diminuer  la  longueur  el  la  difliculté  des  çalcuk. 

Ainsi  la  théorie  que  nous  allons  exposer,  agrandie  et  à  peu  prèa complété!? 
par  un  grand  nombre  de  travaux  successifs ,  pour ra  être  apptiquée  avec  pres- 
que autant  de  facilité  que  celle  dies  fonctions  circulaires  et  logari|timiqu!ei> 
ce  qui  était  l'objet  des  vœux,  et  des  espérances  d'Euler. 

^'>  Nouveaux  Mémoires  de  Thrii^.  aoiu  1784^^  >?^f  tom.  II. 
ÇO  Idem,  de  FAcad.  des  Sciencët  de  Paris,  ann.  1786. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Idée  générale  des  différentes  sortes  de  transcendantes  contenuet 

dans  la  formule  intégrale  /-^. 

I.  JMous  représentons  par  P  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  âr,  et 
par  R  le  radical  ^/(«  +  ^a:  +  >Jtr*4-«^«^  + ca:*)  :  ce  radical  restant  le 
méme^  on  peut  donner  une  infinité  de  valeurs  à  P;  mais  il  n'en  résulte 
pas  pour  cela  une  infinité  de  transcendantes  de  nature  difierente.  On  peut 

toujours ,  par  des  intégrations  partielles ,  réduire  Tintcgrale  /  -^  à  une  partie 

algébrique,  plus  un  certain  nombre  de  transcendantes  ^  qui  sont  toujours  de 
la  même  forme  et  de  la  même  nature.  Cest  ce  qu'il  s'agit  de  développer. 

Supposons  d'abord  que  P  soit  une  fonction  entière  de  x,  en  sorte  qu'on 
ait  P=A-f-Bx+Cac'+. .  ..+  Kx*.    Si  l'on  représente,  pour  abréger 

-g—  par  II",  il  est  clair  qu'on  aura 

or,  en  différenciant  la  quantité  a:r*~^A,  et  revenant  de  la  différentielle  a 
llntégrale,  on  trouve  cette  formule 

a*-«R  =  (m  —  3 )  aO— ^  +  (m  —  |)  ^n— «  +  (m  —  a)  >n— 

+  (;n_|)J^n-— +  (/W—  l)   €11"} 

d'où  il  suit  que  II",  II"""*,  etc.,  peuvent  s'abaisser  successivement  à  des 
degrés  inférieurs,  et  qu'on  peut  continuer  la  réduction  jusqu'à  ce  qu'on 
n'ait  que  des  quantités  au-dessous  de  II';  car  la  réduction  de  FI'  est  encore 
possible,  parce  que,  dans  le  cas  de  77i=3,  le  terme  qui  semblerait  devoir 
contenir  n""'  s'évanouit.  Donc  P  étant  une  fonction  entière  de  a:,  l'inté- 
grale/ -^  pourra  toujours  sp  réduire  à  une  quantité  algébrique,  plus  un* 
transcendante  qui  sera  constamment  de  la  forme 

/(A  +  Bx  +  Ca?*)^, 


CHAPITRE  I.  r  5 

a.  Considérons  maintenant  la  fonnole  dans  toute  sa  gén'ëralitë,  et  soit  P 
une  fonction'  rationnelle  quelconque  de  âr  :  on  fera  comme  s'il  ëtait  ques- 
tion d'intégrer  la  fraction  rationnelle  Pdlr;  on  extraira  d'abord  la  partie 
entière  qui  peut  y  être  contenue,  et  cette  partie  sera  traitée  comme  il  vient 
d'être  dit.  On  décomposera  ensuite  le  reste  en  plusieurs  factions  pai^ 
tielles,  selon  le  nombre  des  facteurs  du  dénominateur;  de  là  résulteront 
autant  de  termes  dans  l'intégrale  totale,  et  cbacun  de  ces  termes  pourra 

être  représenté  par  l'expression  générale  W Y        ^  ^^.  Or,  il  est  facile  de 

réduire  tous  les  termes  de  cette  espèce  à  d^  termes  semblables,  où  Ar=  i  • 
c'est  ce  que  nous  allons  prouver  dans  un  instant.  Observons  auparavant 
que  si  le  dénominateur,  au  lieu  d'être  complexe,  était  simplement  x*, 

l'intégrale  f^^ ,  et  toutes  les  semblables  où  A:  >  i ,  pourraient  se  déter- 
miner par  le  moyen  de  l'intégrale  r^~+B+Gr+Da:*)~^,  il    suffirait 

pour  cela  de  donner  à  m  —  4  ^^  valeurs  négatives  dans  lar  formule  de 
l'article  (i). 

r'ï — VR  ^®  °^"*  appellerons  P.  Si  l'on 
fait  X  -f-A^  =  ^9  ^t  qu'on  prenne  les  coelficiens  <t',  €\  etc.^  de  manière 
qu'on  ait  l'équation  identique 

«+f(^)+>(-?)'+''(^)'+.(=i)' 

on  trouvera,  par  la  différenciation  de  la  quantité  û)*"*'^*R  cette  formule 
sénérale  : 

+  (k—  f  ^  «TT»-»  +  (A  —  3) éT»-*. 
D'où  il  suit  que  les  quantités T  ,  T'j  etc.,  peuvent  se  déterminer  au  moyeu  de 

r,  f,  r-,-r-j  or,  p=  r^ir-=/îi+iM:)^,  r-»=y(i+»*)'^. 

/*       dx 
p— t; — r^,  et  toutes  les  formules  semblables 

dans  lesquelles  k  est  plus  grfind  ijue  l'unité',  ^e  jéduiront  toujours  ^  une 
partie  algébrique,  plus  une  intégrale  de  la  forme 


X 
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*'  3w  flou* oèBdoroisddU icpie^qoelle  iffae sait  iafbnc^  ntkmMBé  dé  x 
rQpf éséhtêè  p$r  P",  Tîntëgrale  j  -|r-  sera  toujours  d^cQmposat>Ie  en  trois 
p9i^U/e9;  priuclpalea,  la  premifire  algébrique ,  la,  seoonde  de  la  bnne 
f(A  «f^fiAr-4-Gar*)-^|  et  la  Irofisièine  Mfffemiatrt  m  <m  plusieurt  termes 

de  la  foraiA  N /^^  ,  ^.^^  où  le  oa«flSâeâ&  i»  peut  èbr*  riel  ou  isttgîiiaire. 

Qa  voit|  par  cette  analyse,  ^q«e  le  nooibre  de»  trandctodantea  oontprisei 

danir  la  forioule  J  ^  ^^  très  limitée  U  n'en  existe  q^Mi  de:  deux  espàees 

l^rÎDCÎpales ,  Tune  de  la  {orme  f[A  rf-  Bx  +  Cr*  )  -g-,  l'autre  de  la  &rme 

-r — y2*  J'observe  même  que  tant  que  n  est  réel  |  cette  seconde  espèet 

est  comprise  dans  la  première,  et  i^  ramène  immédiatement^  en  faisant 
11 

Ces  réductions  générales  une  fois  aperçues ,  nous  allons  suivre  une  autii# 
Toutç  pour  parvenir  à  une  connabsaciee  plus  précise  des  mêmes  transcen- 
itantéd. 


/p 


CHAPITRE  IL 

Manière  de  faire  disparaître  les  jouissances  impmires  de  la 

variable  sous  le  radical. 

if.  liBm&caLl  étant  tomfouts  l/Çflt+ffjr-f-jx'+cT^+tr*),  supposons  que 
b^q^aatilé  sOli&fe  si%né  soit  décoiOposée  tn  deux  facteur»  réels  Ç'+'2nX'{^a% 
A  -H  a/ÂX + fx^.  Ces  facteurs  doivent  être  de  même  signe  pour  que  le  radical 
iètt  réi^;  fcin^  eti  peut  supposer 

f4^2i»Jc  +  flfaeist:(A+î/È«H-w*Xr*. 
De  là  on  lire 


aUPlTRB  U.  ff 

cit  tk  Vùh  «ppelile)  fam  abréger,  Y  ie  raïUtel  de  c^\0  f«pre#iwi,  «o  auru 
^  s=:  "^^  La  valeur  die  x  étant  substîtnée  dans  1^,  on  i^it  tfett  h  difl&diK 

tielle  -rr^  ou  -^  se  décomposera  toujours  en  deux  parties,  l'un  HAi^DUÉU^ 

ei  iiitëgrabTe  par  les  règles  ordinaires ,  Vaiilre  aflectée  dti  r^diètil  Y,  Inaii 
telle,  qu'il  n'y  aura  que  des  puissances  paires  dejr  sons  le  radical  dl'hotfa 

du  radical.  Ainsi  l'intégratioti  ^  la  ionnule  ^  se  réduit  toujours  à  celle 

d'une  formule  de  la  même  nature,  daâs  laquelle  P  et  R  ne  co^uiennentque 
des  puissances  paires  de  x. 

5.  Cette  mëthode  est  générale ç  cependant^  Comme  la  valeur  de  a:,  qui 
doit  être  substituée  dans  P,  est  on  peu  coaipliqjûée,  il  lie  sera  pas  inutile  de 
&ire  voir  qu'on  peut  parvenir  atl  miéme  but  par  une  substitution  beaucoup 

plus  simple,  qui  consiste  à  faire  a?sst— Î2^^  ;;  €ft  ^  étant  demx  contlaiitM 

indéterminées. 

Reprenons  les  facteurs  Ç' 4"  3>î or  +  fij:*,  A  +  3)E£« -J- raf ,  et  sabstitnottl 
dans  cbacun  d^eux  la  valeur  de  a:,  on  pourra  faire  abstraction  du  dënd^ 
minateur  commun  qui  sort  du  radical ,  çt  pour  que  les  puissances  knpaifiEi 
de  jr  disparaissent  dans  les  numérateurs,  il  faudra  qu'on  ait 

^+M'(p+9)  +  ^P9  ==  o- 

Ces  deux  équations  donneront  des  valeurs  rationneUes  de  p^ç  tt  ^pqt 
mais  pour  que  /^  et  ff  soient  réël^  il  £iut  encore  que  (^'+*9}**-*4Ff  » 
ou  (p  —  qY  soit  positif.  Or,  on  peut  distinguer  deux  Cas: 

I®.  Si  la  quantité  a +  C^-f->a:'-+*  ttc.  n'a  pas  tousses  (hdtrart  résls, 
on  pourra  supposer  que  X-^ 2fjta:+fx^  en  contient  deux  itMginalreS^  et 
qu'on  a  en  conséquence  Xp  >  pL\  Mais  la  seconde  des  é^fnations  en  p  et  f 
donne 

* 

donc,  dans  ce  premier  cas,  le  second  membre  est  positif,  et  les  valettrs  dé 
p  et  g  seront  réelles.      ,  I    '  ' 

2\  Si  la  quantité  a 4*^^  + etc.  a  tous  ses  facteurs  réels,  et  qu'enla' 
décomposant  en  deux  facteurs  du  second  degré',  comme  on  vient  de  Taite^ 
il  n'en  résulte  pas  des  valeurs  réelles  pour  p  et  q\  alors  on  observera  qu^ 
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j  a  deax  autres  manières  de  décomposer  la  quantité  da  quatrième  d^ré 

eaàexkx  ùcteurs  du  second,  et  l'on  peut  être  assuré  que  ces  deux  nouvelles 

combinaisons  donneront  des  valeurs  réelles  pour  /?  et  ^.  En  voici  la  dé-* 

monstration. 

(.Soient  a^  by  c^  d  les  quatre  valeurs  de  x  qu'on  a  en  faisant  R=:o, 

les  équations  qui  déterminent  petq  pourront  s'écrire  ainsi  : 

ab^i(a  +  b){p  +  if)+pç=:o, 
cd  —  i(c  +  d)(p  +  q)+pçz=o, 


et  il  en  ré^sulte 

/>  +  y  ^^         ab'^'cd 

• 

a            a  +  b  —  e  —  d^ 

\     %     )~         (aA-b—c  —  dY 

Or,  on  est  maître  de  rendre  positif  le  numérateur  de  cette  dernière  quan- 
tité; car,  supposons  que  a,  b^  c^  d^  soient  écrites  dans  l'ordre  de  leur 
grand.eur,  les  racines  négatives  venant  après  les  positives  ;  alors  les  différences 
a^-7»^,  fl— -c,  etc.,  seront  toutes  positives,  etp— -y  sera  réel.  On  aura 
^core  p  —  7  réel,  si  on  prend  pour  a  et  b  les  extrêmes  en  grandeur  des 
racines  a^  by  Cy  d.  Enfin,  la  troisième  combinaison  donnerait  p — q  ima- 
ginaire. 
Donc  par  la  substitution  de  x  =     ^     >  ^^  ^^^  toujours  possible  de  (aire 

disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  radical,  et  en 
Q\è|ne  temps!  on  obtient  cet  avantage,  que  les  deux  facteurs,  sous  le  nour 
v9A|Ji  radical  j  -sont  réels  et  de  la  formey-f-g^/*,  ce  qui  est  un  point  essen- 
tiel, et  qu'on  n'obtiendrait  pas  toujours  par  la  première  méthode. 

Remarquons  qu'il  y  a  deux  cas  particuliers  à  examiner. 

I*.  Lorsque  deux  des  racines  a,  &,  c,  d  sont  égales  entre  elles,  le  ra- 
^çaMl  se  simplifie,  et  l'inti^rale  ne  dépend  plus  que  des  arcs  de  cercle 
et  des  logarithmes* 

a*.  Si  l'on  a  a-4-^=c-h^fy  il  suflit  d'une  simple  permutation  pour 
cesser  d'avoir  a -f-i  =  c -j-rfj  mais  on  peut  aussi  profiter  de  cette  cir- 
constance pour  faciliter  la  transformation.  En  effet,  lés  deux  facteurs  de 
la  quantité  sous  le  radical  étant  alors  de  la  forme  X  + 9  (x*-^  2mx)^ 
Çrh9.(x*-|-a/7tx),  il  est  clair  que  si  on  Ciit  x-{*iii=j^,  les  puissaace»^ 
impaires  de  la  variable  disparattront. 


CHAPITRE  m. 


'  MlW»M<l»IMMWM»<^MM<W^MWM»WI(»MM%»%tM»WWW»%W»W<»til»»»W^^ 


CHAPITRE  III. 


Réduction  de  la  différentielle  -^  à  la  forme  ,// ,  .2v8in«*  r 

6.  JL  uiSQUE)  par  une  première  préparation,  on  peut  fiiire  en  sorte  qu'il  n'y 
ait  pas  de  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  radical ,  nous  ferons 
désormais  R»s  \/{et^Çx^^yoc^).  Nous  supposerons  aussi  que  P  est  une 
fonction  paire  de  X]  car  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  P,  on  peut 
toujours  Cadre  P  =  M  +  Njc,  M  et  N  étant  des  fonctions  paires  de  x  :  or 

la  partie  -^  se  ramène  aux  règles  oràinaires  en  finsant  x^ssij;  ainsi 

toute  la  difficulté  se  réduit  à  intégrer  la  formule  -jr- ,  dans  laquelle  M  est 

tine  fonction  paire  de  x. 

Cela  posé,  nous  allons  prouver^  par  l'ënumération  des  diflférens  cas,  que 

la  diflférentielle  -^  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme  --7 — ^;  .  ,  .,  où 

l'on  a  c  plus  petit  que  l'unité. 

Premier  cas.  Supposoxîs  les  acteurs  de  a^Cx^'^yx^  imaginaires,  et 
représentons  cette  quantité  par  A'+a^fcx'cosd+f^'aH^,  A  et  /t  étant  po- 
sitifs, eloos  6  pouvant  être  pontif  ou  négatif.  On  fera  x=i  \/(^\  ^^gî^y 
et  prenant  çz=:àn^6j  on  aura  la  transformée 

fis  i  dp 


R         2y)^*  V^(i— c*sin»f)* 

Second  cas.  Soit  a*^€x^+yx*z=zm^{i^p*x^){i — y^x*);  la  limite 
de  X  étant-,  on  fera  a:=  -  cos<4/  et  -*  \"  ,  s=  c*,  ce  qui  donnera 

dx  ^^    c  —  cAp 

BT'^Pîi»*  V'O— ^••m4)* 

Si  l'on  voulait  que  la  transformée  fôt  positive,  il  fiiudrait  fiiire.  % 

Got4=  1/(1  — '  ^)  tang9,  ce  qui  donpe  directement 

T.  I.  2 


^  b  tnftatfjcméjn  serait 

dM  c       d^ 

Trf>i$i€nie  ca$.  Soit  «-#•€«• -|*>x*:t=:iiÉ»(i-f-;^jt*)(jc» — ^),  oo  Cera 

ds         c  ih 


Quainime  cm.  Soit  «+Cif -^>d:^asi«*(i4*p*â:*)  (i+^^jc*),  oa 
mfifiOMTS  ;>>^,  «t  ÊoMiit  orss: -S-?,  *-^£=rcf,  on  atmi 

dk  A 


Cimfuitfm  CM.  Soit  €i-+»Cr**f»7x*s=si»»(i  — /r»jt»)(i— .^jp«),   on 
MippOfcra  P>^j  rt  fiiiaiit  /xxssrin^y  -  =<^9  1^  tnuiâGMiiiëe  sera 

dx  ^^^    I  dS^ 

f>tte  femmle  tervira  depuis  a:=o  jusqu'à  x=-;  le  radical  R  semt 

finagifiaire  depuis  ^ ses «-  jusqu'il  x=s-j  mais  il  ifdevieat  réel  depuis  xss:- 
jUsqu'Â  jrs=soo«  Dans  eedemier  icas,  il  but  écrira  R*tmm*(^*jt*--^f  X^Jc*— ^i), 
i4  bisaht  qxzts,  -^  A:szCylà  ttttnalbrtnée  sem  - — \y/~j,  i  j-\*Siron 


•in  ^  '  p  '  ^wp  K'C  ï  —  ^  sîn'  f  ) 

veut  qu'elle  soit  positive,  il  faudra,  comme  ci-dessus^  fakte 

i'Afi^ssi\/(î — C*).  tangi^,  ce  quidonpera  dirMtement  j:r'=  — ^ — ; — , 

et  Ih  transformée  sera 

dx ^    i^  gft 

formule  a))Solument  semblable  &  la  première  j  d^où  il  suit  que  l'intégrale 

dx  I  • 

(le  jr  pour  le  cas  de  j:>'  -^^  ac  déduira  toajours  de  la  même  int^ale,  prise 

en  supposant  i»<^.  ^      .      ' 

Sixième  CM.  Enfin ,  soit  «H-Cx'+^or^^sîs;?**  (or'— ^*  )(/?'— ic'),  alors  Jr*doit 


^tro  compris  entre  p  et  q.  Soit  p^xj^tX  W9A  ftit  ;r = -^,  on  aura  d'abord 


C08* 


CHAPITBBIU.  II 

—  =z       ,,  1 ; r-î-.rrr-  Ê^i^s  cette  formule,  l'ande  '^  a  une  limite: 

R        ^V^I^ — ^ — »*8in'*)  '         °  ' 

pour  en   introduire   un  indéfini ,  soit  "sîn  '^  ac  c  sin  ^    et  c*  =  ^  *T    t 
on  aura  la  ti-âPiionnéa  !  ;     ,   . 


»  »  • 


à  laquelle  on  serait  parvenu  directement  en  fiaisant 

■:  '^   .  .  •        '   ..  .       .  •  T-     . 

7,  On  peut  remarquer  maîntepwt,  qu'itb^raction  f^  du.  premier  cas, 
les  valeurs  de  (X^'  ^i  opèrent  la  réduction  cherchée,  sont  toujours  de  la 

forme jcXd"^  ■» -^î^  ^^*  coqfficiens  sont  constants.  Il •  pe  s'agit  plus  que  de 
substituer  cette  valeur  dç  ;p*  dap»  P,  rt  la  formule  /  -g-  sera  transformée 

en  une  autre  f  ..   ^^ -  *^\ '  ^^"^*  laquelle  c  sera  piws petit  qUe l'unité, 

et  Q  sera  une  fonction    rationnelle  paire  de  sin  ^y  laquelle  contiendra 
sin  (p  au  même  degré  que  P  contient  x.  ■ 

CHAPITRE  IV, 

•-•■'•  ».       > 

Développement  de  la  formule  f^^^^^—: 

8.  Nous  repMsenterqns  doréuav^t  h  radical  }/(«— o*siq*^)  par  A,  et 
aussi  par  A  (9)  et  Â(c,  ^),  lorsqu'on  le  regardera  comme  fonction  de  9, 

ou  <x)aime  fiMdf^tioQ  de  4?  et  9^ 

Co0S)dér<xns  d'abord  le  cas  où  Q  ^ers^it  une  fbnctiou  entière  ^p^  soit 
Qwp A4-Bwi'*+C  siji^Ç4*eU5.;  â  Too  repré^nte  pour  abr^tr,  l'int^ale 

•       .  /  '  .*    *        ■'  ■  .-  '      • 

Mais  en  di£Pérenciamt  la  quantité  Acos^sin'ir'^,  on  trouve  aisément  la  ' 


•%>• 


3.. 
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formule 

d'oiiil  suit  queZ^,  Z%  etc.,peuvents'expriinerau  moyen  de  Z^  et  Z%  et  qu'ainsi 
dans  le  cas  où  Q'  est  une  fonction  entière^  l'intégrale  /  -—-  est  égale  à 

une  quantité  algébrique,  plus  ime  intégrale  de  la  forme  /(A+Bsin*^)-^. 

9.  Soit  maintenaut  Q  une  fonction  quelconque  rationnelle  de  sin*^; 
après  avoir  extrait  la  partie  entière,  et  Pavoir  traitée  comme  il  vient  d'être 
dit,  le  développement  de  la  partie  firactionnaire  pourra  toujours  se  faire  de 

manière  que  chaque  fraction  partielle  soit  de  la  forme  r^^ — .  ^   y ,  n  et  N 

étant  des  coefficiens  constans ,  réels  ou  imaginaires.  Il  s'agira  .donc  de 

réduire  la  formule  /!    ,      -  «^m^a >  ^'  toutes  les  semblables ,  aux  formules 

les  plus  simples  de  la  même  espèce.  Or,  si  l'on  fait  pour  un  moment  sin^sr^^ 
cette  formule  deviendra. 

Considérons^  pour  plus  de  généralité,  la  formule 

dans  laquelle  R  représente  le  radical  v^(«4-ff^* +>«*),  on  trouvera,  par 
les  moyens  déjà  indiqués, 

xR 


+(ji_4)  (_£  +  ^)  n'--(j»-5)^n!-'. 

De  là  il  résulte  que  le  terme  H*,  et  tous  les  semblables  où  k  est  plus  grand 
que  l'unité,  peuvent  s'exprimer  en  partie  algébriquement,  en  partie  par  les 
quantités  11%  IP,  n^S  9^^  ^^^^  ^^  P^^  simples  de  leur  espèce.  On  peut 
même  observer  que  si  i  +  nx*  était  diviseur  de  la  quantité  sous  le  radical, 

auquel  cas  on  aurait  a  —  -  -{-  -2l  s=;  q  ,  alors  la  formule  précédente  aurait 

un  terme  de  moins;  ainsi  la  quantité  n*  ne  dépendrait  plus  que  des  deux 

n«  et  n-*. 


CHAPITRE  IV. 

Donc  la  détermination  de  n*  dépendra  en  général  de  la  formule 


/(rT;==+B+c«.)f, 


et  en  particulier  lorsque  i  -f*  ^^  ^era  diviseur  de  R*,  on  pourra  faire 
disparaître  ce  dénominateur,  et  la  détermination  de  11^  ne  dépendra  plus 

que  de  la  formule  /(B+Car*)  •^. 

lO.  L'application  de  ce  résultat  à  Fintégrale  /^     ,      .  >^\»a  ^^^^  ^^^^ 
qu'en  général  cette  int^rale  dépendra  de  la  suivante, 

/(■^^.     '4-B  +  Csin>»\^. 

Et  dans  le  cas  particulier  où  i  -|-/»sin*^  sera  facteur  decos'^.A*,  l'inté- 
grale pourra  être  débarrassée  du  dénominateur ,  et  ne  dépendra  plus  que 
de  la  formule  entière 

Ce  cas  particulier  aura  Heu  si  .^=5—  i ,  et  si  n-v^  e*,  alors  les  formules 
^^^  lô^^^^  ^'  7^^'  ^  ^'  &cîle  en  effet  de  réduire  Tune  et  l'autre  à 
une   partie  algébrique,  plus  une  intégrale  delà  forme/(A-f-ÎBsin*^)-^. 

On  peut  ajouter  à  ces  deux  cas  celui  de  /  .  J^  ^,  qui  est  susceptible  d'une 
semblable  réduction^  et  qu'on  effectuera  par  la  formule  de  l'article  8. 

Il  résulte  de  cette  analyse,  que  la  formule  générale  / -^,  réduite  con- 
venablement, contiendra,  I^  une  partie  algébrique;  2^.  une  intégrale  de 
la  forme  /(A^Bsin*^)-^;  3^  une  ou  plusieurs  parties  de  la  forme.  • . 

— — rrrr  •  ?f  dans  chacune  desquelles  les*  coeffidens  N  et  /»  auront  des 
valeurs  quelconques,  réelles  ou  imaginaires. 
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CHAPITRE  y. 

Définition  des  fonctions  elliptiques  y  et  ieur  dii^ision  en  trois 

espèces. 

*  •  ■ 

II.  Puisque  les  transcendantes  que  nous  avons  considërëes,  se  réduisent 

toujours  à  ces  deuxfiormti  /(A+Bsin^^)  —,  f  (i\^n%m^^)à^  ^^  ^^^  ^'^^^ 
qu'elles  sont  comprises  dans  la  formule  générale 

M  ~  r A  +  Bfiîn^    d^ 
ri  se  /      ,       .  ,^  •  "7*» 

J    \  '{-n  sin*  f       4 

Kous  appellerons  désormais  fonctions  pu  transcendantes  elliptiques j  les 
intégrales  comprises  dans  cette  formule.  La  transcendante  H  sera  supposée 
s'évanouir  ou  commencer  lorsque  ^=o;  son  éCendue  sera  déterminée  par 
la  variable  Ç),  qu'on  appellera  P amplitude  ^  la  constante  c,  toujours  plus 
petite  que  l'unité,  s'appellera  le  module;  on  pourra  toujours  représenter  c 
par  sin  ô,  et  6  sera  ce  que  nous  appelions  Fangle  du  module  ;  en  niéine  temps 
^(i— ><?*)  que  nous  désignerons  constamment  par  bj  pourra  s'appeler  le 
complément  du  module. 

La  quantité  H,  lorsqu'on  ne  Considère  que  la  variabilité  de  ^^  peut  se 
désigner  par  H(^)  ;  si  l'on  considère  à  la  fois  la  variation  du  module  et  de 
l'amplitude,  on  peut  la  représenter  par  H(c,  ^),  et  ainsi  de  suite,  si  l'on 
voulait  avoir  égard  à  Tinégalité  des  coeifidens. 

la.  Il  suffit  de  cotmaUre  tioutes  les  valeurs  de  H,  d^ms  ^^o  jusqu'à 

(p  =  90^  =;  - ,  et  l'on  connaîtra  facilement  la  valeur  de  cettte  transcendante 
pour  une  amplitude  quelconque.  En  effet,  soit  ipssi^dba,  i  étant  un 
entier,  et  a  un  arc  plus  petit  que  -,  alors  on  aura 

H((p)  =  aiH(^)dbH(«). 
Il  en  est  à  cet  égard  de  la  fonction  H  comme  des  arcs  d'ellipse,  et  en  général 


CHAPITRE  V.  i5 

des  arcâ  de  toutes  les  courbes  composëes  de  quatre  parties  ^ales  et  sem- 
blables :  un  arc,  quelque  grand  qu'il  soit,  et  renfermant,  si  l'on  veut,  plu- 
sieurs drconférencés ,  s'exprime  toujours  sans  difficulté  par  le  quart  de  la 

courbe  et  une  portion  de  ce  quart.  La  fonction  déterminée  Hf-j  est  en  quel- 
que sorte  l'unité  des  fonctions  H,  ou  la  fonction  devenue  complète  :  nous 
la  désignerons  par  H^ 

11  ne  parait  pas  que  la  fonction  H,  prilè  dans  toute  sa  généralité,  puisse 
se  réduire  à  des  arcs  d'eUipse;  cela  n'a  lieu  que  lorsque  Jts=o,  ou  lorsque 
quelque  substitution  peut  faire  disparaître  le  dénominateur  i  •*f*'*sin*Ç),  ce 
que  BOUS  ne  croyons  pas  possible  en  général.  Ainsi,  la  dénominatioir  de 
fonction  elliptique  est  impropre  à  quelques  égards  ;  nous  l'adoptons  néan* 
moins  à  cause  de  la  grande  analogie  qu'on  trouvera  entre  les  propriétés 
de  cette  fonction  et  celles  des  arcs  d'ellipse. 

-^,  se  réduit  à  une  partie 

algébrique,  plus  un  certain  nombre  de  termes  qui  peuvent  chacun  être 
assimilés  à  la  fonction  H,  il  s'ensuit  qu'on  pourrait  n'admettre,  pour  les 
int^ales  dont  il  s'agit,  qu'une  seule  espèce  de  transcendantes,  représentée 
par  la  fonction  H ,  et  dans  laquelle  les  coefficiens  A ,  B,  iï,  seraient  à  volonté 
réels  ou  imaginaires.  Mais  pour  bien  pénétrer  la  nature  de  ces  intégrales, 
et  pouvoir  établir  entre  elles  les  comparaisons  et  les  réductions  dont  elles 
sont  susceptibles,  il  est  nécessaire  de  diviser  Ig  fonction  H  en  plusieurs 
espèces  distinctes,  dont  les  propriétés  deviendront  plus  sensibles,  lorsqu'on 
les  considérera  chacune  isolément. 

J'observe  d'abord  que  les  arcs  d'ellipse  sont  contenus  dans  la  formule^H. 

En  effet ,  Péquation  de  Fellipse  étant  j^*=  -^  (a*— x*) ,  si  l'on  fait  0:=  a  sîn^, 


on  aura 

/-sss^cos^^    et     i/(d!j:r*  4- i?/»)  s=:  d^  ï/(a*  cos*^  +  i*  sin*^) , 

formule  qui  se  réduit  à  ^  ^( i  —  c* sin*ip) ,  en  faisant  a=  i ,  et  c*  =  i  —  4*. 

Soit  donc  le  demi-grand  axe  CA  =  i,  le  demi-petit  axe  CB  =  ô;  si,  sur    ^*«-  »• 
le  cercle  circonscrit  DM'A,  on  prend  l'arc  D]y|['=<p,  et  qu'on  abaisse  du 
point  M'  la  perpendiculaire  MÎP  sur  le  grand  axe,  on  détemnnera  6ur 
l'ellipse  un  arc  BMssE,  doat  la  valeur  sera 

Es=/Arf(p. 

Celte  foncûon  ou  trauBcenAante  E  constitue  Fune  des  espèces  dans  les- 
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quelles  nous  diviserons  la  fonction  H;  elle  se  déduit  de  la  formule  générale 
en  faisant  /i=o,  A=i,  B= — c*. 

L'équation  de  Fhjrperbole  étant  j^'=;=-;  (ar*— '«*),  si  Ton  fait  sembla- 
blement  :c=  -^ ,  on  aura 

mais  pour  avoir  un  radical  entièrement  semblable  à  celui  de  Tare  d'ellipse, 

il  faut  prendre  d'autres  dénominations.  Soit  donc  le  demi -axe  transverse 

Fig.9.  CA:=Cy  son  conjugué  CB=b,  la  distance  du  centre  au  foyer  CFssi, 

*    l'ordonnée  j^  =  i*  tang^,  on  aura  l'abscisse  x  = ^(  i  —  c*  sin^  ^), 

d'où  résulte  {/{àjc^'^^J*)==^r^'^^*  Mais  en  différenciant  la  quantité 
A  tangf,  on  a  . 

Donc,  si  l'on  appelle  T  l'arc  d'hyperbole  AM  qui  répond  à  l'aipplitudeç  , 
ou  dont  l'ordonnée  e^Ltréme  PM  =  b*  tang  ^  ^  on  aura 

T=Atang<pr^/Arf(p  +  4*y^, 

où  l'on  peut  remarquer  que  la  partie  algébrique  A  tang  f  n'est  autre  chose 
que  la  tangente  MZ  terminée  par  la  perpendiculaire  CZ  abaissée  du  centre 
sur  cette  tangente. 

La  fonction  T  est  comprise  dans  la  formule  H,  puisqu'elle  s'en  déduit 
en  &isant  A=J*,  B=— ^€î*,  /»=— i;  si  l'on  prend  cette  fonction  pour 
la  seconde  espqpe  des  transcendantes  contenues  dans  la  formule  H,  nntë- 

grale  j—  pourra  s'exprimer  par  les  arcs  E  et  T  au  moyen  de  l'équation 

i»y*^s=E-f-T  — Atangç>. 
Eniin,  conune  on  peut  mettre  H  sous  la  forme 

il  ne  restera  plus  à  considérer  qu'une  troisième  espèce  de  transcendantes , 
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représentëe  par  la  formule  '  * 

n  ,^^  C  ^ 

Telle  serait  donc  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois  espèces, 
si  l'on  admettait  les  arcs  E  et  T  comme  constituant  les  deux  premières 
espèces ,  et  c'est  en  effet  la  première  idée  qui  se  présente  dans  ce  gei^re  de 
recherches. 

i4«  Mais,  par  un  examen  plus  approfondi  des  propriétés  de  ces  fonc- 
tions, ou  trouve  que  la  fonction  ¥zn  j-^  doit  être  préférée  à  l'arc  d'hy- 
perbole T,  pour  en  faire  l'une  des  trois  espèces  -de  fonctions  elliptiques ,  et 

que  même  cette  fonction  /  —  doit  être  considérée  comme  plus  simple  que 

l'arc  d'ellipse /Àrflp. 

En  effet,  on  prouvera  ci-après  que*  la  fonction  F  peut  s'eiprimer  par 
deux  arcs  d'ellîpse;  mais  l'inverse  n'a  pas  lieu,  et  un  arc  d'dlip^  ne  peut 
pas  s'exprimer  par  deux  fonctions  telles  que  F,  ce  qui  indique  déjà  que  la 
fonction  E  est  d'une  nature  plu^  oompdsée  que  la  fonction  F.  Mais  cette 
conséquence  se  manifeste  plus  clairement  encore  par  l'examen  des  pro- 
priétés respectives  de  ces  fonctions. 

La  propriété  la  plus  remarquable  des  fonctions  F,  est  qu'on  peut  déti^r- 
miner,  par  des  opérations  purement  algébriques,  une  fonctioqi  égale  à  la 
/somme  ou  à  }a  différence  de  deux  autres  fonctions;  d'où  il  suit  qu'on  peut 
déterminer  algébriquement  une  fopction  multiple,  sous  -  multiple  ou  en 
général  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  avec  une  fonction  donnée;  pro- 
priété que  les  fonctions  F  partagent  avec  les  arcs  de  cercle  et  les  loga- 
rithmes, et  quia  lieu  quand  même  ces  fonctions,  considérées  comme  des 
intégrales  ou  des  arcs  de  courbe,  n'auraient  pas  l'origine  copimune  Ç=o, 
et  commenceraieut.  à  des  points  quelconques. 

Les  arcs  d'ellipse  et  les  arcs  d'hyperbole  sont  de  toutes  les  autres  trans- 
cendantes, celles  qui  approchent  le  plus  de  jouir  de  la  même  propriété, 
mais  elles  n'en  jouissent  pas  d'une  manière  absolue.  Ainsi ,  deux  arcs  étant 
donnés  sur  l'une  de  ces  courbes,  à  compter  du  même  point  où  ^=o,  on 
peut  trouver  algébriquement,  non  pas  un  arc  égala  leur  somme,  mais  un 
arc  égal  à  cette  somme,  plus  ou  moins  une  quantité  algébrique,  ce  qui 
prouve  que  les  arcs  T  et  E  sont  d'une  nature  plus  composée  que  les  fonc- 
tions F.  On  doit  donc  regarder  ces  dernières  comme  tenant  le  premier  rang 
après  les  arcs  de  cercle  et  les  Ic^arithmes. 

T.  L  3 
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Enfin ,  un  motif  qui  suffirait  seul  pour  Ëiire  préforciv  le^i  fciikHÎQO»  F  iM% 
fonctions  T  dans  le  classement  4es  fonctions  elliptiques,  c'est  qu'on  né 
peut  supposer  P^^T  dans  U  fendiofi  T^  tandis  qu^on  peut  supposer  ç 
d'une  grandeur  quelconquje  dans  les  fonctions  F  et  E  qui^  en  gépjéral^ 
croissent  presque  proportionnellement  à  Tangle  ^.  Or,  les  applications  du 
calcul  intégral ,  principalement  celles  qui  concernent  la  mécanique,  donnent 
souvent  lieu  d'attribuer  à  la  variable  principale  4>  des  valeurs  quelconques, 
composées,  si  l'on  veut,  de  plusieurs  circonférences.  L'emploi  des  fonc- 
tions T  ferait  donc  naître  des  embarras  ou  même  des  erreurs ,  ce  qui  n'est 
jamais  à  craindre  dans  celui  des  fonctîeiys  F« 

i5.  Cela  pos^j  les  foliotions  ou  transcendantes  elliptiques  comprises 
dans  la  formule  H,  seront  divisées  en  trois  espèces  : 

—  ; 

La  leconde  est  l'arc  d'ellipse  ^  compté  depuis  le  petit  axe,  et  dont  l'expres- 
sion est  E  mnfàd^  i 

Enfin  ^  la .  troisi^e  espèce  est  représentée  par  la  formule 

n  ss  fy  ■  i   «T?  :  ■  ■  M  :  elle  oo«ti0ot>  oiibre  le  moduk  c  commua  aw»  é^nx 

autres  espèces ,  un  paramétre  n  qtd  peut  être  à  volonté  positif  ou  négatif, 
réel  Qu  imaginaire. 

On  pourrait  croire  que  le  cas  où  n  est  imaginaire,  difi^re  essentieHe'* 
ment  du  cas  où  j«  est  réel ,  et  qu^  exige  la  formation  d^une  quatrième 
espèce  de  fonctions  elliptiques;  mais,  par  des  réductions  et  des  transfor- 
mations que  nous  exposerons  ci- après,  on  verra  que  cette  quatrième  espèce 
est  inutile  à  considérer,  et  qu'on  peut  ainsi  restreindre  la  troisième  espèce 
aqx  seuls  cas  où  n  est  réel.  Nous  regarderons  seulement  comme  conditions 
nécessaires  et  communes  aux  trois  espèces  de  fonctions,  que  l'amplitude  f 
et  le  module  c  soient  réeis,  et  qu'en  même  temps  à  soit  plus  petit  que 
l'unité.  Dans  cette  supposition  ^  le  radical  A  =z  v^(  i  -—  ^  sin^  ^  )  est  tou- 
jours positif,  parce  qu'il  ne  se  réduit  jamab  à  zéro. 
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CHAPITRE  Vï. 

CQn^amison  des  fonxàbions  ^iiiptùfues  de  la  première  espèce. 

m 

16.  Xous  les  Géomètres  connaissent  llntëgrale  algébrique  complète 
qu'Euler  a  donnée  de  Véquation  différentielle 

D'après  les  réductions  indiquées  dans  l'arlicle  6^  cette  équation  peut,  sans 
perdre  de  sa  généralité,  être  misé  sous  la  forme 

dp  ,  d^  

|/(  ,  _ c»8in»f  )  ^^  T7(i  — 57mS0  -"^ '  • 

et  alors  son  intégrale  est  F  (^)  +  F  (4}  =  F  (ju),  fi  étant  une  constante 
arbitraire.  Mâb  la  même  intégrale  tnnwée  par  la  méthode  d'Euler,  s'ex- 
prime ainsi  : 

cos^  cos  4  •*  sin  ^  sîn  4  |/(i  —  é^àn*/A)  ss  cos  /i^.  •  ••{fi()^ 

et  voici  comment  on  peut  vérifier  ce  résultat  a  posteriori. 

J'observe  d'abord  que  l'équation  (oT)  peut  être  mise  sous  l'une  on  l'autre 
des  deux  formes  suivantes  : 

ces  ft  cos  9  '-f-  sin  /A  sîn  ^  À  (4)'=  cos  4 1         /L#t . 
cos/ti  cos4  +  ^A^  sîn4^  (^)  =  <^^  ^  J**  *  . 


tffr  ^ees  éijûatà/bnaj  dégagées  chaouee  ^u  j^idical  qu'elles  txmtîennent,  eoa- 
AcÊient  vu  mkne  résultat  tpie  l'équation  (a!)  dégagée  de  son  radvcol.  Ce 
résultat  eift  \^=:»QOé^9'i'<:os^'^^ow^ptr''*f3co9pco^0Osi^^ 

Gela  imsë,  si  l'on  difiërencie  l'équaticm  (^)  après  avoir  .dfivisé  chaque 
nmotbre  par  8inipsin4i,  afin  de  faire  disparaître  le  radical,  on  aura 

jr^  (COS  4  — COSfA  COS  ^)  +  ^^  (COS^  —  COS /^  COS  4)  =  O. 

Substituant  dans  celle*ciles  valeurs  de  cos4-— cos/xcosf  et  cosip— cos^ços4) 
dtmskieB^ac  Jbi  équations  (b'^^  on  auca 

3.. 
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De  là  on  voit  que  l'équation  transcendante  F  (^)  +  F  (4)  =:  F  (/^)  est  satis- 
faite, soit  par  l'équation  algébrique  (o^),  soit  par  Fune  des  équations  (&'); 
car  ces  trois  équations  peuvent  être  employées  indistinctement  l'une  pour 
l'autre. 

Si  l'on  avait  csp,  la  fonction  F  (^)  se  réduirait  à  l'arc  9,  et -^ors 
ayant  ^  +  %|/  =  jt6,  on  en  condurait 

cos  (p  COS.  4  — «  sin  ^  sin  4  ^=  ^^^  A^  > 
C08  fe  cos  ^  -f-  sin  ft  sin  (p  =  cos  4  > 
cos  fe  cos  4  -^  sin  ft  sin  4  =^  c^  9- 
C'est  en  ^t  ce  que  donnent  les  équations  (a^)  et  (b^  dans  le  cas  de  c=o , 
qui  réduit  à  l'unité  les  radicaux  À(f^),    ^  (^)>  ^  (4)* 

17.  Cest  ici  le  lieu  de  &ire  observer,  d'après  Lagrange^'^,  que  si  l'on 
Fig.  3.  construit  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  AB,  AC,  BG  soient  respec- 
tivement ^aux  aux  amplitudes  ft,  ç,  4>  ^^^^  ^^  angles  opposés  C,  B ,  A , 
seront  tels,  qu'on  aura 

HE» 

CC09M — 008^0094^  ^ //  A    •     •       \ 

T>        co8^  —  cos /«cos  4^  y,  ^  •   *^\ 

cos  B  =  — '^, r^-1 — -  =1/(1  —  ^  sm*  ç), 

cosAgs—     .   .    .■   ^ — ^  =  1/(1  — c*sin*4); 
d'où  l'on  déduit 

sin*C  =  c*sin*ft,     sin*B  =  c*sin*^,     sin*  A =c*  sin*  4  y 

^^  fin  C  ^^^  sin  B  ^^^  sin  A 
"^  éin/i  "^  tin  ^  ""  sin^* 

Ces  équations  s^'acoordent  avec  les  propriétés  connues  des  triangles  spké- 
riques  j  elles  prouvent  en  mâoie  temps  que ,  dans  tout  triangle  spbârique 
formé  par  ti^  câtés  9,  4v  A^»  qui  satisfont  à  l'équation  tituaiscendante 
F  (^)  4- F  (4)  5=  F  (/t),  le  rapport  du  sinus  dechi^que  angle  au  sinus  du 
côté  ppppsé,  sera  égal  au  module  ^*\  On  voit  de  plus  que  dans  le  triangle 

-         Il  -  - -^ — — —  ■ 

CO  Théorie  des  Foncé,  ancdytj  pag.  85. 

CO  Le  triangle  polaire  formé  par  les  trois  côté»  w  —  f^  w  — 4'»  •"^Z*  ^^  P***  ^*' 

*  trois  côtés  w— B,  «•  — A,  ^— C,  ou  bien  encore  le  triangle  sphérique  formé  |iar  les  trois 

angles  f^^y  ir-^ft  et  par  les  trois  côtés  B;  A;  sr— C^  satisferait. également  à  l'équation 
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ABC,  les  deux  angles  A  et  B  aont  toujours  aigus,  et  Fangle  C  toujours 
obtus. 

Si  l'on  fait  ensuite  F  (ft)  -f-  F  (8j  =  F  (y),  il  faudra  observer  que,  dans  le 
nouveau  triangle  sphérique  qui  aura  pour  cotés  /u,  8,  y,  l'angle  opposé  au 
côté  fe  devra  être  aigu  et  avoir  le  même  sinus  que  l'angle  opposé  au  côté  de- 
dans le  premier  triangle,  pour  que  son  rapport  avec  sin  fc  soit  égal  à  c 
dans  les  deux  triangles  ;  ainsi  il  &udra  que  l'angle  opposé  au  côté  fi  dans 
le  second  triangle,  soit  supplément  de  l'angle  opposé  au  côté  ii  dans  le 
premier;  d'où  naît  celte  construction. 

Prolongez  le  côté  AC  vers  E,  faites  CD  =  0;  du  point  D  et  d'un  inter-  Fig.  3. 
valle  DEs=ft,  décrivez  un  arc  qui  rencontrera  CE  en  E^  et  déterminera 
le  second  triangle  CDE ,  dans  lequel  un  aura  C£  =  y^  et  le  côté  v  satisfera 
à  l'équation  F  (v)  =  F  ((p)  +  F  (4)  +  F  (Ô). 

Cette,  construction  peut  être  continuée  aussi  loin  que  les^  limites  de« 
côtés  des  triangles  sphériques*  peuvent  le  permettre ,  c'est-à-dire  tant  que 
le  grand  côté  n'est  pas  plus  grand  qu'une  demi-circonférence.  Et  il  est 
évident  qu'on  pourrait  se  ser\'ir  de  la  même  construction  pour  trouver  suc- 
cessivement les  angles  ^.,  Çj,  ^4,  etc.,  tels  qu'on  eut  F(^a)=  2F(^), 
F  (^3)  =  3F  (^),  etc. ,  ce  qui  servirait  à  la  multiplication  de  la  fonctioi^  F. 
Mais,  nous  le  répétons,  ces  constructions  ne  ])euvent  s'étendre  que  jus- 
qu'aux limites  des  triangles  sphériques,  tandis  que  l'analyse  ne  connaît 
aucune  borne. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  considération  du  triangle  sphérique  ABC 
ofire  un  moyen  fort  simple  de  vérifier  l'intégi^ale  {a').  En  effet,  si,  en  regar- 
dant ft  et  C  comme  constant,  on  fait  varier  infiniment  peu  les  côtés  (p  et 
4^,   on  aura  AoL^^^Qb^  ou  -— dSpcosA  =  if>(/C08B;  mais  on  a  trouvé 

cosA  =  A(4)  et  cosB  =  A((p);  donc 2^+ 5^  =  0. 

Ainsi,  une  application  fort  simple  de  la  trigonométrie  sphérique  aurait 
suffi  pour  trouver  l'intégrale  algébrique  complète  de  l'équation  transcen- 
dante —-Z  -I-  -~-  =  0. 

18.  Étant  données  deux  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  F  (9), 
F  (%[/) ,  si  l'on  veut   trouver  une  troisième  fonction  F  (^t)  égale  à  leur 


F  (f ) -4- F  (4)  =  F(^).  Mais  le  rapport  qui  était  e  dans  le  premier  triangle,  devien- 
drait ->  dans  ceux-ci. 
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•omme^  il  faut  déterminer  fjt  par  i'ëqAâUon  (jef) ,  <:«  tpâ  dMiiera  les  ft>r> 

f^  I  —  c*  sin'i^  sin*  4^  * 

cos  ^  008  4^  —  siu  0  sin  4"^  (^)  A  (4^) 
^  I — c^5in*^8in*4'  ' 

j^f     \  A(^)A(4.)  — fc»gÎD»8lfa4^ÔOl»COs4^ 

^^      I  — uiig^uiig4"A<»M<4y 

lyAi^iiiès  ccftte  deraiène  fornA^é,  si  Van  prenait  dent  -angles  attstStaîres*^', 
4')  têts  que 

il  en  résulterait 

ce  qui  est  Mn  moyen  de  Calculer  aisément  l\ingle  fi  pat  les  tables  des  sinus. 
Si  l'on  ïait  /t  =  ^  tt,  c'est-à-dire,  si  Tcfn  a  ^{(p)  +F (4)  =T",  les  deux 
fonctions  F  (^.) ,  F  (4)  seront  en  quelque  sorte  complémens  l'une  dePautre, 
puisque  lent  somme  est  ^ale  à  la  fonction  complète  T',  alors  on  aura  immé- 
dîfltèfûent  par  Féquation  (a'), 

h  tang  ^  lang  4  :=  i  •' 

c^est  la  relation  nécessaire  entre  les  angles  ^  et  4  9  P^^^  qu'on  ieiit  F  (f  )  «f*- 
F(4)^ssF(^'3r)ss:F'.  On  en  déduit,  pour  l'eipiression  de%|/  en  ^, 

«"^4=S(^)>  <^<«4'=-j^,   ^(4')='Z(^. 

19.  Étant  données  deux  fonctions  F  (9)9  F  (4)  9  si  Ton  veut  connaître 
une  troisième,  fottcticti  F  (a^)  qui  soit  ^le'i  leur^fltéreaace^  ensoi^e^i'enait 

F(*)-F(4)3ttF(A*), 

la  solution  de  ce  problème  se  déduira  aisément  de  Celle  du  problème  pi  é-. 
cèdent,  et  l'on  aura  pour  résultat  les  formules 

fi^fi  u.  —  •ipy  «>»  4^  (4^)  "^  «"4^  coayA (4>) 
sin  ^  —  ^  -c*8in*f  8inSf  ' 

^^^  oosy  C08  4  +  »ip  ^  sin  4^^  (^)  ^  (4) 
I  —  ^8m*Ç8aï*-4 

.  ,    V  A(^) ^(4)  +  c*  sin  ^  sin  -i  cos^  oos^ 

^^^  I  — c*ain*^  8m»4 

.  tangyA(4)  —  tang^ACrt 

8^  ,  ^  tangf  tang+A  (^)  A  (4)' 
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Sî^  49tm  Mlbâ  dâniièrQ  fommJi^  w  fait  tang  ff'ss taBg9A(4)9  et  tang4'  m 

Ces  formules  pour  la  difféff nûa  m  dédnkaient  des  formulea  poiir  la  somme» 
eo  ckattgeant  •mplement  dans  çelles-^ei  le  signe  de  4  9  et  con^ervaut  A  (4) 
positive.  Il  est  inutile  d'ailleurs  de  ^e  observer  l'aAalogie  qui  légne  entre 
iea  vi^mra  de  sin^b,  cos/ea,  et  celles  de  nn(^±4)9  cps((pïb4)9  ^^^ 
coïncideraient  entièrement  si  Ton  avait  c=3o. 

20.  Putsqu'cHi  connatt  algébriquement  l'amplitude  de  la  fonction  ^ale  à 
la  somme  ou  à  la  di£férence  de  deux  fonctions  données,  il  est  clair  qu'on 
peut  trouver  algébriquemeut  une  fit^ncuon  multiple  d'une  fonction  donnée , 
^t  qu'çp  général  on  jpeut  résoudre  sur  U  multiplicatioQ  et  la  division  des 
fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce,  les  mêmes  problèmes  qu'on 
résout  sur  la  multiplication  et  la  division  des  arcs  de  cercle.  Désignons  par 
p^  l'iamplitude  de  la  fonction  qui  contient  n  fuis  la  fonction  dont  l'amplr» 
tude  est  ^,  en  sorte  qu'on  ait  F(^,):^/iF(^);  il  s'agirait  d'avoir  l'expres- 
sioii  géiiQrale  de  sin  et  QQS^,  par  le  moyen  dci  fin  et  cqs^. 

Les  cas  extrêmes  n'ont  aucune  difficulté.  Si  l'on  a  c  =  o,  alors  (li^z;tinp, 
et  l'expression  de  sin  ^.,  ainsi  que  cell^  dç  cos^.?  se  déduisent  de  la  for- 
mule connue 

cos  ^,  -f-  l^-^  I  ^  f»  ^*9  (cos  ^  +  ^ —  1  sin  ^y. 

Si  l'on  a  c  =s  I ,  alors  la  fonction  F (^)  devient  /-^ ,  de  sorte  qu'on  a 

F  (9)=  j  logf      '  I  ^  J ,  et  la  formule  pour  la  multiplication  des  fi)nctions 
t»t 

I  +  ^in  », /  I  +  sip» y 

■■■»  i.i'.tf*  no  I    I  '  iiw-«^  )  • 

^  ■. 
Ia  diA«u}té  QSt  de  tcgiMrjr  Vexpro^iipii  |g4nérale  4e  siu  f,,  lorsque  ç  9  vme 

valeur  quelconque  entre  o  et  i. 

21 .  Considérons  d'abord  le  cas  Je  plu&  siinple?  qui  e$t  celui  de  la  dupli- 
cation; il  suffira  de  fitire  4^^^  ^^^^  ^^  formules  de  l'article  189  ce  qui 
donnera 

..     _           2  sin  »  cos^A  (ai) 
sm  ^»  =: ^  '  ij^     » 

l  —  28În*»  +  c*8În^» 
^^  *•  ^  ""'"i— c*sîn<^"'"* 

A  /^  \   •      lf-T2c»«in> +^sùl*f 

^(^0  = TZ^Té^ ' 

tang  î  (p.  ss:  UDg  ^  A  (f  ). 


^ 


.^ 

t 
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La  dernière  de  ces  formules  se  déduirait  immédiatement  de  la  considëra- 
Fig.  3.  tion  du  triangle  sphérique  ABC  qui,  étant  isosc^le  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
donne  tang  {  BA  =s  cos  B  tang  BG  ss  tang  ^A(^). 

Ainsi,  en  prenant  l'auxiliaire  B ,  telle  que  sin  B  =  c  sin  ^ ,  on  aura  Ç)^, 
par  l'équation  tang  ^  ^^  =  cos  B  tang  f ,  on  trouvera  semblablement  <p4  au 
moyen  de  ^^^  (p%  au  moyen  de  ^4,  etc.,  de  sorte  que  la  fonction  F  sera 
multipliée  par  2,  4?  Q>  '6,  etc. 

Réciproquement,  étant  donné  ^g,  on  trouvera  f  par  l'équation 


ou  bien ,   appelant  ^  par   analogie  (p,   l'amplitude  de  la  fonction  qui  est 
égale  à  la  moitié  de  F  (ç) ,  on  aura 

•    A  «in  ¥  ^ 

^"' n = F(T+iÂ)- 

Si  l'on  fait  csin^=Esin  f ,- ce  qui  donne  A=scosf,  on  aura  plus  sim* 
plement 

sm  (pi  =  — r?> 

et  l'on  satisfera  ainsi  à  l'équation  F  (^^  )=î  F(^). 

On  trouvera  semblablement  les  amplitudes  9.  ,  9.,  etc.,  par  lesquelles 

ï       ï 

la  bisection  de  la  fonction  F  ((p)  peut  être  continuée  indéfiniment. 

22.  Tenons  à  la  multiplication  par  un  nombre  quelconque*  Pour  cela, 
considérons  trob  amplitudes  consécutives  ^.^i?  ^«9  9n^ij  ^^9  suivant  l'in- 
dication, répondent  aux  fonctions  multiples  (»— i)  F,  /iF,  (/i+ 1)  F.  Les 
formules  pour  la  somme  et  hk  différence  de  deux  fonctions,  s'appliqueront 
aux  équations  F  ((p.^. )  =  F  (<P.)  +  F(<p),  F  (<p.^)  =  F  (cp.)  ~  F  (ip),  et  il 

en  résultera 

2Aoot^  sin^ji 


I  •"■" 


sm 


c*8in*f  sin'f»  ' 


COS  ^,+,  4-  COS  (p.«,  =  ^— 


c*8in*f  sin^^n* 

Ces  formules  où  Zi  et  Ç)  restent  constamment  les  mêmes  tandis  que  n  varie , 
paraissent  aussi  commodes  qu'il  est  possible  pour  en  tirer  les  valeurs  suc- 
cessives de  siu^«,  sin  ^3,  cosÇ).,  cos  ^3,  etc. 

Soit,  pour  abr^er,  2/icos^=/7,   i  •— c'sin^^s^,   c*sin^f=:r,  on 
trouvera  pour  la  suite  des  sinus , 
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ces  deux  suites ,  l'équation  qui  doit  déterminer  ^ ,  et  lé  calcul  sera  moins 
complique  que  par  te  développement  dè.sin  ^^  otr  dé  c©s^„:  ^  '- 

Lorsque  n  =t=  3,  on  aura  immédiatement  tàng  (^^'+  |fç)  ssr-T-  cot^,  ou 
3sm^=A  (i— rsin.Ç)).  Soit  sin  9=3ir ,  et  1  équation  pour  déterminer  x  sera 

•  •  •  *  .  •  •  • 

»  '  ^^    ■  . 

c'est  l'équation  qui  donne  la  trisection  de  la  fonction  F' ,  et  l'on  voit  que 

son  degré  =  2-Zli. 

Lorsque  /i  =  5,  il  faudra  éliminer  (Ps  des  deux  équations        * 

tang(^7r4-^(ps)  =  jcot  (p 
taug  (^  (P34- ^  (p)  c=  A  tan^ <p., 

et  ensuite  mettre  au  lieu  de  .tanff  0^  sa  valeur  —n — .  ,    . — ^  .  .    :  on  obtien- 
dra  ainsi,  en  faisant  sinÇ)=:a:,         . 


A  k 


\S 


équation  pour  la  quîntîsection  de  là  fonction  F%  laquelle  étant  entièrement 

développée,  montera  au  degré  12  = . 

24*  Revenons  à  l'équation  de  la  trisection  ;  elle  ofire,  dans  sa  résolution, 
quelques  particularités  qui  méritent ,  d'être  remarquées. 
Soit  d'abord  07=^+7,  cette  équation  deviendra 

J^  — ïJ^*+(J— 1)7  — -îT  =  o- 

Supposons  que  le'  premier  membre  soit  le  produit  deis  deux  facteurs 
j^*— •/7;^  +  y, ^•-i-^  — r,  on  aura,  pour  déterminer  /?,  7,  r,  les  équa- 
tions 7-r-r=/?*  — I)  qr=:^^  /^T 9^ +  '')==  4—  i-  Des  deux  premières 
on  tire  (^4-r)' =  ;?♦ -^  3/?*  4"  3 ,  et  cette  valeur  étant  substituée  dans  la 
troisième,  il  en  résulte  />«  — S;?*  +  3/?*  =  (^.  — i)*,  ou  (;?•— i)«=a^. 
Soit  donc 

et  l'on  aura p'—issk,  Qap  =:  |/( i  H^ i;).}  d'ftù  résulte 

.^  =  iA:.-i+i  !/(*•-*+ 1), 
r  =  iA  — ^— iv/(A«  — A  +  i). 


^1 


4. 
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Ainsi  les  quatre  valeurs  de  y  seront 

y^      iï/(i  +  A)±iV/[a-*-2  1/(1 -*  +  *•)} 

jr=-.iv/(i  +  *)±il/[a-A  +  a/(i -*+*•)]• 
Les  deux  premières  sont  imaginaires,  et  des  deux  autres  ^  il  n'y  a  que  la 
racine  positive  qui  convienne  à  la  question;  ainsi  l'on  aura^+ »>  ^'^ 

8in(p  =  i— ii/(i  +  A)+ii/[3--A  +  ai/(i  — A  +  A:*)]; 

de  sorte  que  cette  valeur  pourra  se  construire  géométriquement ,  lorsque  h 
sera  donné.  Or,  quel  que  soit  A:,  on  a       * 


^= 


valeur  qui  est  toujours  comprise  entre  les  limites  i  et  o. 
Soit  A  =  I ,  on  aura    c*  =    -,     .  s=s  a  (|/a  —  i)  et 

Soit  A:  =  2,   on  aura     c*  =  i:=:i*  et 

8m(p=i-iv/3H-v/(il/3) 
cos«^=(v/3-.i)v/(iv/3)=t/(.3  4/3-3). 

Voilà  deux  cas  dans  lesquels  la  trisection  de  la  fonction  F'  se  &it  par  de 
simples  extractions  de  racines  carrées. 
Pour  troisième  exemple  de  trisection ,  prenons  le  module  c  =  ^Tl  —  i  ^ 

nous  aurons  i*=!2c^  A:  =  -=iy/2+a,  d'où  sinç=î  ^/«(ï/S— 1)  = 

2sini5*. 
Les  applications  que  nous  aurons  occasion  de  faire  par  la  suite  exigent 

que  nous  considérions  encore  le  cas  de  c^= -j  v/(  a  -f-  ^/3  )  ;=  cas — ,  et  celui 
de  c=i  1/(2  — 1/3)  =  sin^.  ^ 

Soit  d'abord  0=^1/(3+  l/3),  on  aura  Ai'ss^as     ^  ssA;  donc 

I         ^ 

kzsz—^  \/2  j  d'après  cette  valeur,  on  trouvera 

sin  ^  =  v/5  —  I . 

Mais  comme  les  réductions  pour  parvenir  à  ce  résultat  seraient  fort  pénibles,^ 
il  est  plus  simple  de  revenir  à  l'éqiiation  primitive 

0=1  —  2X'+'  ^    y    (2^1:»—.  oc^) , 

et  on  vérifiera  Êicilement  que  cette  équation  est  satisfaite  en  faisant  x;s=^  (/3— ^i  \ 
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alors  on  a  sin»Ç=4— 3^/3,  cos*p=s2{/3 — 3,  et  tang*^  =: -~| /  ^" 
taug  ^=s  1/(773/  ^^^^^  ^  valeur  de  f  qui  donne  F  (^)s=yF*,  lorsque 
cï=s  cos  —  =  sin  75*. 

Soit  maintenant  c  =i/(   "^      J  =  sin  — ,  on  aura  encore  A:  =:  — .  ^/a  , 

et  il  &udra  substituer  cette  valeur  dans  la  formule  générale  pour  connaître 
sin  ^;  mais  comme  les  réductions  seraient  encore  fort  pénibles,  il  sera  plus 
simple  de  résoudre  directement  l'équation  particulière  à  ce  cas,  laquelle  est 

0  =  I  — •  ax  +    ~.       (2x'>-^  «♦). 

Or,  d'après  le  cas  précédent,  cette  équation  doit  être  divisible  par  JC-^  i  + 1/3  j 
supprimant  donc  ce  facteur  qui  est  inutile  dans  le  cas  présent,  et  faisant 
|/3  +  I  ==  A ,  on  aura  l'équation  à  résoudre 

x^ — Aï/3.a:*4-À*v/3.a: — 2^  =  0. 
Soit  a:  s=  ^^77^- ,  on.  aura  la  transformée 

d'où  l'on  tire,  par  les  formules  connues  j^=:  y/^  — hy2.  Faisant  donc 

•s  ■        ■  .  ■    ^  "       '      '' 

y  2  =/ii,  on  aura  cette  valeur  de  or  ou  de  sin  9  : 

smÇ=I— /»H TTg . 

3 

Je  remarque  que   l'équation,  m^  ^2  donne   1  —  m  +  /»'  =     .     ,  et 

(/»-f-i)*(m —  0=3,  où  (/»•+•  i)  y^(rn^ — ^y=^  V^V  ^^  ^"^^  ^^^^  P^*^* 
simplement, 

sin  ^  =  I  —  w  +  v/(/?i*— i) j 

•  .  ■  •  •  •  ' 

Delà  c5'f=:(«-i)(m*-in2-f-v'3)=(m«-i)«(i±^)î 
donc  enfin  ^  • 

h  étant  mis  à  la  place  de  \/{  ^  t^  )  ou  cos  — .  C'est  l'expression  la 
plus  simple  pour  déterminer  la  valeur  de  (p  qui  satisfeit  à  Féquatiou 
^(^)  =  iFS  dans  le  cas  de  c=sin — . 
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Pour  effectaer  entièremenf  la  trisection  de  la  fonction- F* ,  il  feut  encore 

avoir  la  valeur  de  ^^  qui  donne  F(^g)  =  2F(^)  =  f  F*.  Or,  Ç,  est  facile  à 

déduire  de  (p,  soit  par  les  formules  de  la  duplication,  soit  par  celles  des 

fonctions   complémentaires  (art.  i8),  puisqu'on  a  F(^ft)H-F(^)  caï*. 

On  trouve  ainsi  ^   -  * 

cot  ^»  =  *  tang  ^,* 

cos  ^a  =  I  —  sin  ^  : 

la  dernière  est  remarquablie  en  ce  ^'ellé  est  indépendante  da  module. 

Dans  le  dernier  exemple  où  c  =  sin  — ,   on  aura  donc  cosip.  =  m  — 
v/(/»*  —  I  ),  d'où  l'on  tire 

^»»0     •^•—   1+77*— |/(/»*—  1)™   V    V'^  +  I/  C'^+O* 

La  valeur  de  sin  ^a  pourrait  être  déterminée  directement    par  la  trisec- 
tion de  la  fonction  F('7r) ,  car  il  est  évident  qu'on  a  F(^j)=f  F'  =  j  F(9r).  Sôit 
donc  sin^a  =^j  et  en  faisant  dans  la  fbrmule.de  la  triplication  (n"  aS) 
az=:  sin^r  =  o ,  on  aura,  pour  déterminera^ ,  l'équation 

qui  n'a  que  la  difficulté  du  quatrième  degré. 

25.  Occupons-nous  piain tenant  de  l'équation  pour  la  quintisection,  qui 
étant  entièrement  développée ,  devient 

—  2X  [i  —  5c»^  +  (!^'''i-4c^)  or*  -^(40^  4-  6c^)  x^^Sc^x^  —  c^x^^J.  * 

Pour  donner  au  moins  quelques  exemples  particuliers  de  la  résolution 
de  cette  équation ,  on  pourrait  attribuer  une  valeur  à  a:  (  en  ayant  soin 
qu'elle  fût  plus  grande  que  la  racine  de  l'éqaatioh  assi— 2X— •4'3:*);  et 
d'après  la  valeur  supposée  de  x,  on  voit  que  c*  se  déterminerait  par  une 
équation  du  troisième  degré. 

Mais  la  recherché  dès  cas  particuliers  de  solution,  est  âne  question  d'ana- 
lyse indéterminée  qu'on  peut  résoudre  plu»  facilement  de  la  manière 
suivante. 

Soit  pssi  —  c'a:*,  q:=:2x{i  — c*;r*),  et  l'équation  de  l'article* a3  sera 

/>  — 5^*"*  bx  * 
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Elevant  chaque  membre  au  quarré,  et  retranchant  de  part  et  d'autre  l'unité, 
on  aura 

Soit p^=^mqj  cette  équation  donnera  b^x^  =  /  95  ^^^^  ^^^^ 

encore 

(m+  i)  (ot  — iV 
n  z=:' — ■ — ^-i ^  , 

et  l'on  aura,  en  remettant  la  valeur  de  q^  b^x:=^n  (i*^c*a:*),  ce  qui 
donne 

«  — n 
^  = r^. 

Mais  de  l'équation  p  zszmq  y  ou  i  —  c^x^z=:2mx  (  i— c^x*) ,  on  tire 

*""  2/7MF^— a:^* 

Égalant  ces  deux  valeurs ^e  c%  ilj^iendra  o=  i  —  (2m  +  n) x^jc^. 

De  là  se  déduit  une  solution  générale  fort  simple  du  problème  que  nous 
i^oi|s  sommes  proposé.  Ayant  pris  pour  m  une  valeur  quelconque  comprise 

entre  1  et  5^—5—=  i  .618  (car  ces  valeurs  répondent  aux  limites  cs=:  i 

\  j/j    '-^  (m'^'i)  (m — 1)* 

et  c  =  o) ,  on  en  dédmt  nz= ^-^ <-  :  ensmte 

Soit,  par  exemple,  m  =  -,  on  s^ura  ^.=  r7>  de  là 

n  —  sv^5 

^-         48        ^ 


>  -   7  ♦' 


p'ap^  çe^  ^râleur  ^U  W>diil6>  4?  e)  celle  de  a:  =  sin  ^  ^  on  satisfinra  à 
l'^uatipu  F(ç) ç=^  F'  ;  wsniteii^sera  i^cile  d'avoir  les  valeurs  de  p^yPs^  ^4, 
par  j||esqu^^ea,  an  9chevera.de  diiiistr  e^  éinq^  parties  égales  la  fonction  comr 
plèteF\ 

9&.  Koii£  .avons,  j^  yçSs  c^omçi^t  oii  trouve  )a  relation  entre  ^.  et  ^  , 


nombre 


lâ^relatsoa 


m 
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tiers,  on  prendrait  un  angle  auxiliaire  ûi,  tel  qu'on  eût  à  la  fois  nF(4)=F(û#) 
et  iTiF  (^) =F(û»).  La  première  condition  donnerait  une  équation  algébrique 
entre  les  sinus  des  angles  <>).  et  û»,  la  seconde  en  donnerait  une  entre 
ceux  des  angles  (p  et  a;  d'où,  éliminant  û#,  on  aura  la  relation  cherchée 

entrç^  et  4- 

En  général ,  on  voit  qu'il  sera  toujours   possible  de  satisfaire  par  une 
équation  algébrique  a  l'équation  transcendante 

o  =  /iiF((p)+nF(4)  +  pF  («)  +  etc., 

les  cœfficiens  m,  n,  ^,  etc.  étant  des  nombres  entiers  à  volonté,  qui  n'aient 
pas  tous  le  même  signe.    C'est  une  conséquence  toute   simple  de    ce  que' 
l'équation    transcendante  F  (^) -f-F(4)  ==F(ffc)  est  représentée  par  une 
équation  algébrique. 

27.  De  là  il  résulte  qu'on   peut   toujours  trouver  l'intégrale  algébrique 
complète  de  l'équation  diSerentielle 


m  et  n  étant  des  nombres  entiers  ;  car  l'intégrale  est  d'abord  itiF  (^)dbnF  (4) 
=  const.  Et  si  l'on  suppose  que  lorsque  4  =  ^9  on  ait^=:/Et,  la  con- 
stante sera  mF{fi)j  et  l'on  aura  l'int^ale 

mF^(p)  ±  nF  (4)  =  mY  (ft). 

Soit  (à  une  auxiliaire  telle  que  F(fe)  =  F(^)dbF(â#)y  i)n  aura  en  même 
temps  /?iF  («)  = /»F  (4)  ;  si  l'on  exprimé  ensuite  ces  deux  équations  en 
termes  algébriques,  et  qu'on  élimine  €#,  on  aura  l'intégrale  algébrique  cher- 
chée dans  laquelle  fÂ  sera  la  constante  arbitraire. 

En  général,  si  l'on  avait  l'équa^on  suivante,  dans  laquelle  m,  /»,/?,  etc. 
sont  des  entiers  positi&  ou  n^alifi,' 

mdp  ^^  I  /^ L.etc^ 

l'intégrale  complète  sera  F  (  f^)  =  iwF  ((p)  +  »F(4) +^F  («)  +  etc. ,  fi  étant 
la  constante  arbitraire,  et  cette  intégrale  pourra  toujours  être  représentée 
par  une  équation  algébrique,  quel  que  soit  le  nombre  des  termes,  pourvu 
qu'il  ne  soit  pas  infini. 

Si  l'on  désigne  par  R(ar)  le  radical  l/(«^-6x^->^«•-^- J^ar^-f-cr*), 
et  par  R(j^),  R  (s),  etc.  des  radicaux  semblables  en j^,  2,  etc.;  si  de  plus 
m  y  TiyPy  etc.  désignent  des  nombres  entiers  podti&  ou  natifs,  il  est  clair 
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que  l'ëquation 

pourra  toujours  être  réduite  à  la  forme  précédente,  et  qu'ainsi  elle  aura  tou« 
jours  une  intégrale  algébrique  complète. 

Rien  n'empêcherait  de  supposer  que  z  et  les  variables  suivantes  fussent 

des  fonctions  algébriques  données  de  xetjr*^  alors  l'équation  précédente 

ne  renfermerait  que  deux  variables,  et  malgré  l'infinité  de  formes  dont  elle 

est  susceptible,  elle  admettrait  toujours  une  intégrale  algébrique  complète. 

*G'est  peut-éire  la  seule  manière  de  généraliser  le  résultat  d'Ëuler,  concernant 

l'équation  ^^-r  +  ^^  s=  o.  Lagrange  s'est  proposé  de  trouver  dés  cas  d'inté- 

grabilité  de  l'équation  —^  +  -^  ==o,  sans  supposer  que  les  deux  poly- 
nômes X  et  Y  sont  entièrement  semblables  ^'^;  mais  il  ne  parait  pas  que 
les  recherches  de  ce  grand  Géomètre  l'aient  conduit  au-delà  de  l'équation 
d'Euler,  car  l'équation  qu'il  donne  page  119^  comme  étant  plus  générale, 
s'y  ramène  immédiatement  en  faisant  (^  =;?  k/^  et  donnant  au  coefficient  k 
une  valeur  convenable.  Ainsi,  il  est  très  douteux  qu'avec  deux  termes 
seulement,  l'équation  d'EuIer  puisse  être  généralisée;  mais,  avec  un  plus 
grand  nombre,  on  voit  qu'elle  admet  une  grande  extension. 

;i8.  Puisque  les  fonctions  F  peuvent  être  multipliées  ou  divisées  à  volonté , 
cette  propriété  fournit  un  moyen  assez  8im{4e  de  les  éyaluer  par  approxi- 
mation. D'abord  nous  siipposerons  que  ^  ne  surpasse  pas  î^,  car,  suivant 
l'article   13,  tous  les  cas  se  réduisent  à  celui-là. 

Cela  posé,  on  déterminera  (p ,  par  l'art.  2 1 ,  de  manière  que  F(ç,  ) = j-F(^), 

et  l'intégrale  /  ^.  *  aura  une  étendue  moindre  q^e/^^,  de  près  de  moi- 
tié, si  c  n'est  pas  trop  près  de  l'unité.  Par  une  seconde  bisection,  on  peut 
faire  en  sorte  que  F(^,)  =  ^F(^),  et  l'intégrale  que  représente,  F(ç,) 

aura  encore  une  étendue  prèâ  de  deux  fois  moindre,  ainsi  de  suite.  Mais 

lorsque  l'amplitude  -^  de  la   formule  qu'on  considère   est  devenue  très 

petite,  la  fonction  F (%[/)  se  réduit  sensiblement  a  l'arc  4*  Donc,  quelle  que 

soit  la  première  valeur  de  ^,  la  fonction  correspondante  F(^)  sera  égale  au 

dernier  terme  de  la  suite  <p.  2^,,  4?,,  8^.,  etc.:  et,  dans  la  plupart  des 

i  4  i 

cas,  on  obtiendra  cette  limite  par  un  calcul  assez,  court. 
(')  Mémoires  de  Tarin ,  tome  IV. 

T.  I.  5 
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EXiEItfPLE 


•    t 


Soit ptopoeé d^lrouver'la  vàleurtdo^F lorsq\j^^cssik:%/h  'X  '\?a:éMfcy5? 
et  tang  ç  =  \/\T7^i  on  trouvera^^  par  lés  (brmules  de  Fart.  2 1 ,  ce  qui  suit  : 


€, 


€ 


i 


^,  =  25.36.  5 ,64 

i 

^,  C3  i3-  6.3o  ^5. 

z 

^,  ;=    6.35f 40,74. 
».=    3.18.  8,75, 
etc. 
Lea  deoi;  dBrnîfires  valeurs  donnent 

8^.  *:i5!i*45'a5"9a, 


i2«39.,  j5>84 


etc; 


16^,  =  5^  .50.20 ,00. 

Leur  difféi^hce  est  4'54^o$^  et  cottiâie ,- ^ar  k  nature  de  t^s  approiima* 

tions,  un  résultat  doit  approcher  de  la  limité- en virbn  quatre  '  fois- plus  qtiè 

le  précédentv  nous  ajoiitetotis  aïk  dérniec  *  résultai  le  tiers'^  Ift-diffënmcc 

4'54",o8,  qui  est  i'58",o3  j  e»  nous  aurons  ainsi  ;  pour  la  Weur  de  F ,  Tare 

tî^  îBpprdbW^  -  • 

5t^5i'58'î,o3v 


qui  en  paities  du  rayon  =  -  x  o .5874013  =0.9326878. 

Oelte «^méthode  pourrait' devenlir  très  longue  )cmi)ue:i^reit  fort  près  de 
Tunité  9  et  ^  peu  différent  de  90*.  Nous  en  donnerons  ci-après  une  plus 
eipédtotë. 


é.  a. 
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CHAPITRE  VU. 

"De  ta'  Lismniscate  'et  dvme  autre  Càitrbe  - algébnrfùe^ éhnt^ h$ 
arcs  représentent  généralement  la  fonction  F. 

29..JUA  fooctiou  JEL£st  rqiréseDtée  trè$.9iiiiplç^  un  arc  d'ellipse 

dont  Porigine  est  axée  à  l'extrémité  du  petit  axp;  si  l'on  se  proposait  de 
représenter  seitiblablement  là  fonct^o  ^  par  wt  arc  de" courbe' algébrique, 
ce.^iroblème  pm|iifa»it  ^i'gbotd^â^sQs  idi0¥!iW}  cepemdai^  oous  ^mmes  par- 
venu à  «a  trouver  une  6Qlq(km  §é«éealei  et  iiatiB&isaiite„par.:les  «moyens 
que  nous  allons  exposer. 

Le  cas  qui  se  rencontre  le  plus  souvent  et  ,c}ùr  niérite  une  attention 
particulière,  est  celui  où  l'on  ai  0  =  44=^/7;  alorsTangle  du  module  qui 
est  de  45*>  tientlemifieir  entreixyôtes  les  valeiMPS  ^iLpeut  avoir  depuis  o^ 
jusqu'à  go*.  i)ans  ce  xas^jkf  fonction  F  (c,  ^)^  peut  être  représentée  géué- 
ralement  par  un  '  arc  de  -  la  courbe^  algébrique  y  iDoAitnée  lemniscate. 

On  sait  que  l'équation  de  cette  conrbe  est  (j^^-Hv»*)*a=:A?*{ap* — J^),  Pig.  4. 
en  supposant  le  demi-axe  CAssA*,  Vabécissé  GP«sac  et  l'ordoBDée  PMaej. 
On  satisfait  à  cette' éqUatioa  lenfaisasa^  a:=^>oos^.  k^(i — c^sin*^), 

^=  —  sin  ç  cos^/  et*  il   en  résuite  ^Pâéincïit  de  la    courbe  ds:=z. . . 

Vl  •  v/(i— T'siD'T)^  intégrant  et  faisant  k^V^,  on  aura  ^=T(c,  <p),  de 

sorte  que  la  fatreâon  F(c,  ^)  est  représentée  dans  "iioixte  «a-généralité  par 
Harc  de.  lemniscate  AM  compté. depuis  l'extrémité  .du  demi-axe  .-.cet  arc 
croit  continuellement  avec  Tamplitude  ^  qui  détermine  l'autre  extrémité. 

Dans  le  premier  quart  AMC  de  cette  courbe,  la  valeur  de  ^-^^é^esd 
depuis  9=0  jusqu'à  ^  ==  j^r  j  ainsi  le  quart  de  courbe  AMC  qu'on  peut 
désigner  par  s^  sera  égal  à  la  fonction  oomplete~T^^;  dans  le  second  quart 
CNB,  la  valeur  de  ^  .4âtep4  .depuis  .^Uic;:^!^  fpçq  ?  =  ^;  dans  le  troi- 
sième BN'Ç,  depuis  ^s^  jusqu'à  ^=:|7r,  et  enfin  dans  le  quatrième 
CM'A,' depuis  ^.=  f9r  jusqu'à  ^  =  29r. 

De*  là  on  voit  que  les  arcs 'de  la  lémiibcate  jéuisseht  de  toutes  ies  jira- 
pMafaëBuieiiifcttclpoiig  >6l|ipt)iqiiË&  lAéx  W  firpouére  .je^èce:; ;  :e'cst-jèdîre  jqfèïk 

5.- 


\ 


/ 
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peuvent  être  ajoutés,  retranchés,  multipliés  ou  divisés  algébriquement 
comme  les  arcs  de  cercle.  Ainsi,  étant  donné  un  arc  quelconque  MO,  on 
peut,  à  compter  d'un  point  donné  H,  déterminer  algébriquement  un  autre 
arc  HI  ou  HL  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  donné  avec  l'arc  MO.  U 
suffit,  pour  cela,  de  déterminer  ^  d'après  une  équation  de  la  forme  F^— - 

F6&=:±  — (F^-^F;^),  à  laquelle  correspond  toujours  une  équation  algé- 
brique. 

A  plus  forte  raison  peut-on  diviser  algébriquement  un  arc  donné  en 
parties  égales.  Par  exemple,  s'il  s'agit  du  quart  de  la  courbe  AMC,  on 
déterminera  son  milieu  R  par  l'équation  cot  ^  =  ^h  =  ^c^  d'où  résultent 

les  coordonnées  x  =5  -^r — r— r ,  r  =    \.   >  Si . l'on  veut  déterminer  l'arc 

AM  égal  au  tiers  de  AMC,  on  fera  (art.  34  )>  cos^s=y(2v/3  — 3). 
3o.  Considérons  maintenant  la  courbe  formée  d'après  les  équations 

a:=  Àsin^(i -f- j/nsin*ç), 

j^  =iA  cos^ (1 -|- m  —  I /H  cos*^), 

on  trouvera,  en  élimiiiânt  sin  ^,  que  l'équadon  de  cette  courbe  est  du  sixième 
degré,  et  qu'elle  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  x  et  de/,  ce 
qui  prouve  qu^elle  est  partagée  en  quatre  parties  ^ales,  et  semblables  par 
les  axes  des  Coordonnées. 

Des  équations  supposées  >  on  tire  par  la  differentiation 

'  lir  =         hd^  cos  ç  (  I  +  m sin*ç) , 
^  =~-  hhdp  sin  ^(i  +'wsin*^)î 

donc  l'élément  de  la  courbe  ^^  =  AAdip  (i -f''''sin^^),  et  en  intégrant 

^  =  AE -H  ~  [(2<?*  —  1) E  +  i*F— c^Asin^cos^]. 
Pour  faire  disparaître  l'arc  d'ellipse  E,  soit  m  s=    ^ ,  et  ensuite  Asss  -7^ 

I  mmm  2C^ 

ss  — _.j  on  aura 

j  =  F  -*^t;  a  sin  4>  ces  ^ , 


£?• 


h 
ou  F(c,  ^)==:  j  +  t;  ^sin^cos^. 

Ainsi,  on  voit  que  la  fonction  F,  dQQt  le  module  c  est  à  volonté^  pourvu 
qu'il  soit  plus  p^lit  que  ^\  ou  sin  45*  ^  s'exprime  par  l'arc  de  courbe  s 

augmenté  de  la  quantité  algébrique  ?;  A  sin  f  cosf  ;  cette  quantité  addition- 


CHAPITRE  VIL  3; 

nelle,  toujours  plus  petite  que  ^,  devient  nulle  dans  les  deux  limites  ^  =  o, 
Çs^tT.  Appelons  s*  le  quart  de  courbe  compris  entre  ces  deux  limites, 
et  Ton  aura  la  fonction  complète  F*c  =  ^'. 

Dans  cette  solution  y  les  coordonnées  x  et  ^  sont  ainsi  exprimées  : 

a:  =  îî^(i  — ac*  +  c*sia»(p), 

j-  =  ^  cosÇ(i +c*sin*^)j 

donc  le  demi-axe  dirigé  suivant  la  ligne  des  jr^  CB  =  t;  c'est  le  demi-  P»g  4'* 

grand  axe,  et  le  demi-axe  dirigé  suivant  la  ligne  des  x,  CAzs  i  ;  c'est 
le  demi -petit  axe.  Si  Ton  cherche  le  rayon  de  courbure  eu  un  point  quel- 

conque,  on  trouvera  pour  son  expressioA,  r=  pp(i  —  2c*+3c*sin*ç).  Au 

point  B,  extrémité  du  grand  axe,  on  aura  ^  =  o  et  r=  -^ — =A — — , 

et  au  point  A,  extrémité  du  petit  axe,  on  aura  cp  =-j^  et  r=  i  -j-c*. 
Pour  savoh*  si,  entre  ces  deux  points,  le  rayon  de  courbure,  qui  est  tou- 
jours positif^  croit  continuellement,  ou  s'il  est  susceptible  d'un  maximum^ 

il  faut  prendre  la  diflférentielle  de  r  qu'on   trouvera  de   la  forme 

P^  (i  -f-  2c*  — Sc'sin*^),  P  étant  une  quantité  positive.  Ainsi  tant  qu'on 
aura  i  -|-  ac*  >  5c*  ^  ou  c*  «<  -J,  le  rayon  de  courbure  ira  toujours  en  aug- 
mentant depuis  le  point  B  jusqu'au  point  A  :  mais  si  c%  qu^on  suppose  tou- 
jours <7,  est  cependant  >|,  alors  il  y  aura  un  point  où  le  rayon  de 

courbure  sera  le  plus  grand  possible^  c'est  celui  où  l'on  aura  sin*^  =-~^— , 

•     ■      *  .1 

ou  cos^=  — S?"'  ^*  ^®  rayon  maximum  sera  r=zl — -^  j  f     v.^     j  . 

Dan%  tous  les  cas,  si  l'on  décrit  un  quart  d'ellipse  AEB  sur  les  mêmes 

demi-axes  CA=  i,  CB  =  t,  l'arc  AEB  enveloppera  le  quart  de  courbe 

AKB. 

•*— • 

CA 

En  effet,  dans  l'ellipse,  le  rayon  de  courbure  en  B  :^  -^  =  ^,    plus 

grand  que  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  BRA  au  même  point,  puisque 

celui-ci  =  4—  75.  De  même  le    rayon   de   courbure  de    l'ellipse   en  A 
— •» 

CB  I 

sa  — .  s=  t;  >  plut  grand  encore  que  celui  de  la  courbe  au  même  point , 
lequel  est  i  -|-  c*.  Donc  en  efièt  l'ellipse  enveloppe  la  courbe ,  et  l'on  en 
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peat  <fbuclare  que  l'aro  BKA,  représeaté  par  FV  >  est  moiadre  <)m  le  qoart 
d'ellipse  BEA  représente  par  |  E*i?  ;  ainsi  l'on  aura  toujours  F*e  <  «  E'i?, 

ce  qu'on  peut  vérifier  par  d'autres  principes. 

La  courbe  dont  nous  nous  occupons,  a  cette  propriété  conunune  avec 
l'ellipse,  qu'on  peut  trouver  tent  d^ircs:  qu^  rendra,  dont  la  difierence 
soit  égale  à  une  ligne  droite,  c'est-à-dire,  soit  dé  ter  minable  algébrique- 
ment. De  même,  étant  donné  un  arc  \f ,  on  pourra  trouver  algébrique- 
ment un  autre  arc  /  tel,  que  la  difierence  de  leurs  multiples  ms^^n/s' 
soit  égale  à  une  ligne  droite ,  et  cela  soit  que  les  arcs  dont  il  s'agit  aient 
pour  origine  fixe  le  point  B ,  soit  qu'ils  aient  lenr  origine  en  ^d'antres 
points.  Mais  ces  propriétés  ne  méritent  pas  de  nous  arrêter  ;  ce  qu^  nous 
itàpofte  dè'démcmtFer^  c'est ^ue  toute  fonction  F(c,  f)  peut  être  repré- 
sentée par  un  arc  de  la  courbe ,  sans  addition  d'aucune  quantité  algé- 
brique. 

3ï.  Supposons  d'abord  ^ <  go* ,  fe  dis  qu'on  pourra  toujours  trouver  sur 
le  quart  de  courbe  BKA  deux  points  M  et  N  tels,  que  l'arc  intercepté 
MN  sera  égal  à  la  fonction  F(c,  (p).  En  cfibt,  la  quantité  A  sin  ^  cos  9 
étatit  nulle  pour  ^=:i0  et  (pts^go^^y  il  y  aura  une  valeur  de  ^  pour  la- 
quelle cette  quantité  est  un  maximum.  Soit  cette  valeDnp:=:(i  et  R  le 
point  correspondant ,  l'amplitude  /t^scfra  déterminée  par  l'équation 

G  =  3ç^  sin^fc  -?-»  3(  I  *|-ct)  sin^fi  •+■  ï  j 
d'où  l'on  tire 

A  compter  du  pc^int  K,  stinsi  déterminé,  la  quantité  A  siv^  eos ^^  dimi- 
nuera continueUement,  tant  dans  le  sens  KMB  que  dans  le  .sens  .KNA, 
depuis  son  maximum  en  K  jusqu'à  la  valeur  zéro  qu'elle  a  aux  points  B 
et  A. 

Donc,  si  T  est  la  valeur  de  A  sin  ^  cos  (p  au  point  M  de  l'arc  BMK,  où 
nous  supposerons  ^  as  'vf. ,  il  y  aura  sur  l'autre  arc  KNA  un  point  corres- 
pondant N  où  A^.sin  ^  cos  ^  aura  la  même  valeur  T;  soit  eo  l'amplitude 
du  point  N,  on  aura  A^^sin^'Côs  '^  =  Au»,  sin  eo  cos  ».  Et  parce  que  les 

arcs  BM,  BN  sobt  représentés  par  les  valeurs  F4^+  i:  ^"^ .  sin  «sp  cos  4  , 
F«4-  js^^  .an  m  cosô>,  il  est  ^ekir^iqme  knr  difiërellee!MN'a»a>;nour 


atgéb] 
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•  Gela  pofté,  si  Fo»  veut: que  Itr  fimction  F^,  dont  Tamplitude  donnée  ^ 
est  moindre  que  90^,  sott  repfésetttéef  par  le  méme^pe  MNv  il  suffira  de 
satisfaire  aux  deax  équation» 

F»  —  F4  =  Ff  , 

Aûi  •  sin  or  ces  û»  =:  A%[/  •  sin  4  ces  %[/  ; 

et  d'abord  la  première  équation^  qui  est  sous  forme  transcendante,  doit  être 
remplacée  par  l'équation  algébrique 

cos  cê  CQS  4  +  A^  sin.  of  sia  4  s=3  00»  f^  ; 
de  celle-ci,  on  peut  déduire^  suivant  1^'  formules  de  l'art.  16, 

^  I   •  cos  4^  — "COS  •  cos  ^   ^     cos  9  cos  4»  —  cos  « 
^  sin  «  sin  ^    '  sm  ç  sin  y 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  Aâ) .  sin  co  cos  â^=  A4  •  sin  4  cos49 
on  aura 

(cos4"*~~<^osû>cos^)sia*4  cos4=s(oos^cos4~^^s  ev)  sinf  â»  cosû», 

ou  (sin*  flr-f*  sin*4)  cos  a  cos  4  cos  ^  =  sin*  û>  cos*  cù  -|-  sin* 4  cos*  4  î 

soit  cos  ûi  cos  4  ^=  A' 9  sin  6p  sin  4  =  79  les  deux  équations  à  résoudre 
seront 

/?  cos(p  (i  +9*~y^*)==y^*+7*~(/^*-"7V> 

^  -f-  ^A  srsoos^. 
On  en  tire,  par  l'élioainatiao  dejc?,  l'équation  xUi  troisième  degré> 

o  =  c^sin*  ^q^  +  3c* A  cos^y'  —  (2  -|-  2C*  —  3c*  sin  ^)q  -|-  A  cos ^. 

Cette  équation  donnera  toujours  une  valeur  de  ^  positive  et  plus  petite 

que  —7—  =  777 — tt; — rr;  <5M'  en  faisant  ^  =  —7*? ,  le  second  membre 

devient  négatif.  On  aiura  e»  même  temps  la  valeur  p  =  cos  (p  —  ^A,  la- 
quelle sera  positive  et  plus  petite  que  l'unité  ;  il  en  sera  de  même  de 
|i^^sscofr^-|-^(i*«-A);  car  si  cette  quantité  était  égale  à  l'unité^  on 

aurait  y =-^—^  =  ^j^— —  ,et  par  conséquent  y  >  ?  ou  9  >  i ,  ce  qui 

n'a  pas  lieu.  G>nDais5anjt  jp  et  7  ,  on  aura  |ea  aii^es^  4  ^^  ^  P^^  ^^' 
équations 

cos  ( â>+.  4)  =*  f'''^  f  > 
C08(«— 4)  =i^  H"7î 

ûnnlWvonnaHra  Tare  MN  é^l  à  lafouclion  F(«/9)dans  riijrpotfaèse  que 
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Si  Famplitude  (p  est  plus  grande  que  90%  elle  pourra  en  général  être 
représentée  par  2k  x  90'  db  ^* ,  ^®  étant  plus  petite  que  90®. 

Soit  s^  l'arc  égal  à  F(c ,  ^^)  et  s^  l'arc  égal  à  la  fonction  complète  s^ ,  l'ex- 
pression générale  de  la  fonction  F  sera  F(c,  ^)  =  2A:^"  ^t^*. 

La  solution  précédente  suppose  c*  <  j,  ou  c  <^  sin  45' j  elle  s'appliquerait 
sans  difficulté  au  cas  de  c*  =  j;  mais  ce  cas  est  résolu  beaucoup  plus  sim- 
plement par  la  lemniscate.  Si  l'on  a  c*  >•  ^,  il  faudra  transformer  la  fonc- 
tion F(c,  (p)  en  une  autre  de  même  nature,  où  le  module  c  soit  plus  petit 
que  sin  4^^  i  or,  c'est  ce  qu'on  pourra  toujours  faire  très  aisément  par  les 
formules  quç  nous  exposerons  ci-après. 

Avec  cette  modification ,  la  solution  que  nous  avons  donnée  doit  être 
regardée  comme  absolument  générale.  Ainsi  l'on  pourra  toujours  trouver 
une  courbe  algébrique  dont  les  arcs  représentent  toute  fonction  ¥(c,  tp)  daD$ 
laquelle  le  module  et  l'amplitude  sont  pris  à  volonté.  Cette  courbe  est  du 
sixième  degré  et  sa  figure  composée  de  quatre  parties  ^les  et  semblables, 
concaves  vers  un  même  centre,  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de  l'ellipse. 

33.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  serait  beaucoup  plus  facile, 
si  l'on  n'exigeait  pas  que  la  courbe  fût  algébrique,  et  si  l'on  admettait  dans 
l'expression  des  coordonnées  le$  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

En  effet,    l'équation  indéterminée  à   laquelle  il  faut  satbfaire,    étant 

dx*  H-  dr^  = ^  .  ,   ,  si  on  la  met  sous  cette  forme, 

on  en  tire  immédiatement  \es  valeurs  suivantes  : 

»     __^  flip(cos^cos4^  —  ^sin^sîn^) 

»    ^^^  d^  (cos  ^  sin  ^  «t^  &  sin  p  ces  4^) 

^""  1— c*8in*ç>  » 

dans  lesquelles  on  peut  prendre  sin  '\  à  volonté.  Pour  nous  borner  au  ca^ 
le  plus  simple ,  soit  'vf.  =:  o,  on  aura 

^  _     flgp cos»         dr'=i-     ^^'°»    ■ 

1  — c*8in*»'       •/  I  — c*8in*f' 

et  en   intégrant 

or  =z=  —  log -T-^ ,     r  es:  -  arc  tane  — r^* 

La  courbe  décrite  d'après  ces  deux  équations  sera  donc  telle,  qu'un 
arc  quelconque  s  compté  depuis  ^  =  o,  aura  pour  valeur  F(i?,  ^),  et  repré- 
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senlera  généralement  une  fonction  elliptique  de  première  espèce ,  quelque 
soit  son  module. 

Soit  c=ân  0 ;  si  l'on  fait  successivement  9=0  dans  la  valeur  àe  jr  ^  et 

(ù  =  ûo*"  dans  celle  de  x ,  on  aura  les  demi*'axes  de  la  courbe  B  =  -:— :: , 
A  s=  — r-^  log  (   2L  •'^)  î  ^®  valeurs  développées  suivant  Je^  puissances 

de  sin  fl,  sont  B  =  i  +  -  .  -?—  +--7  •  -^  H-  etc. ,  A=  i>+-  — 5 h 

—5-'+  etc.  j  ainsi  on  a  B<ÇA,    c'est- à -d^  que  le  demi -axe  dirigé 

dans  le  sens  des  j  est  toujours  plus  petit  que  le  demi-axe  dirigé  dans  le 
sens  des  x.  Ces  deux  demi-axes  augmentent  continuellement  à  mesure 
que  l'angle  du  module  0  augiùente;  mais  A  augmente  plus  rapidement 
que  B ,  puisqu'à  la  limite  où  6=t5 go'j^on  a.B ï=  ^  tt  et  A=i  log  ^= 00 . 

Le  rayon  de  la  développée  danal  icette  courbe  sc=  -r  ;  ainsi  défisse  8^^3790% 

ce  rayon  diminue  continuellement  depuis  7 ')usi]jil'&^  i/d'où  l'on  voit  que 

la  figure  de  la  courbe'  se  rapproche  beaucqup  ^e  <^De  dé  l'ellipse.  Nous 
remarquerons  au  reste  que  l'équation  de  la^  courbe  entre  les  coordonnées 
X  eljr^  se  réduit  à  cette  forme  très  simple  cp8<?y'==^ô(e'*-|-e""'*).  Et 

parce  qu'oh  peut -multiplier  led  çoordiumées  a?  et^.fiàr  -^  cette  équa- 
tion sera  encore  plus  amplement,  cos ^^==^4  (^H"^""*)}  *^ors  les  arcs  de 
cette  courbe  représenteront  la  fi[)pcUon  -F(tf,^), 


■  t  " 


>■• 


CHAPITRE  VIII. 


Expression  du  temps  dans  le  mouvement  du  pendule  simple. 


A 


33.  Ijes  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  reçoivent  une  appll-' 
cation  immédiate  dans  la  détermination  du  mouvement  du  pendule  simple. 
Soit  i  la  gravité,  L  la  longueur  du  pendule,  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse 
dans  le  point  le  plus  bas,  «4/  l'angle  dont  le  pendule  est  écarté  de  la  vertl- 
T.  I;  6 
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cale  an  boaal  da  tesaps  i,  on  aura,  en  sopposant  qae  4  croisse,  avec  <, 


Cette  formule  générale  offre  deux  cas  à  considérer^  selon  que  -j  sera  plus 

grand  ou  plus  pelït  que  Punité.  >  ' 

Dans  lepreroier  cas,  il  est  clair  que  Je  corps  tournera  sans  cesse  dans 
le  même  sens,  et  aura,  dans  ses  rèviolâtions  successives,  les  mêmes  vitesses 

aux  mêmes  poitits  de  k  circonférên^.  Soit  alors  tt  =  ^>  et  on  aura 

d'oà  rësolie  le  tpmif%  d'uoe  ^é? (dation  entière    .     ' 

^  DaBs  le* wcdiuLcas,  qiil.]e9t  praprettcftldcélm.  desiosoillations,  ^m  fera 
-r=-=c*,  sin  îr^L  «==  f  sin  0 ,  et  on  aura 

Donc  le  temps  d^utie  demi-^s'cillation  ss:  ^hJf^Cy  et  celui  d'une  osdiia- 
tion  entière  T  zi^^\/t:Pc:     '   '-''  ''^     ■ 

Lorsque  le^  oscUlattoUs  sont  înfiimieDt  petkesfcih  à  C^oc^^,  et  TcarTT  v/L, 
ce  qui  s'aocorde  avecles  formules  çopnues. 

Puisque  le  temps  employé  a  p^ircourir  un  arc  quelconque,  a  compter 
de  la  verticale,  est  représenté  pkr  une  fonction  eHrptîqiicl  de  la  première 
espèce^  il  s'ensuit  qu'étant  donné  un  arc  parcouru  dans  le  temps  t^  on 
pourra  trouver  algébriquement  un  autre  arc  paiicouru,  d^ns  un  temps  mul- 
tiple de  ^,  ou  en  général  commensurable  avec  t.  On  peut  aussi  trouver  un 
arc  tel ,  que  le  temps  jpar  cet  arc  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  temps  par  deux  ou  plusieurs^  arcs,  donnés^^  et  cela,  soit  que  ces  arcs 
aboutissent  à  la  verticale,  soit  qu'ils  n'y  aboutissent  pas. 

Si  l'on  veut  diviser  en  deux  parties  égales  le  temps  de  la  demi-oscilla- 

tion,  il  faudra,  suivant  les  formules  connues,  faire  sin*^  =       ■  .,  ce  qui 

''•s-  5.  donnera  sin  -j  «s}/  =  c  sin  ^  =  ^/(  i  —  i).  Donc  si .  AB  est  l'arc  de  la  demi- 
oscillation  ,  et  qu'après  avoir  divisé  l'arc  AB  en  deMX  également  au  point  I, 
on  prenne  le  point  O  tel,  que  la  corde  AO  soit  à  la  corde  AI  commit  |/2i  est 
à  I ,  le  temps  de  la  demi-oscillation  sera  partagé  en  deux  paiement  au 
point  O.' 
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CHAPITRE  IX. 

•  •  •  • 

Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce. 

34*  Supposons  que  les  amplitudes  f ,  >P> /tt  soient  telles,  qu'où  ail  F(^)-f* 
F(4) — F(f*)  =  o ,  je  dis  qu'on  fiura  en  même  temps  E(^)4^4:}--E(f<)=P, 
P  étant  une  quantité  algébrique.  En  effet,  si  l'on  différencie  cette  équation, 
en  regardant  /a  comme  constante ,  on  aura 

Mettant  au  lieu  de  A((p)  et  A  (>[/),  leurs  yaleors  tirées  des  équations  (&'), 
(art.  16),  il  viendra 

ou        • 

•Q        Id^sm^f  +  iin^^'^  acos/MOOsf  oos^) 

ctJt  S5S5  '  '     '     .     '       j  '     '  ■  i   '  j ■■    . 

81I1/M  smf  8m4 
Mais  de  l'équation  (af)  on  déduit 

ff 

sin*^  -f-  siu■^j/^•  2  cosju  cosÇ  'coS'>^  =  1-1-  cofli*/i  -f-  c*  siu*/iA  sin*  ^  sin^^|/; 

donc  .  ,     ^ 

aP t=;  î— i-, \  ^   I  ■■!  ■  --^  ss: c*^(sipj^  w9  SU144J ; 

donc  P=:c*sin/AsiniÇ  sin^/  sans  constante  j^  parce  ^ue  P  doit  s'évanouir 
lorsque  ^.=  o. 

Ainsi,  pendant  qu^  les  fonctions  elliptiques'  de  la  première  espèce  ont  entre 
éllé&la  relation  f^{^)'hl^('^)  —  r*(A*)  =  o,  les  fonctions  correspondantes 
de  la  seconde  espèce  satisfont  k  féquadon  [   " 

E(^)  +  E(4)  —  E(/A)5=:c*sin/i4  8inÇ  sin4-«»*(^)- 

c'est  la  formule  générale  qui  servira  i  tompare^-^tré  elles  les  fonçons 
de  la  seconde  espèce,  comtnir  nouâ  avôn»  comparé  celles  delà  première. 
^Si*l'on  ^XNuidérait  plusi  tgénévi^lemje^t  la  foifiction  Q(fi)  composée  de  la 
fcemiittiet  ide  la  seconde  espèij^^  savpir,  .   :  )   ,    - 
'     «     ':£:o  ..      G(^)3sE((p)+*F(^), 


•  • 
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k  étant  un  coefficient  constant  quelconque,  il  est  visible  qu^on  aurait  sem-^ 
blablement 

^  (^)  +  G  (4)  —  G(At)  =  c*  sin  (JL  sin  ç  sin^|/; 

de  sorte  que  toutes  les  conséquences  qu'on  tirera  de  Téquation  (c')  pour 
les  fonctions  E,  s'appliqueront  généralement  aux  fonctions  6. 

35.  Désignons  comme  ci-dessus  par  ^«^  ^z^^iy  ^tc.,  les  amplitudes  qui 
donnent  F  (^.)  =  aF  {(p) ,  F  (^s)  =  3F ((p)  ;  etc. ,  on  aura ,  en  vertu  de  Téqua- 
lion  (c')y 

3E(^)  — •  E  (^,  )  =  e*  sin  ^  sîn  ^  sin  ^^ 
■  3Ê((p)  — •  Efçi")  =  ^?*  sin  (p  (sin^  siucp;  +  sin  ^^  sin^s) 
4^(/p)  — •  E(^4)  =  c*  sin  ^  (sin  ^  sin^.-f-  sàn  ^.  sin^s  +  sîn  ^s  sin  ^4) , 

etc. 

Donc  la  même  relation  entre ^^  et  f  y  qni  donne  F(^.)  =nF(^),  donnera 
nE(^) — E(^.)  égale  k  une  quantité  algébrique. 

En  général,  si  nip  n^  p^  etc.  sont  des  nombres  entiers  positifs  oi)  néga- 
tifs, on  peut  faire  en  sorte  que 

^  mE(^)  +  nE(4)H-iPE(û))  +  etc. 

soit  égale  à  une  quantité  algébrique;  il  faut  pour  cela  établir  entre  les 
angles  ^,  4  9  ^9  etc.,  la  relation  qui  donne 

.  o  =  mF{<p)  +  »F(4)+;?F((»)  +  etc. 

Nous  observerons  que  les  fonctions  F(0) ,  E(^)  sont  en  général  de  même 
signe  que  ^^  lorsque  (p  change  de  si^e,  elles  en  changent  aussi ,  et  con- 
servent la  ntëme  vfllleur.  Cela' posé,  il  semblerait  qu'on  peut  satisfaire  à 
l'équation 

0  = /wt*  ((p)  ^  >ïF  (4)  +  ;^F  («)  4- etc. 

de  bien  des  mapijsres  différentes;  car  on  est  mattre.de  changer  le  signe  de 
.  chaque  coefficient,  pourvu  qu|on  change  en  même  temps  le:  signe  de  l'am^tude 
correspondante.  Mais  on  peut  se  borner  à  considérer  les  fonctions  F(^), 
F (4)^  F(ey),  etc.,  comme  toujours  positives;  et  dans  ce  cas  il  n'y  aura 
jamais  qu'une  relation  entre  les  angles ')p,  4  9  ^9  elc. ,  qui  donnera 
o  z=  mF  (ç)  -|-»F  (4)H-/?F  («)  H-  etc.  ;  alors  on  voit  que  leaooefficiens  m , 
n,  p  y  etc. ,  ne  sauraient  être  tou& de  même  signe. 

'  36.  Telles  soiit  en  général  lès  rélàtiôfis  qu'ont  entre  elles  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce  ;  il  !&ût  mnntenant 
entrer  dans  quelques  détaib,  siiir  -  les  :Q6tnbreuz  corollaires  qu'on  peut  tirer 
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de  réquallon  des  arcs 

E  (^)'+  EC^")  —  E(ft)  =s c*sin  p  sin  «>|.  sia  /t , 

combinée  avec  l'ëquation  algébrique  qu'elle  suppose  et  qui  peut"  se  mettre 
sous  l'une  de  ces  trois  formes, 

cos  ^  =  cos  ^  cos  4  —  sin  ^  sin  \[/Â  (f^) , 
cos  «4/  =  cos  fjt  cos  (p  +  sin  ^  sin  ^ A  (%[/) , 
cos  ^  =  cos  )Ci  cos  «4/  +  sin  /t  sin  ^A  (^). 

On  déduit  de  ces  équations  les  valeurs  suivantes  qui  serviront  à  exprimer  le 
second  membre  c*  sin  ^  sin  %[/  sin  /à  en  fonction  de  deux  seulement  des 
amplitudes^,  ^^^  i^' 

sin  iB^  =  *'"^<^^^W+  sin >^ 006  f A  (^) 

f  sîn  u  cos  ^A  (^)  — *  sin  ^  cos  /«A  (m) 

^         sîn  ^  cos  4'^  (4^)  —  sîn  4'  CO8  /«A  (^) 

sin  ®  = ;: r^"; — .  ^  #  '  * 

Cela  posé,  voici  les  principaux  corollaires  qui  résultent  des  équations 
mentionnées  pour  la  comparaison  des  arcs  d'ellipse. 

I.  Si  l'on  fait  fi  =  7  ?r,  l'équation  des  arcs  deviendra 

E  (p)  +E(4)  —  E*  =  c»sin  ^  sin  4, 
et  l'équation  algébrique  correspondante  sera 

b  tang  ^  tang  «4/  s=  1 . 

.rx  -•.  I         '-.^-f        cos  ^  f        ô  sm  ^      -     .   •    ^    .      1 

On  en  tire  tang'vf.sj  cotf ,  s^^'Y==^7iÂr^^*'Y=="27Âr'  ^  ^  sm^sm^ 
_c«sin^cos»    Q^  ^^^.^  semblablement  tang  (p  =i  cot  4  ,  sin  (p  ==  ^, 

^sin^l      ^    a  •    ^   •      f'       c•sîn^^cos4' 
^^^  ^^TÔ^f  >  ^^  ^  ^'°  (P  sm  4  =       ^^^^  --. 

Si,  d'après  cette  relation  entre  les  amplitudes *f  et  4 >  on  détermine  sur  Fig.  i. 
l'ellipse  les  arcs  BM=sE  (^),  BN=:E  (4)  y  on  aura 

BM  ^— AN  =  c' sin  ^  sin  4. 

C'est  dans  cette  équation  que  consiste  le  théorème  de  Fagqani.  Il  en  résulte 
qu'étant  donné  l'arc  BM  terminé  au  petit  axe,  on  peut  trouver  un  second 
arc  AN  terminé  au  grand  axe  tel,  que  la  différence  de  ces  arcs  BM — AN 
scHt  égale  k  une  quantité  algébrique  c^  sin  f  sin  4>  ^t  <^tte  quantité  est 
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représentée  par  la  partie  de  la  tangente  OM  ou  ZN  terminée  à  la  perpen- 
diculaire CO  ou  CZ ,  abaissée  du  centre  de  l'ellipse. 
Lorsque  ^  et  «sp  sont  égaux  à  un  même  angle  6 ,  les  deux  points  M  et  N 

coïncident  en  un  même  point  K.  Alors  on  a  tai^*Os=Tf  rin*âs=:-— -7  i 

cos*ô  =  -jj^,  ce  qui  donne 

BK  — AK==i— *. 

Donc  alors  la  différence  des  arcs  BK,  AK  est  égale  à  la  différence  des  demi- 
axes  C A ,  CB  ;  en  même  temps  on  a 

BK=iE'+i('-*), 
AK=iE'-i(i-A). 

11  y  a  donc  au  point  K  une  sorte  de  bisection  du  quart  d'ellipse ,  puisque 
chacune  des  parties  BK,  AK  peut  se  mesurer  par  la  moitié  de  ce  quart 
d'ellipse. 

II.  Soit  dans  l'équation  générale  des  arcs  ^  =  ^/  =  0,  on  aura 

aE(ô)  —  E(([4)  =  £?•  sin»  8  sin  fc, 

et  l'équation  algébrique  correspondante sem  eos'O— -sin'OÂ(/u)=:cosfi.  C'est 
l'équation  qui  sert  à  la  duplication  des  arcs  elliptiques  ou  à  leur  bisecUon, 
On  en  tire  pour  la  duplication 

2  sin  6  cos  6a  (I)  ,  a  /A\  k         a 

^'"^ '^  =     i-c^sia^e    >     *«°gïA*=  A  W  tang fl, 

et  pour  la  bisection , 

•   •  A       I  —  cos  U 
sm'  8  =  — rirr\* 

Fig.  6.  De  là  on  voit  qu'étant  donné  l'arc  BM=£(d)j  on  peut  trouver  un  autre 
arc  BN  =  E(/ct)  qui  soit  mesuré  par  le  double  de  BM,  de  sorte  qu'on  ait 
2BM  —  BN  =  c' sin*  6  sin /A. 

Et  réciproquement,  étant  donné  l'arc  BN  =  E(fe),  on  peut  trouver  un 
second  arc  BM  =  E(6)  qui  soit  mesuré  par  la  moitié  de  l'arc  BlXj.  on  aura 

en  effet  BM  =  i  BN +iCsin»flsin/A=  JBN  +  i-:=^-^  tangi/it. 

Lorsqu'on  fait  fAss^'rt^  le  point  M  tombe  en  R,  et  l'on  a,  comme  ci-de». 
sus,BR  =  iE'  +  i(i— i). 

Poar  avoir  de  nouveau  le  point  de  bisection  de  l'arc  BR,  il  faudra  faire 

lang»  A*  =  J»  8»n'  l«=  7:^  »  ^  ( /i«)  ï=  |/i ,  et  l'on  aura 
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«•^•8=       ,  +  v/* 


Celte  valeur  détermine  l'arc  BI=:E(Q)  qui  se  mesure  par  la  moitié  de 
BK  ou  par  le  quart  de  E'  j  on  a  en  efiêt 

BI=iBK+^-  ,V  V~K^ 


ou 

et  l'on  peut  continuer  à  l'infini  cette  sorte  de  bisection. 

III.  Ayant  pris  à  volonté  l'arc  BD  compté  depuis  le  petit  axe,  avec  un  *•*««•  :• 
point  quelconque  M  sur  cet  arc,  il  y  aura  toujours  un  autre  point  N  sur  le 
marne  arc,  tel  que  la  différence  des  arcs  BM,  DN  sera  égale  à  une  quantité 
algâ)rique« 

11  suffit  pour  cela  de  faire  BD  =  E((p),  BM=  E  (4),  BN  =  E  (^),  et  de 
déterminer  fji  en  fonctiQU  de  ^  et  de  4  ?  comme  si  l'on  voulait  satisfaire  à 
l'équation  F(ju)  =F  (p)  —F (4),  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  l'art.  19. 
On  aura ,  par  ce  moyen,  E(ft)  +  E  (4)  —  E(^)  =  c*  sin^u  sin  (p  sin  4?  ou 
BM  —  DN  =  c^  sîu  fjtûn  (p  sin  4- 

Lorsque  ft  =  4  ^  ^^^  deux  arcs  BM ,  BN  coïncident  en  yn  seul  BO ,  et 
diacun  des  arcs  60 ,  OD  se  mesure  par  la  moitié  de  l'arc  BD.  C'est  un  cas 
qid  a  été  examiné  dans  le  corollaire  II. 

ly.  Etant  doDué  un  arc  quelconque  BD,  terminé  au  petit  axe,  avec  un  Tig.  a 
point  M  pour  servir  d'origine  à  un  second  arc,  on  peut  déterminer  ce  second 
arc  MP  ou  MM,  dans  le  sens  qu'on  voudra,  de  manière  que  sa  différence 
avee  l'arc  BD  soit  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  fait  BM  =  E  ((p) ,  BD  =  E  (4),  BP  =  E  (^), 
et  qu'on  détermine  /»  d'après  l'équation  F(^J  +  F (4)  ==  F(/ia),  ou  d'après 
les  formules  de  l'article  18,  on  aura  BD— -MP  =  c*  sin  ^  sin  4  sin  u. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  fait  BMr=  E((p),  BD  =  E(4),  BN  =  E(At),  et 
qu'on  détermine  /i  d'après  l'équation  F  (^)' —  F  (4  )  =  F  (ft) ,  ou  d'après  les 
formules  de  l'article  19 ,  on  aura  BD  —  MN  =  c*  sin  /t  sin  ^  sin  4« 

y.  Etant  donné  un  arc  quelconque  OD  dont  l'origine-ne  soit  plus  à  l'ex-  Fig.  9. 
trémité  du  petit  axe,  avec  un  point  M  pour  servir  d'origine  à  un  second 
arC|  on  pourra  déterminer  ce  second  arc  MN  ou  MP,  de  manière  que  sa 
différence  avec  Tai-c  OD  soit  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Car ,  1*-  par  le  corollaire  III,  on  peut  trouver  BH  —  OD  =  à  une  quantité 
algébrique,  et   ensuite  BH—*MN=  aune    quantité    algébrique;  donc 
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MN— OD  sera  cucore  une  quaiitilé  algébrique,  2*.  ayant  trouvé  le  point 
H  par  le  coroU.  III,  on  peut  trouver  le  point  P  par  le  corolL  IV,  de 
sorte  que  BH-— MF^it  égale  à  une  quantité  algébrique,  et  alors  OD—MP 
sera  égale  aussi  à  une  quantité  algébrique. 

Ainsi  l'on  peut  trouver  sur  l'ellipse  une  infinité  d'arcs  égaux  k  im  arc 
donné,  plus  ou  moins  une  différence  assignable  géométriquement,  de  sorte 
que  l'arc  prendra  son  origine  à  volonté  sur  tous  les  points  de  l'ellipse,  et 
sera  dirigé  dans  le  sens  qu'on  voudra. 
fig.  9*  yi.  Quel  que  soit  l'arc  OP  et  le  point  M  pris  sur  cet  arc,  il  y  aura  tou  • 
jours  sur  le  même  arq  un  autre  point  D  tel  que  la  différence  des  arcs  CM,. 
DP  sera  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Cela  suit  immédiatement  du  coroll.  Y. 

Lorsque  les  points  M  et  D  coïncident  en  un  seul  }>oint  I,  chacun  des- 
arcs  01  ^  IP  est  mesuré  par  la  moitié  de  OP,  et  l'on  a  une  première  bisectioii 
de  cet  arc.  On  pourra  de  même  en  trouver  une  seconde,  une  troisième,  etc. 
à  l'infini, 
i-ig.  ^.  VII.  Etant  donné  l'arc  BM  dont  l'origine  est  au  petit  axe,  on  peut  trouver 
un  arc  BN  qui  soit  égal  à  un  multiple  quelconque  de  l'firc  BM,  plus  ou* 
moins  une  quantité  algébrique. 

Car,  en  feisant  BM=:E(^),  BNs=E(4/),  si  l'on  satisfait  à  l'équation 
F  (4)  =  ^^{V)}  ^^  ûura  en  même  temps  /lE(^)  —  E(4)  =  à  une  quantité 
algébrique.  Dans  ce  cas,  '^  serait  ce  que  nous  avons  désigné  ci-dessus  par  f., 
et  l'on  a  vu  la  manière  de  déterminer  ^«  par  le  moyen  de  ^. 

y III.  Réciproquement,  étant  donné  un  aro  quelconque  BN^E(4)9  on 
pourra,  par  la  résolution  d'une  équation  algébrique,  déterminer  l'arc 
BM  ==  E  (^),  qui  soit  égal  à  un  sous-multiple  de  l'arc  BN,  plus  une  quan- 
tité algébrique. 

Par  exemple,  pour  la  trisection  de  l'arc  BN,  il  faudra  déterminer  sinf 
par  l'équation 

sm  *>(.  i_6c*8in*#4-4c»Qi+c»)8in«f  — 3c45in»f    ^ 

équation  qui  est  en  général  du  neuvième  degré,  mais  qui  se  réduit  au  qua-r 
trième  lorsque  \[/  =  j  ^. 
IX.  En  général  on  pourra  trouver  par  la  résolution  d'une  équation  algé-^ 

brique,  un  arc  E(9)  qui  soit  ^al  à  une  partie  rationnelle  —  de  l'arc  donné 
£(4),  plus  ou  moins  une  quantité  algébrique.  L'équation  sera  la  même  que 

odte  qui  donnerait  F (^)  =?  —  F  (4)- 
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U  en  sera  de  içéme  si  l'arc  donné  n'est  pas  terminé  au  petit  aie.  Car  si 
OP  est  cet  atc^  on  cherchera  par  le  coroli^JI!,  Faiç  BAI  .ég^:. à  0P-|-  Kg.  9, 
une  quantité  algébrique,  et   il  ne  s'agira  plus  que  de   trouver  un  arc% 

BN  S3  —  BM  ds  une  quantité  algébrique.  On  pourra  ensuite  donner  à  l'arc 

BN  une  autre  origine  à  volonté..  «         . 

X.  Deux  arcs  étant  donnés  partout  où  l'on  TO[adra  surl'eBipsey  on  pourra 
trouver  im  arc  égal  k  leur  somme  on  à  leur  ^Séreàdèj  pfiis  où  moin^iine 
ligne  droite  assignable  géométriquement.  «C'est  une  sidte^des- coroU.III 
et  y.  V  '       -  ^[^' 

Ainsi  toutes  les  comparaisons  qu'on  fait  ordinairement  des  arcs  de  cercle 
par  voie  d'analyse^  ont  lieu  également  pour  les  arcs  d'ellipse,  à  la  différence 
près  qui  affecte  tous  les  résultats,  mais  qu'on  peut  faire  disparaître  dans 
beaucoup  de  cas /lorsque  l'origine  de  l'arc  cherché  est  arbitraire.  La  dispa- 
rition de  cette  différence,  lorsqu'elle  peut  avoir  lieu,  ajoute  aux  problèmes 
un  degré  d^njtérét  de.  plgs;  elle  rapproche  alors  les  propriétés  dçs  arcs 
d'ellîpse  de  celles  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce.  C'est  pour* 
quoi  Qous  croyons  devoir  en  apporter  ici  quelques  exemples. 

37.  Problèihe  L  Déterminer  sur  lé  quart  d'ellipse  BKA  un  arc  MP  qui 
soit  précisément  égala  la  moitié  de  Parc  BKA. 

Soit  9  l'amplitude  du  point  M,  4  ^^^^^  ^^  point  P,  0  l'amplitude  du  fig.  q. 
point  R^  premier  point  de  bisectîon  de  l'arc  BKA,  pour  lequel  on  a 

8in*8=jq^  et  E(fl)=:iE'  +  f(i— .i).   Supposons  qu'on  ait  F (^}^- 

F(8)  —  F(4)z=o,  a  s'ensuivra  E((p)  +  E(fl)~E(4)  =  o*ttn^8in4sinôj 
donc 

E(4)  —  E {(p)  =  i  E*  +  i  (1  — .  by^  c^^rf  ^  sin  4  sin  9. 

Donc  si  l'on  veut  que!  MP  =  7  E%  il  faudra  faire 

c*  sin  Ç  sin  4  sin  fl  =  1(1  —  i), 

ce  qui  donnera  sin:^sin  4!=;8in&^  Mais  d^un  antre  côté  l'équation 
F((p)  +  F(fl)  •— F(4)  =  a  donné  cos'^  côs  4  +  sin  ^!sin  4  A  (9)  =s  cos  8, 
et  puisque  A(d)  =  y<&y  on  aura  à  la  fois  sinf  sin  4  =7  sin  9,  et  oos  9  cos  4 
ss^cosd.  De  ces  équations,  on  tire 

(4-.^)=i(o6sfl+sin$)=cos^co8(8  — î), 

ços(4+(p)=^(<îose~siftfl)=cosJco8^,e  +  |). 

Ainsi  les  angles   4  *^  ^  ^^  4  "i*^  seront  connus.    On   pourrait  aussi 
T.  I. 


cos 
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t 

déteniÙBcr  directement  les  yaleura de-  s&p  f  «t  eia  4  auiftoyea  dssibnntlles 

-:-   flliï^«a»^v^3+4ski»4^àMn'9)--f/(3--4sitt'ô-|-asiii*fl), 
*        «in  4  =  i  v/(3+4  sin  B  +  a  sin'fl)  +  ^  /(S— 4  smi-t-  2  siri*!^, 

et  tnei  fiSfitré  fefeititit  ïes  abscîisè^  à^  points  cherchfe  M  et!  Py  "'"     * 

Le  problème  étant   ainsi  résolu,  on  voit  «cpie  l'arc  IfP  «evâ  ^pd  à  1r 

loisne  4es  «deàsi' dros  BM^f^NA. 
Fig.  6.      38,  PnOTLàMB  IIi  Détonmaer  êùr  le  quaH  wCMip$e  BAIA  m  OT9;NQ 

flâ'  ^aî^  égtd  auiiers  de  BMA. 

Si  Ton  suppose  F((p)  =  j  F*  et  F((p,)=  2F ((p),  on  aura  sin  ^  par  I» 

rdaokitictti^ci'éi|^aiiion 

t>tîî:  r -^^  sîn  ^  +  3f^ï^  wn^  ^--- c»  ^n^  ip, 
et  9ii  se  oédinra  de  ^9  soit  par  l'équation  <:os  9»=  i  -^  sin  (f  ^  soU  par 
inéquation  smip^tœ  — — •.  • 

Cela  pose,'  on  aura  ÎÉ  (^)  — •  E*  =*^sin  ^5  sin  jp,'(i  4-£^in  ^},  ou 

£(^1=  1  E'+i  c'sin  Ç)  sîn  (p.  (i  4-sin  p). 
Suppott)!»  d»\rMÊ^vsi^^')^^i^^^  aura 

Ç((p)  4- E(4)  —  "Étûi)  =  c^sb>  «n  4"8'^ 

Uonc^  61  l'on  veut  c^ue  E(û))-~.£.(4)  SfE^,  il  faudra  £ure  ^n  4^  sia4i^ 
:s:^  sin  4ft(i+sin^).  Mais  d'ailleurs  en  vertu  de  la  supposition  faite  ,  on  a 
I^thtit>n  ebs  4  ^^  â)  4-  <^  4  ^^  ^^  (^)  ±=:  cos  Jp\  donc  les  ineonnués  4 
et  m  d^Diiatr^ôtre  détemiâbéeft  par  lies ,  -éipiatioits 

sin  4«ina'=i«n(P.<i  +«iûip)=:^5jv^, 
cos  4  cos  ^  =  j  cos  9  (a.«^<6in  9)ti=i\  icOS'4»(ii  ^'to^^^^ 
De  là  résulte  v\        .    ' 

>  90S  (4Ht>^)  ^  .|  £oo8  (p^  ~  «a  ^^  4^66^^ 

Ghaouoe  «fe  œs  qoiiirtilés  éftt  âoiiidre  cfue  |{t^i«4^t)Bt  par-coniëqnmît 
moindre  que  l'unité  j  donc  la  solution  est  «Mijovm  possâile ,  ^  Vwc  WQ' 
ainsi  détenniné  parlas  MapUteides  4  '^  *S  Mbîpfaâ;^  Jaic^ii4îMMi^Q==î  E', 
ou,  ce  qui  esè  ta  même  chose ,  à  la  condition  BN  -j-  QA  =.  ^NQ. 

On  peut  4^éiiiènhrer  ^ae  4è  ^rtMème  \Mt  %ou]ours  îpOftsible  par  cette 
considération.  Soit  pri9.Bl  =  E  (9)«  ^  aura  BI^*  ^  £'.  Soit  fris  «éniMÎle 
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Tare  AP  correspondant  à  BI ,  de  manière  que  la  diflFérçAce  BI  —  AP  scAl 
égale  à  une  quantité  algébrique,  c^ëst-^à-dire ,  Wt  prise  ^amplitude  cr  du 
point  P,  de  manière  qu'on  ait  b  tang  ^  tang^rsi,  on  aura  AP^j  E'. 
Mai^  si  PoB  îma^hîto  qne^Parc  |  E*  Soît  transporté  le  lotig^dâ  quâftxiiértîpse, 
de  manière  que  scm  oriftioe  parcoure  sticceràirefneBtiôtft  l'ioti^nrftlb  de  R  câ^ 
P,  cet  arc  étant  représenté, en. B^  par  B1>^^E',  et  en  P^pv  AP<jE',  il 
Êiudra,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  qu'il  sôit  représenté  exactement  en 
un  point  intermédiaire  N'par  Parc  ]SQ='j*E*. 

Four  appfiqaecla^oktion  gâa^ale  i<m  cas  pàrticulicc^  aek  <^^ik  j  aii%  on 

a  trowé.  i»*4»#si»  {jutt.  a4)  cos  ^fcc  v^(2  v/3*^3) 55=1/(8  coB  3o^  sm*  ï5^)  î 
on  aura  donc ,  par  le  calcul  trigonomotrique, 

Lcos^  =    9.9166532 

lisiD.  I  »    9. 75i7a53««. .,......«  Ânf  7=        Qfi9$4S797 

L  sin  «nI^  sin  â>  =:    9*67  i6a8i  sin  «Nl^çin  û»  =         o.  46949^0 

L  cos  4  cos  â»  =    9.5965110  oe»<^eesn0i  n     '0*3949217 

cos  (a +  4)  =^  "^  0.0745703 
cos  (d#  —  4)  3=        0.8644^37 

:  ;  a?  +  4  »p  94*  i^  35"5  «  «çp      ;  6a^i5%'^3 


i" 


o^f^  4  ^^  3o«ii«  3.1  ,4**^       ia""  <J^^i 

Ces  valeurs  ne  soQt  cpi'approckées^  mais  les  formule^  trouvées  donnent  la 
solution  rigoureuse  qui  peut  même  être  construite  géométriquement. 

39.  Problème  111.  Etant  données Iç^deisai^rçsM^  et  f(^^silu^    comme  ^'8- 
on  voudra  sur  la  circonférence  de  l'ellipse  j  trouver  un  troisième  arc  DR 

Soient  4^  €y  J'y  €  Jje«  amplitude»  des  pQ&n|»  <loiiii4â  M^  SI,  P  ^  Q,  en  sorte 
qu'on  ait  MN  =  E  (ff>—  B  (fi)^  Pg=;  E  («)  7^  Ej^fT)  ;  soient  4  et  «  les  ampli- 
tudes des  points  cherchés  OyiRf  W  sçrtjBiqu'on  ait  DR'i=  E  (a)  —  E  (4). 

Soient  encore  A  et  f&  deux  éinpliludes^  tellca^  ^'^^  ^^^  F(A)=:F(f) 
—  F(a),  et  F()ti)  =  F(6)  — •F(<f);  <m  aura  en  même  temps 

EtX>'+ E{rt) -- E(^  ===o*  sin  «  sin  e  sin  A , 
E(;A)  +  E(cr)  — E(è)i=s£î^3incr^ù.6«^ 
donc 

MK4.PQ==E(  A)  +  E()tiJ— cî*$înasîn€sin  A  — c»sin  J"  sin  6  sin  f*. 
Soit  enfin  9  une  nouvelle  am^Ëùide  telle  que  T(^:=r^(x)  +  F  (^/jt)^  on 


10. 


•  • 
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aura 

E(A)  H- E  (/a)  *-* E(^)  =  c' sin  ^ sin  X  sm^e; 
donc 

MN.-f-PQ*--- E  (^)  :=  c' sin  ^  sin  X  sin/E4r--^t  sin  a  sin  f  am 

Faisons  maintenant  F  (^)  =  F  (â>)  —  F  (■>{/) ,  il  en  résultera 

E(^)H-E(4') — E(â»)  =  c*sin^sin%[/sin£»j 

mais  par  hypothèse,  on  a  E  (»)  —  E.(->j/)  =  MN  +  PQ y  donc     • , 

sin^nn  4^  Ai==  sin  ft  sin  f  sin  X  4*  ^n  /  sîti  tf  sirî  fi  «--•  sin  A  sin /A  sin^. 

Soit  pônir  abréger  sin  et  sin  £  sin  X  +  sin  J^^in  <  sin  )Ci  =  M,  et  on  aura 

sin  û»  sin  «4/  s=  -: —  —  sin  A  sin  u. 

V        sin  ^  '^ 

D'ailleurs  l'équation   F(^)  =  F(«)  —  F(4) ,   donne  cos  â»  cos  4  + 

sin  â»  sin  4  À  (9)  =  <^  ^  3  donc  on  aura  pour  déterminer  4  ^t  ûi  les  deux 
équations  "" 

sin  »  sin  4  =  "^^"T  ■—  sin  A  sin  u , 

cos  œ  cos  4  =  co§  ^  —  -r^  M  +  sin  A  sin  /lA  (^). 

Si  de  plus  on  observe  que  Téquation  F  ((p)  =  F  (A)  +  F  (//)  donne  cos  ^  := 
cos  A  cos  /ùr-— sin  A  sinfiA  (<p)j  on  déduira  des  équations  précédentes,  - 

cos(«  4-  4)  =  cos  (A— ^)  —  ^  [  1+  A  (^)] , 

cos  (»  —  4)  =;  pis  (X  H- ^)  +  ^^pj^ . 

Les  données  immédiates  étant  «e^  6,  cT,  €,  on  en:  déduit  A  et  ft  par  les 
équations  F(A)  =  F(0-^F<a),F(a)  =3 F(<)—F(/),  qui  donnent 

.     ^         sinCcos  ctAfft)-— sin  âtcosCACO 

sin  •  cos  M  (^  •— sin /"  cos  •  A  (f  ) 

smil=: ^  .  ^  K  »  > ^^* 

'^  1  —  c*  sin*  «^  8in*  I    . 

La  valeur  de  M  e3t  donc  connue,  ensuite  on  déduira  sin  ^  et  û  (f  )  de  l'é- 
quation F  {(p)  =.F  (A)  +  F  (ft) ,  qui  d(mne 

^       sinAcos/tA  (/c)-f-sû[i/(Cos  aaTa) 
■     ^  I  —  c*  sin*  fê  sm*  X  f 

W —  I  —  c*  sin*  A»  siV  A         ~* 
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Or  les  valeurs  de  sin  A,  cos  X,  A  (X)  sont  données  en  fonctions  de  f  et  a 
par  les  formules  de  l'art.  19  ;  il  en  est  de  même  des  valeurs  de  sin  /jl  y  cosft, 
A(f()  exprimées  en  fondions  de  <  et  cT.  On  connaîtra  donc  toutes  les  quan- 
tités qui  composent  les  valeurs  de  cos  (ai  — -  4)  ^^  <^^  (^  *H  4)* 

Ce  problème  peut  servir  à  en  résoudre  beaucoup  d'autres ,  et  notamment 
à  trouver  un  arc  qui  soit  exactement  dans  un  rapport  rationnel  avec  un  arc 
donné;  mais^  faut  pour  cela  que  dans  chaque  application  les  valeurs 
trouvées  pour  cos  (ùê  +  4)  ^'  ^^^  (^  "^  4^)9  ^^^^  renfermées  chacune  entre 
les  limites  -(-  i  et  — - 1 ,  sans  quoi  le  problème  deviendrait  impossible. 

CHAPITRE  X. 

Comparaison  des  arcs  dhjrperbole. 

4  •  JNous  avons  déjà  trouvé  (art.   i3)  que  l'arc  AM  désigné  par  T,  a 

pour  expression 

T  =  A  lang^ -^  E(^)  +  i'F  (f). 

'  Le  point  M,  extrémité  de'l'arc  AM,  étant  supposé  avoir  po^ur  amplitude  p , 
considérons  deux  autres  points  N  et  O  dont  les  amplitudes  soient  4 
et  ûi ,  et  supposons  qu'on  ait  l'équation  F  (^)  +  F  (4)  —  F  («)  =  o  ;  alors  les 
arcs  AM,  AN,  AO,  désignés  respectivement  par  T(^),  T(4),  T(û>), 
auront  entre  eux  cette  relation 

T((p)H-T(4)  — T  («)  =  A  ((p)  tang(p+  A(4)  tang  4  —  A  (a>)  tangâ> 

ou,  en  mettant  la  valeur  connue  de  E{9)  *(-E(4)  *— E(û»), 

T  (<p)  +  T  (4)  —  T  (»)  =  ù  (<p)  tang  ^  +  A  (4,)  tang  4  —  A  (»)  tang  a 

-^-  c*  sin  9  sin  4  sin  cû. 

C'est  l'équation  fondamentale  d'après  laquelle  on  peut  faire  sur  les  arcs 
d'hyperbole  les  mêmes  comparaisons  que  nous  avons  feites  sur  les  arcs  d'el- 
lipse, mais  en  observant  que  dans  l'hyperbole  on  ne  peut  doqner  aux  ampli- 
tudes une  valeur  plus  grande  que  1^,  et  que  lorsque  9=~9r,  l'arc  AM 
devient«ii^uDi« 
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La  quantité  A  tangf  n'est  autre  chose  que  la  tangente  MZ ,  terminëe 
par  la  perpendiculaire  CZ  abai^ée  du  centre  sur  cette  taogeiMe.  Aimi 
Zk  tseng  ^-^T  (p)  est  Fexeès  de  k  tangeme  MZ  aor  Pare  AZ.  Si  Poq  appelfe 
G  ((p)  cette  fimctîon ,  cm  aura  pour  chaque  point  M , 

et  lûnque  le»  tcoi»  points  M,  N,  O,  déterminés  par  les  ampliUuJas  f^  4*, 
I»  sont^  liés  entre  eux  par  la  relation  F  (ç)  +  F  (4} -r  F  (û> J^  o  ^  U»  fonc-- 
tions  correspondantes  G(9),  G (4)»  G(o^)  relatives  à  l'hyperbQli,  satb&* 
ront  à  ]'équation 

G((P)  4- G(4)  —  G(à>)  =  c*  sjn  ç 8in4  5in<», 

équation  entièrement  semblable  à  celle  qui  a  lieu  dans  l'elUpse,  et  d'où 
l'on  déduira  de  semblables  oorollaires»,  sauf  les  restrictions  particulières  à 
l'hyperbole  et  dont  nous  avons  déjà  parlé. 

Nous  avons  trouvé  que  lorsqu'on  fait  sin*  fl  =  ■  , ,  on  a  F(fl)  =  î  F' ,  et 
E(9)  =  ^E' +î^(i  —  i)/on  aura  donc  sémblablement  pçur  l'hyperbole, 

G(fl)  =  iGV+i(i-ô), 

G*  est  la  différence  entre  la  branche  infinie  d'hyperbole  AMO  et  son  asym- 
ptote CY,  qui  est  censée  là  rencolitrer  dans  un,  poiilt  infiniment  éloigné. 
Cette  diflEerence  estimée  au  moyeu  des  fonctions  E^  F%  a  pour  valeur 
G'  =  £^  — *  ^^^i  mais  sans  .recourir  à  ces  fonctions^  on  peut  la  déduire  de 
Téquation  précédente  qui  donne 

G's:aG(0)— <i— *)• 

Ainsi  la  quantité  G%  différence  de  deux  infinis,  se  déterminera  par  la 
quantité  G(A)5  rdative  au  point  &  doat.J^implîtuds  e$lây  tt  quij.ii  pôvr 
coordonnées j^«fcJ*taBgÀ;^  4 V^ A,  x=zc\/{i+b). 

L'amplitude  9  est  celle  qui  donne  F(Ô)  =  îF'j  si  on  cherche  successive- 
ment par  les  formules  de  la  bisectlon  les  amplitudes  fi' ,  fi'',  etc. ,  telles 
qu'on  aitF(d')  =  ^F(fl)s=^ï'SF(e^=siF^)s=:iF%  ete.,oniiumen 

même  temps  /  ~* 

G(fl)=!aG(fi')  — c^sin^fl'sina 

G  (fi') = aG(fl'0  —  c*  sin*  6"sin  fi', 
etc. 

îfôh,  il  stdt  que  h  quantité  G^  se  déterminera  par  lé  dernier  ternie  de  la 
suite  G(fl),  G(fl'),  G(fl'0>  ^'^'j  prolongée  aussi  loin  qu'on  -tovKlra.  Or> 
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lorsque  ^  est  devenu  très  petit,  la  quantité  G(^)  apour  Weiu*  tiiésmgpfiCH 
chée  c*  sin  ^  ;  *insi  la  bisection  répétée  de  la  fonction  G  (6)  foorDfit  un 
moyen  de  détettaiiner  fMur  approximation  ^  la  valeur  de  la  transcendante 
G^,  et  la  même  nl^ode  s'applique  à  toute  fonction  G((p)  dont  on  vou- 
drait avoir  une  valeur  e^inrochée.  Mais  iiouê  donnerons  ci-après  pour  cet 
^l^  4les  méthodes  4^lli8  eK{>éditive6. 


CHAPITEE  XL 

Dépehppement  particulier  de  la  formule 


4i.  L4ETTE  formule  se  rencontre  assez  souvent  dans  les  applications,  et 
^'ailleurs  il  est  nécessaire  d'^xmniner  particulièrenient  le  tas  des  facteurs 
imaginaires. 
La  variable  or  est  susceptible  deiontesles  valeurs,  depiûa  a:s=  0  jusqu'à 

a^tnao-snwcaaaiilB  en  fiM^  x-km^ob^  ZasjT'^iX)  fMM»  «lisiiii  4é^ 

barrasserib  taafleqni  peat4devetiir  infim,  i|Dn  cMÔdériroM  steipianètlt 
la£uanttle 


7  W(**+ 


if±^liL ^^dx\ 


2tfC^oos9-fCV)        C  ^^  ) 

qui  par  ce  moyen  aura  tb«jo«rs  une  vrimr  finie. 

U  s'i^t  maintenant  de  transfoimer  .aette  eipression  de  mwièr/e  f^  iei 
facteurs  binômes  de  la  quantité  sous  le  radical  deviennenl  imIa.  Four  cela 
on  peut  faire  indifféremment  Fune  dc^  iquatre  suppositions  suivantes  : 

V/(a' +  art^ar' cosO  +  C^j::*)  =  ax;^  V^af , 
Sx'-t- Acos9-f-  |/^A*+  aetCo:*  çosfl  +  C*J:*)  —  20;^, 


f  ' 


zz^Z 


traMAbmée  ^en'jr  acora  les  i^ptiditiona  r^quise^. 
m  ter  le  féniltat  Ae  la  troiè&èoife  suptaff)sitiôn  :  e 


présenter  le  ^émltat  Ae  la  troiè&èmfe  Suppbsit 
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sm*S 


K^— •-^).  « 


^    r^(/-?-'-^) 


OÙ  Ton  voit  qu'en  effet  les  deux  facteurs  de    la  quantité  sous  le  radical 
sont  réels.  On  voit  aussi  que  la  moindre  valeur  de^  étant  cos  ^0,  on  peut 

faire  r=^^^  >  ce  qui  donnera  la  Iranformée  suivante,  où  Ton  a  jbit 

c  =  sin  7  0, 

et  il  faut  remarquer  que  dans  cette  formule  nous  supposons  |/aC  réel  ; 
car  si  le  terme  la&a^  cos  0  était  négatif,  on  ferait  tomber  le  signe  —  sur  cos  8. 
Gela  posé,  on  aura,  suivant  les  expressions  accoutumées, 

c'est  l'intégrale  (demandée  prise  depuis  x  =  o,  car  on  a 

—  ftc*  —  «e ces 9  4- i/(«' +  aceCr»  cos9  +  C*** ) 

COS  O  S= T-TTS ■  , 

^  a«8m*s9  ' 

et  réciproquement'  ^\/^=  — j  V^(i  —  c*sin*f  )  ;  d'où  l'on  voit  qu'en  fid- 
sant  xsao,  on  a  Çsso,  et  qu'en  fiiisant  xssaoo,  on, a  9  =  ^^. 

La  valeur  totale  de  l'int^rale,  prise  depuis  a:s=o  jusqu'à  «=00^, 
sera  donc 

■  ■  I  ■  '  ■ 

Yoici  quelques  applications  de  ces  formules  qui  conduiront  à  des  résultats 
assez  remarquables. 

EXEMPLE    I. 

4a  •  Soit  proposé  d'évaluer  les  deux  int^rales 


M 


entre  les  limites  z=:o,  z=i.  On  sait  d'ailleurs  que  le  produit  de  ces 
ânt^rales  5=s } 'JT  ( Ca/c.  Intég.  d'Euler,  tom.  I,  pag,  244). 
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Si  Ton  fait  dans  la  première  z=s{i^x^y^y  oh  aura  la  transformée 

M.s=:  I     ^  .  ^  ,  qu'il  faudra  intégrer  depuis  a:z=z  o  jusqu'à  bczssoo. 

Cette  formule  étant  comparée  avec  la  formule  X,  on  auray*=3,  g^szOy 
flt  =  V/3,  €=i,  cos9=iv/3,  c  =  sin^6=z=J^v/(3  —  v/3)  =  sini5". 

/  3 

Ainsi  l'intégrale  indéfinie  est  M  =7—  F,  et  l'intégrale  complète, en  faisant 

a;  =  00  ou  ^s=^^,  est 

3 

Si  dans  la  seconde  formule  on  &it  z=  (i  -—  or*)* ,  la  transformée  sera 
Nss:|  ^_''Ti  ^,  et  l'intégrale  devra  être  prise  depuis  x=:o  jus- 
qu'à ;r  =:  I .  Comparant  cette  formule  à  la  formule  X ,  on  aura  y  =  3 , 
^=—3,  cL=\/3,  5=1,  cos9=— |v^3,  i  =  co8i5*  =  |v^(2H-|/3). 
(  Nous  désignons  ce  dernier  module  par  6,  parce  qu'il  est  le  complément 
du  module  o  =  sin  i5°  de  la'  fomïule  précédente  ).  On  a  donc  par  la 
substitution 

or  la  relation  entre  ^  et  x  étant 

i±|il5  cos*(p==f  —  0^  + V/(3 -- 3a:»  +  a^), 

si  Von  fait  07  =:  1 ,  on  aura  cos'f  =  a  v/3  —  3,  ou  tapg  ^  s=  v/ (iTsyî  ™^^^ 

nous  avons  déjà  vu  (art.  2^)  que  pour  le  cas  du  module  b  =  cos  iS"*,  la 
valeur  précédente  de  (p^  donne  exactement  F((p)  =  j  F* ,  et  on  a  en  même 

temps  E(^)  =  f  E*  +  —7—.  Donc  l'intégrale  N  pirise  depuis  :c=  o  jusqu'à 

a:s=:i,  ainra  cette  valeur 

.  »  • 

V3 ï>3 

Puis  donc  qu'on  a  déjà  .trouvé  M'  =-4—  F'c,  et  que  le  produit  M'N'  =1^, 

on  aura  entre  les  trois  fonctions  F*c,  F*i,^  Ë'*,  cette  relation  fort  remar- 
quable : 

T.  I.  8 
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R'  =  BH^3  [F'(c)  —  F(c,  fl)].  Mais  en  général, 

donc  en  Élisant  x*  =  /n*  -^  i ,-  il  viendra 

^^^^  ^  = acV3 2V/3-3' 

Or,  d'après  l'article  a4)  ^^^^^  valeur  de  0  est  celle  qui  pour  le  module 
c=:i/(a—v/3),  donne  F(Ô)  =  |F'}  donc 

p ,  _  aw  1/3  F'c.      . 
"  ~      3 

Comparant  cette  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  par  l'autre  méthode ,  il  en 
résulte  cette  nouvelle  relation 

P(*)=v/3.P(c), 

laquelle  étant  jointe  aux  deux  déjà  trouvées,  fait  voir  qu'une  seule  des 
quatre  transcendantes  F* (c),  F* (i),  E'(c)/.E*  (i)  suffit  pour  déterminer 
les  trois  autres.  On  a,  par  exemple,  les  équations 

j^=P(.)[E-(o)-(ilî±i)F.W], 

3^  =  F-(«)[E-(*)-(i^)F-w], 

qui  servent  à  déterminer  la  fonction  E'  (c)  par  le  moyen  de  F"  {c) ,  et  la 
fonction  E*  (ô)  par  le  moyen  de  F*  (b). 


.  - 

CHAPITRE  XII 

Théorème  sur  les  fonctions  complètes  de  première  et  de  seconde 
'   espèce,  dont  les  modules  sont  complémens  Vun  de  l'autre. 

45.  13ans  les  comparaisons  qu'on  vient  d'établir  entre  les  fonctions  F*(c), 
E'  (c)  y  qui  se  rapportent  au  module  c  =  j  v^( a  —  V^3  )=  sin  i5® ,  et  les 
fonctions  ^^{b)y  E'(£),  qui  se  rapportent  au  module  complémentaire 


.     CHAPITHE  JLfi,      .  Si 

h^\  v/(a  +  l/3)=  cos  i5°y  les  trois  éq^aUons  troiirée9  conduisent  à  ce 
résultat  remanjuable 


I  »  '  .— 

9r 


J»P(^)E'(A)  +  P(i)E*(^)  — F^C*)P(^) {d!) 

où  l'on  voit  que  les  deux  qpanjtitës  6 ,  c  peuvent  être  échangées  entre;elles, 
et  qu'ainsi  cette  équation  est  yérifiée  dans  deux  cas,  celui  de  ccssin  iS"** 

*  \  *  ■*'''  .*•  /...  -7 

et  celui  de  cs=sin75*.  Il  serait  facile  de  démontrer  directement  qu'elle 
est  encore  yraié  dans  deux  autres  cas^i  lorsque  c  est  infiniment  petit  j  et 
lorsque  cz=z^  \x=ih\  mais  nous  allons  prouver  généralçmjent  qu'elle  a  lieu 
quel  que  soit  c. 

Pour  abr^er  la  notation,  désignons  simplement  par  F,  Ë,  les  quantités 
F*(c),  E*(c),  et  par  F,  E',  les  quantités  F'(i),  E"  (i) ^  et  supposons' 

P«cFE'+FE— FF', 

P  étant  une  fonction  de  c  encore  incohnue. 

Je  différencie  les  deux  membres  par  rapport  à  c  qui  est  la  seule  variable 

qu'ils  contiénnerif.  Or  aywil 'EX#^)'iiyadi^;VFC<p)  == jT ^j  A's=i-^c*»m'^, 
la  différentiàtion  donne       ''     '    -'  ^ 

&  "-      /  ..    A".      ~  ~cj  ù?        c  y  'E-         V        —  ' 
Mais  par  les  formules  de  l'art.  9,  on  a-+^:=^jn/^dç — c  sin^cosg ^  ^^ 

dans  le  cas  de  f  ss^^dont  ils][agit^lçjBeo<fqdjem^^^^  :  ainsi  on 

aura 

*    *  *  '1 

On  aura  semblablement  "^  =  3  (  E'  -^  F'  J^  "^  ^  ?ï  ^'  —  ^*^'^  >  ®^  P^^^ 
que  bdb^cdczszQj  on  en  déduirav^  t^  '*t"  'y      ^^- 


* 

Substituant  ces  valeurs  dans.celle  de  iff  ^,oja  aurar^fPso^jdonc  jgsçf^st. 
Mais  on  a  trouvé  dans  un  cas  particulier  P?ss^^;  donc  TéyluA^îçg^  (if)  a 
lieu  gé^é^|lç^len^qu(B^:quç^  soit  q.       ::      ::m ,    .  -    . 


/     1 
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,  '  '  '  ma  L  '  '  ' 

Lorsqoe  ctxx  ^^stsd,  ré^foiilîon  (^)  donné 

Ainsi  dans  ce  cas  particulier,  E'  se  détermine  encore  par  F^ 

11  pë\it  y  ftVoiF  quelques  autres  cas  partiMiîèrâ  ôû  la  fonction  de  seconde 
e5}>è<së  B^^)  s^ex^tnepârla  fonction  de  prémiè|ré  espèce  ^*  (c)  ;  q^  fetoos 
Voit:  ^  effet  qd'é' -chaque  cad  ]|^ai^ciiliéi:  connu  en  Siit  cohnâllre  une  infi- 
ïiitë  d^âùtres;  thàid 'il parait  iflipôsâible  de  réduire  généralement  lea  fonctions 
de  seconde  esspèce  à  celles  dé  U  première. 


^WM<¥W»M»>(»^M>W<»»^W^»»>WMWMWfA<»yi^W>Wft<<W»W^f»^^ 


CHAPITRE  XIII. 

Équations  djfflffèntieïfes  qui  ês^prhfipntM  n0tur»4es  /onctions 
E  et  F.  Intégrales  con^lèies  de  ces  équations, 

46.  i3i  Pon  différentie  par  rapport  à  e  les  deux  ibnctions  E9:^/Ad^y 
F  =  f-Ty  on  aum  comniê  dans  ie  chapitre  précédei^t 


dF _^    i    fx*        2kn?\        c*  âtn(^tC09^  ^  ^*J 


de  là  résultent  les  deux  formdks.. 

F=^E-cf, 

qui  contiennent  les  relations  mutuelles  des  ^ofntitions  E  et  F ,  de  sorte  que 
si  on  avait  l'expression  analytique  de  E  en  fonction  de  c  et  ^,  on  en  dédui- 

rait  immédiatement  celle  de  1?  par  la  formule  'F  s=  E  — •  c  ^  ;  et  récipro- 

qMmenl  si  ^h^Tâit  l'et^tession  de  ï*,  on  en  déduirait  celle  de  E    par 

r«itïé  %3mtik.  -'--.■■' 

Si  on  élimine  successivement  E,  et  F  dé  ces  deux  éqnations^  on  aura 
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pour  d«termiiier  séparément, Ips&Bptiooa  F  £t  E,  ces  deux  équations  di£fé- 
rentielles  du  second  ordre 


et  lorsqu'on  considère  les  fonctions  coDdplètes  F%  E%  ou  lorsqu'on  iûit  •  »  • 
9^=7^;  ces  équations  deviennent 

Jusqu'ici  F?  vCtjB*  représentent  le^  intégrales  définies  /  2  ^  /"Aéilip ,  prises 

depuis  ^ =o  jusqu'à  ^  as  1 9r,j  conindérons  plus  géu^lement  de\ix  file- 
tions ^  et  2  déterminées  par  les  équations  différentielles  : 

gn  satisfera  à  cea  éqoaâoQs  par  ies  ^valeurs  particulières  ^Jsr  «F' (c), 
z  =  ^£'(c),  et  et  6  étaiitdescoDSlatt tes  arbitraires;  mais  pour  avoir  les 
int^rales  complètes  de  ces  deux  ^quatîçns .  il  faut  recourir  à  d'autres 
moyens.  * 

47*  Essayons  d'a))Qi:d<$W^ubstitifer^lfi  variable  ^  à  ià^  variable  c^  puisqu'on 
a  £*=  I  — ù^,  et"î3î=s— càci  s'  étant  une'  fonetion    quelconque   de 

/    /    1  cb  c       du.    ^  Ma        €^       dfbt         i      du 

c,  on  aura  en  gênerai  ^a*'—  ï  •  5Ï'®^  Â^"  =  *:  '  ^  —  P  '  Sî?  «" 
moyen  de  cette  substitutipH  le»  éclations f(5)-<poBrroaV  être  remplacées  par 
les  suivantes  :        ■•     ■     '''   •'     !-    ''  .'■-'••  ■:'-     ■■' 

.«|eifi)^l4>V9>^J$^<(ffpaime  dtti>i^iiM^eais;^)9i6t  puisqu'on  m  iWle-ei 

m^wmfi)Ty:fm  4¥'^ir!$t9^:Mti#fer4uf>odlërlà>œ  jrjsofdF*^'  Ajoutapt 

^  4«fUir)rf^ew9,.jV!trtt4i^^  coibplAte  de  l^£qua- 


V. 


\ 
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CL  et  ct^  ëtant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Et  comme  nous  avons  trouvé  que  ^'  se  déd^it  de  F'  au  moyen  de  la 

F^-j-c-^V  il  s'ensuit  que  Ifi  valeur  générale  de  z  se 

déduira  semblablement  de  celle  de  ^/  au  moyen  de  la  formule  z  s=:  b^  «f- 

b*c  -~;  en  eflfet  cette  valeur  satis&it  à  la  seconde  des  équations  (5),  en  y 

substituant  les  valeurs  de  -^  et  de  ^  itii;ées  de  la,  première  de  ces  équa- 
tions. On  aura  donc  Tintégralé  complète  de  l'équation  différentielle  en  z, 
comme  il  suit  : 

substituant  les  valeurs  ^  =  i-  (E'c  —  i'F'a),  ^  =  ^  (E'i  —  c*I'b), 
on  aura  z  =  ctE*^?  -|-  a'(F'4  —  E'i),  ou  en  changeant  les  constantes 

z^s^E'^  +  ff^(F'î-TE'*)!  (8) 

Telles  sont  les  intégrales  cotnplètes  des  équations  (5)  considérées  comme 
étant  indépendantes  l'une  de  lautre,  et  il  s'ensuit  que  si  on  avait  en  général 
les  deux  équations  différentielles  du  second  ordre 


(9) 


V       •      ''  db'  ^       c      'Te       -^^       A»        ""°» 
'y  .^  ddx    ,1  — c*     <&    I  sinAcosA 

(»  -^  )  ^  +  — -  •  ^  +  «  -  —■ S— =«' 

le&  iutëgràles  complètes  de  ces  équations  seraient 

^  =  F(c,  ^)  +  aF'c  +  «'F'A,  \  .    . 

z=:E(c,  ^)+^E'c  +  C'(F'i--E'*).J    .         y^' 

Ces  intégrales  et  celles  dôà  équations  (5)'qùi  ien  sont  un  cas  particulier 
offrent  une  application  très  remarquable  des  fonctipqs  elliptiques;  car, 
comme  on  trouve  aisément  les  différentielles  des  fonctions  F'c,  E'^?,  F*d| 
£'&,  F(Cy  9),  E(c,  9),  prises  par  rapport  à  l'une  ou  l'autre  des  variables 
^  et  &  y  il  est  clair  que  ces  intégrales  pourront  être  employées  dans  le 
calcul  analytique,  à  l'instar  de  celles  qui  ne  contiennent  que  de  simples 
fonctions  circulaires  et  logarithmiques;  et  lors^(ûHl  *  s'agira  d'obtenir  des 
résultats  numériques  pour  des  valeurs  détem^nées  de  la  variable,  on  le^ 
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trouvera  aussi  exactement  qu'il  est  nécessaire  par  les  tables  qui  seront  don- 
nées ci-après. 

On  voit  dans  le  Calcul  intégral  d'Euler,  tom.  I,  pag.  3^9  et  suivantes, 
diverses  construction^  par  les  quadratures  d'une  équation  différentielle  qui 
est  la  même  que  la  seconde  des  équations  (6)  ou  (5).  Mais  ces  construc- 
tions ne  suppléent  qu'imparfaitement  à  l'intégrale  complète  que  nous  avons 
rapportée. 


CHAPITRE  XIV. 

Développement  des  fonctions  complètes  F*  et  E'  en  séries. 

48.  On  a  trouvé  dans  le  chapitre  précédent  que  les  quantités  F'  et  E*  con- 
sidérées comme  fonctions  du  module  c^  satisfont  aux  équations  différentielles 

et  que  ces  mêmes  quantités,  considérées  comme  fonctions  du  module 
complémentaire  b^  satisfont  aux  équations 

/         iL.\  'WF'    ,    1—3^*     dF'       „.  . 

(^-*)^-(-V)--^+E'  =  o. 

Ces  équations  sont  utiles  pour  &ire  connaître  la  loi  du  développement  des 
fonctions  F*,  E*  en  séries.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  développer  ces  fonc-   . 

tîons  suivant  les  puissances  de  c^  car  les  expressions  F=y2f(p(i  —  c*sin*^)""* , 

E=î:yyip(i— -c*sin*^)*  étant  réduites  en  séries  et  intégrées  depuis  (ps=o 
jusqu'à  ^  =  7^,  on  en  tire  immédiatement 

E'=^(,-lo'-.^..3c4-^..5c«-etc.). 
T.  I.  o 
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Mais  ces  séries  ne  sont  plus  suffisamment  convergentes ,  lorsque  c  est  Soxt 
près  de  l'unité,  et  alors  il  convient  de  les  ordonner  suivant  les  pinssaïuces 
de  ^,  en  considérant  b  comme  très  petit. 

Or  d'après  Péquation  E"  =:  b^  (F*  >^c  ^  )  =  ft».î^2,  on  pâit,  pour  la 

^n  de  /j^ 

première  approximation,  feire  E*s=i,  ce  qui  donnera  J(cF')=-7r=-;—î, 

et  par  conséquent  cF'  =  ^log  (  j;  mais  dans  le  même  cas,  on  a 

c=3 1  —  i  i^j  donc  la  première  valeur  approchée  de  F'  est  F*  =  log  r|). 

Soit  maintenant  F*  =  P  log^lj+Q,  P  et  Q  étant  des  suites  ordon- 

.  nées  suivant  les  puissances  de  d;  si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion différentielle 

on  trouvera  que  l'équation  pour  déterminer  P  est  absolument  semblable  à 
celle  qui  détermine  F';  celle-ci  est  de  la  même  £c>rme,  soit  que  l'on  coni- 
sidère  F  comme  fonction  de  c  ou  comme  fonction  de  &  ^  et  puisqix'ieUe  doit 
avoir  i  pour  premier  terme,  oi^  aura  . 

P  =  .+i;*.+  i^6*H-L^|i«  +  etc. 

I 

Désignons  les  coefliciens  successifs  par  ml ,  rd* ^  etc..  en  sorte  qu'on  sût 

P  =  I  4-  /?!'*•  +  ni'¥  +  ni^'V  +  etc.  ; 

nous  supposerons  ensuite 

F>  =  (i  +/ii'A»  +  /n"i*+  /n'''i«  +  etc.)  log  \ 
^  m'A'b^\^nJ'A"b^  —  mf^A'^'b'^  —  etc. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  différentielle  d-dessus,  ^  aura 
pour  déteriainer  les  ta(i4a¥€iaiix  cbefiiciens  A%  A'^^etc.,  l'éfuatfon  Bui^tfnt^, 
dont  les  termes  suivent  une  loi  très  simple  : 

—4  m'    —8m"b'    —iam"'b*     •^i6m"b*     — aom^  b*    — etc. 

— a*/n'A'— 4»in"A*'**T-  6'm"'A"'b*-'  8»ra"A"^*— i  o*ot' A' *•— etc. 

-f-3VA'iM-  5'ro'*A»i<-h  •j'W"X"'b'+  9'i»"A''i«+ etc. 

Observant  ensuite  qu^on  a  a*in'=i,  /\^m" zst ^m' ^  6Wj='6*m',  etc., 
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on  Irouye  successiTement  '     ■  '  .  • 

A'    I 


w__  .      a      .      a 


43. 


•*: 


*"^  3.4"*"  5.6» 
etc..    .  *    .  ... 

•      -     f  .  '  •      '    *  '  • 

V  .  •  I  ... 

i 

de^sorte  qafDn  a  en  ^b^I  A^'^  =  A^"""*^  -f^  - — /^  ^    .  D'après  cette  Id, 

il  est  facile  de  voir  ce  que  devient  A^'^  lorsque  n  est  très  grand  \  considérons 
pcmreet  efifet  la  suite 

laquelle  peut  être  mise  sous  cette  forme 

9?    .  •«* 


dn  aura  en  sommant  ces  suites ,  ^  sas  ar  log  f     __,     )  +  l^g  (  ï"  —  ^)  ss 

(i+j:)log(i+Jc)+(i — a:)log(i — x).  Soita:=i,  on  aura  j^  =  2logaj 
donc  la  limite  des  quantités' A',  A'^,  A^^',  etc.,  est  sloga  ou  i,386,  etc. 
Gela  posé,  la  valeur  complète  dé  F'  se  développe  ainsi  : 

^  2\4'.jS'.8' "  V^  6       V     3.4       5.6       X^P 
•f-  etc.  • 

Connaissant  F' ,  on  aura  immédiatement  E'  d'après  l'équation  E'  s=s  &*Fi 

+  J»c^^A'F*^*(i— V)^,  et.îlénr&^^ 


\ 
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+  etc. , 

expression  dont  la  loi  est  manifeste  et  qui  s'accorde  avec  celle  que  nous 
avons  donnée  sous  une  autre  forme  {Mém.  de  FAcad.,  1786,  pag.  63o). 

CHAPITRE  XV. 

Changemens  quon  peut  faire  subir  au  paramètre  dans  les 
fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce. 

49*  doiT  p  =    °^  ',  et  soit  et  une  constante  indéterminée  ;  on  trouve  par 

la  différenciation , 

dp  dp  1— c*8m*^ 

i+iy*"""A  *  (1  —  c*8m*ç)  cos*^ +*8in^^* 

'  Supposons  que  le  dénominateur  (1  — ^râi*^)  co&^^^€tsin^(p  soit  ^al  au 

produit  des  deux  &cteurs  (i  -f-  »  sin*  ^)  Ti  +  *"  sin*^) ,  la  valeur  de  et 
devra  être 

et  alors  l'équation  différentielle  se  décomposant  ainsi , 

dp        -  dp  I  I  _ ,  I  "n 

I  i  +  -«in»^  j 

son  int^;rale  est  "^ 

n(n)  +  n(0  =  F  +  ^^arotangJi^i|Bll£ (/'), 


CHAPITRE  XV.  69 

formule  très  remarquable  au  ipoyen  de  laquelle  toute  fonction  n  dont  le 
paramétre  est  plus  grand  que  le  module  c,  peut  toujours  être  transformée 
en  une  autre  dont  le  paramètre  sera  plus  petit  que  c  ;  car  des  deux  para- 

métrés  n  et— ,  il  est  évident  que  l'un  est  toujours  plus  grand  que  c  et 

Fautre  plus  petit.  Les  fonctions  II  qui  s'expriment  ainsi  l'une  par  l'autre , 
ont  d'ailleurs  le  même  module  c  et  la  même  amplitude  f  ;  c'est  pourquoi, 

au  lieu  de  les  désigner  par  II  (n,  c,  f  ),  nf— ,  c^  ^\  nous  les  désignons 

simplement  par  3{^y  ^\j^  ^^  ^^  signalant  que  l'élément  par  lequel 

les  deux  fonctions  diffèrent  l'une  de  l'autre. 

La  formule  générale  {f)  appliquée  aux  cas  de  Tisse  et  de  12  =  —  c, 
fournit  ces  deux  corollaires, 

n(c)  =  iF4.^^arctan6li±4iî=£?, 

n  (-.)  =  i  F  +  ^^  arc  taBg  <i=4*i^. 

Ainsi  dans  ces  deux  cas ,  la  fonction  de  troisième  espèce  se  réduit  immé- 
diatement à  ane  fonction  de  première  espèce. 

'  5o.  U  y  a  trois  cas  à  considérer  dans  la  formule  {f\y  selon  que  cl  est 
positif,  zéro  ou  n^atif.  • 

Le  coefficient  et  sera  positif  toutes  les  fois  que  le  paramètre  n  sera  posi- 
tif, ou  toutes  les  fois  que  n  étant  négatif,  il  sera  compris  entre  —  i  et 
— -c*;  en  d'autres  termes  «sera  positif  si  le  paramètre  n  est  de  l'une 
des  deux  formes  n  c=  cot*  fl,  u  =:  —  i  •+•  ^  sin*  0.  Alors  l'équation  (/'  ) 
contiendra  un  arc  de  cercle  réel,  et  par  cette  équation  on  ramènera  l'une 

à  l'autre  les  deux  fonctions  n  (»);  n  T—j.  * 

Dans  ce  premier  cas,  si  l'on  fait  ^  =  ^^,  on  aura  entre  les  fonctions^ 
complètes  cette  relation  .     / 

n'(»)+n«(0«P  +  ^. 

5v.  Si Ton  fait  «  =  0,  on  aura  i^sis— -i  ou  nss-^^,  alors Tint^râle 
/^  tj^.se  réduisant  à  p^  l'équation  (y)  devient 


n(— i)+n(— c«)t=F+î^^5£f 


.  I»  • 


Ce  résultat  est  facile  à  vérifier;  on  ¥^err  effet  ^éê  les  réductions  déjà 
connues,  \ 
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tangip 


> 


et  la  somme  de  ces  deux  quantités  se  réduit  à  F  -| ^-?. 

La  fonction  n(— -i)  qui  se  ramène  immédiatement  aux  ff^ûsfùs  èm 
la  première  et  de  la  seconde  espèce ,  est  celle  qui  donne  la  rectification 
de  rhyperbole  (art.  vi3)i  Elle  a  une  Valeut*  infinie  lorsque  ^ss-J^r,  parce 
qu'alors  elle  représente  la  lpng4j^r  totale  de  lai  çourbeiîusqu'à  soii  t^iAté^ 
mité  infinie;  et  c'est  aussi  ce  que^npe  la  formule  précédente;  mais  cette 
formule  serait  en  défaut  si  on  voulait  faire  ^^^iTy  elle  semblerait  donner 
une  valeur  finie  pour  n(*— i),  tandis  que  cette  valeur,  composée  de  la 
partie  où  (pz=i^7F  et  d'upe  autre  partie,  est  nécessairement  infinie.  C'est 
du  moins  ce  qui  paraît  réstflter  de  la  fofi^ule  intégrale' Il  (-—  i)  consi- 
dérée en  elle-même^  et  saûs  rapport  à  aucune  courbe;  car. nous  supposons 
toujours  A  positif.      ^  .       i 

5a^  U  i:^te  À  ej^^nar  le^.ças  où  «  est  négatif;^  ce.oas  aura  lieutouftas  * 
les  fois  que  le  paramétre  sera-  négatif,:'  paais  non  compris  çntre  *«'.  i  et 
i—  c*;  de  sorte  que  19^  deyr^  4tre  représenté  par  l'une  ou  l'auire  des  formules 


n 


r^,  nzsL  —  c*-6in*8. 


sm"  ô 


Soit  donc  uss— c'sin*fl,  et  a=— S,  on  ^ura  ^  =  -7^î-g(ï*"^8iû*fl), 

et  l'intégrdéy^^^^.  devient/^  donc  alors 

l'équation  (/')  devra  être  remplacée  par  la  suivante  ; 

Mettant  dans  cette  équation  lés  valeurs  de  n  et  de  ^,  et  observant  que 
y/(i  — £î»sin*G)  peut  être  désigné  par  A  (6)  tandis  que  v^(i  — c*sîn*^) 
l'est  par  A  (^),  on  aura  ceUe^^ibrttuale(^g^|iâaal^  pqur.Ie  cas  de  a  négatif: 

nr— i*sin»fl^4-nr---î-irWJF+î2=£î!joe  f^  (^)î^'?g^:*^^(^).*^fY 

Il  est  à  remarquer  que  le  second  mtehbre  de  cette  '  équation  devient  ,:i 
lorsque  ^ss  0  :  en  îi^t,  iiQmm&  oa  JL.  ,  n  _:-  ,  , 


> 


e-'^ 


«  " 
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cm  toit  que  lé  cLénonimateur  de  la  diffîrentieUe  est  zéro  lovscpie  vq)>=  8, 
ce  ^ui  fend, 'pour  ce  cas,  l'intiégrale  infinie. 

Lorsqifensuite  on  scippose  ^>  fl,  le  dénominateur  devient  négatif,  et  la 

valeur  de  II  (  —  -r^\  ^'edevient  finie  par  la  destruction  mutuelle  des  par- 

ties  infinies  et  de  signes  contraires.  Maïs  alors  la  formule  a  besoin  d'être 
rectifiée  pour  ne  pas  ofiirir  le  logarithme  d'une  quantité  négative,  et  îl 
faudra  récrire  ainéi  :  . 

elle  aura  lieu  depuis  ^  =  fl  jusqu'à  ^  =?  |  tt. 

Lorsque  ^==i?r,  cette  formule  donne  entre  les  fonctions  complètes  la 
relation 

n-(-r-»m-e)  +  n'(~jj^,)=;=F', 

où  Fon  voit  que  les  logarithmes  ont  entièrement  disparu. 

J'observe  sur  cette  dernière  équation  que  la  fonction  n(— c*sîn*fi)j 

\m  représente  l'intégrale  f^^^^^^^asm^<^f)£i>  ®^  péc/çssairçwept  plus 
grande  tftxé  p^  ou  F,  et  qtf^însi  H* (  —  c^sin'G)  est  plus igrande  que  F*; 

l'équation  précédente  ne  peut  donc  subsister  à  ^pin^  qiV?  A'^^t^c^} 

ne.  soUrB^lit;  Or,,  «résultat  s'^x^Kque'ficikipenit  .pwtj^a^ajiwç  .4ftla 

fonction  nf— -r^J  qui  est   positive   depuis  .9;5i;û[  ))e&^ù'à  4} sa 6^  et 

négative  depuis  ^;pB>fl  jusqjâ'àM^Bs^frjrii'fiiut  paiyspnsiSi^uent  que  la  partie 
n^ative  soit  plus  grande '^qiieia  partie  "positive.*  •       '-"^  "  ' 

53.  2tu  reste  pour  éuiter  toute  anorntJde  Jâiwiffo^  a  Ihbfet  ^nt  nous 
nous  occupons,  et  pour^  ne,  considérer  des  Jonctions  U  que  celles  qui  sont 
positives  et JiniésJ^nous  ferons  abstraction^  dans  tout  ce  qui  sUit  j  du  cas 
oà'U  fUH'Mêèt^iJà^'e^ta  la  jhiw=^4gatif  ^  plur  gratiâqûe^Vunité. 

Si  ce  cas  se  rencontrait,  on  vient  de  voir  par  quelle  formule  la  fonctidii 

proposé^  Il/--=- -T^n  |u^  la.lbnction-n(-7-^^^n*9) 

qui  n'est  sujette  a  aucune  difficulté  ;  l'anomalie  toinJi>ej:ait  alqr9  jsur  le.  terme 
logarithmique  joioJt  à  cette  fonction. 

.Cclta, ,pnrf.  ^  lf*ft  JffhAijWM  11^  eil.ég|ur4  aù^ui^wx^esSaléùiNS  duf  ^ 
se  rapportent  à  trois  cas  principaux  qui  eiigent  des  développemens  parti- 
cuKers«  •      -'' 
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Premier  cas.  Si  le  paramètre  n  est  positif,  on  pourra  toujours  lui  donner 
la  forme  n  =  col* 6 ,  et  on  aura  alors  i/a  =  '^^  T'. — s — -  =  ■.  \  *  \. 

Second  cas.  Si  le  paramètre  n  est  n^atif,  mais  non  plus  petit  que  c*, 
on  pourra  le  désigner  par  la  formule  n==  —  i  •{-  ^*flîn*0,  et  alors  on  aura 

&Sinflcos9      6*8in9co89 

Troisième  cas.  Si  le  paramètre  n  est  négatif  et  plus  petit  que  c*,  on 
pourra  Caire  »  =s  —  c*  sin* fl ,  et  on  aura  v^(a)  =  'T-j  A(fl).v/— i. 

On  verra  ci-après  que  les  deux  premiers  cas  se  rapportent  à  une  seule 
et  mêmejespèce,  attendu  qu^une  fonction  qui  appartient  à  l'un  de  ces  cas, 
peut  être  transformée  en  une  fonction  qui  appartienne  à  l'autre  cas.  H 
n'en  est  pas  de  même  du  troisième  cas  qui  difiere  essentiellement  des  deux 
autres;  caries  fonctions  qui  se  rapportent  aux  deux  premiers  cas,  entraînent 
toujours  dans  leur  comparaison  des  arcs  dq cercle;  taudis  que  les  fonctions 
qui  se  rapportent  au  troisième ,  n'admettent  dans  leur  comparaison  que  des 
logarithmes.  ^ 

Il  semblerait  naturel  d'ajouter  à  ces  trois  cas  celui  où  l'on  supposerait 
le  paramètre  lymaginaire  ;  mais  nous  prouverons  ci-après  que  ce  <]uatriènie 
cas  est  inutile  à  considérer,  et  qu'on  peut  toujours  y  suppléer  par  des 
transformations  convenables. 

54.  Soit  maintenant  p  =  *'°  — 2,  et  £  un  coefficient  indéterminé;  on 
aura  par  la  différenciation , 

fljp      ^^_         I  —  a8in*^4"g*sip*^  d/p  ^ 

I  -f-  Ip*  ~  I  +  (ib  — c*  )  sin'^  —  h sin*^  *  A  * 

si  on  fait  ensuite  le  dénominateur 

I  -f-  (A:  —  c*  )  sin*  (p  —  A  sin^  ^  =  (  i  -f-  ^^  sin*^  )  (  i  •—  m  sin* ^ ) , 

il  en  résultera  kzssmn^  (i  +  n)  (i— -m)=  &*,  et  l'équation  différentielle 
prendra  la  forme 

dp         _   dp  p  1+2  1  I  — TO  I  c*  "H 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

-•-i— n(n)— ( )n(— /?i)= — F-f— - — arctang-!- ~ — ^...(g^)* 

Par  cette  formule  les  deux  fonctions  n(/}),  n(— >/7i),  peuvent  être 
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réditites  Fune  à  l'autre  y  pounra^qu'entre  ]es  paramètres  is  et  *^m/on  ait 

la  relation 

(i-|-/i)(i— /w)  =  î*. 

Cette  relation  est  telle,  que  û  Ton  felt  nsscot'O,  on  aura  ^— 171  =  — - 1  + 
b*  sin*  G  ;  d'où  l'on  yoit  que  les  deux  premiers  cas  du  n^  53 ,  n'en  font  à 
proprement  parler  qu'un  seul  j  puisque  la  réduction  d We  fonction  à  l'autre 
peut  se  faire  immédiatement  au  moyen  de  la  formule 

n(cofe)=:^li22li^n(-i  +  i'sin-0) 

^  ^  I  — 6*sin*#        ^  ' 

,        c*8Îfa*9      -ç,    ,    sinflcosi  sîn^cosj^A(6, 9) 

55.  Si  dans  la  formule  (^)9  on  fait  /7i  =  c*sin^8,  l'équation  de  condi- 

tien  (i^*n)(i — m)  =  i*,  donnera  »(cos*8  +  i*sin*ô)  =  —  c*cos'G, 

d'où  il  suit  que  n  pourra  aussi  être  représenté  par  la  valeur  »= — c*sin*A, 

et  alors  on  aura  entre  G  et  A  la  relation  sin*  A  (  cos*  G  +  i*  sin'  G  )  =  cos*  G , 

d'où  résulte 

X  s&tangG  tangA; 

c'est  la  même  relation  qui  donne  F(G)-4'F(A):sF'. 
On  aura  donc  dans  ce  cas  la  formule  générale 

cos*G.n(  — c»sin»G)-f-cos*A.n(  — c^sin^A) 


—  7  sm  8  sm  A  log  (  .  ^    .  1   .  .  '     .   ^^jJL  J  - 


au  moyen  de  laquelle  on  pourra  réduire  l'une  à  l'autre  les  fonctions* .  • 
n(— c*sin*G),  n(— c*sin*A),  pourvu  qu'entre  les  paramètres  on  ^it  la 
relation  1=6  tahg  G  tang  A. 

Ainsi ,  non  seulement  les  fonctions  II  dont  le  paramètre  est  iiégatif  et 
plus  grand  que  l'unité  j  peuvent  se  réduire  aux  fonctions  dont  le  para- 
mètre est  plus  petit  que  <^  (art.  5a),  mais  celles-ci  peuvent  encore  être 
réduites  au  cas  où  le  paramètre,  toujours  de  forme  — -c*sin*6,  n'excède 
pas  i-^djcar  dansle  casoùl'Dnaurait0=A,l'équatbn  i=&tangG  tangA 

donne  sin'Gss.-^,  et  par  conséquent  c*  sin*G  =:  i .—  b;  dans  tout  autre 

cas 9  Ton  des  paramètres  —  c^sin^d^  — -c'sin'A,  abstraction  &ite  de  son 
signe,  sera  oécessairement  plus  petit  que  i  —  &. . 
Le  cas  de  0=:A  mérite  d'être  remarqué;  alors  la  formule  géni^iie  doniie 

T.  I.  10 
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Ainsi  la  fi3ii€tion  de  troidième  espèce  rî(— i-^i)  se  réduit  indéfiDÎment 
à  la  première  espèce,  et  on  a  en  particulier  pour  Texpression  de  la  fonc-^ 
tion  complète, 

n'C- !+*)«=  i^  p. 

Il  résulte  des  formules  précédentes ,  i^  que  dans  les  fonctions  el]iptic|ue» 
de  la  troisième  espèce ,  le  paramètre  peut  toujours  se  réduire  soit  à  la  forme 
—  i  +  ^sin*fl  comprise  entre  i  et  c',  soit  à  la  forme  —  c*sin*fl  plus 
petite  que  c*^  a"*,  que  ces  deuiL  SeMrmes  SOAt  essentiellement  difiërentes  et 
non  réductibles  l'une  de  l'autre,  la  première  n'offrant  que  des  arcs  de  cercle 
dans  ses  comparaisons  et  rédactions ,  la  seconde  n'offrant  que  des  logarithmes. 

Quant  aux  fonctions  dont  le  paramètre  est  imaginaire,  on  démontrera  ci- 
après  que  chacune  d'elles  se  réduit  toujours  à  deux  autres  dont  les  para- 
mètres sont  réels,  Pun  4tant  de  la  forme  —  iHf-^sin*9,  l'autre  de  la 
forme  -— c*sin*fl. 


»^<<^MWW<M>Vlllr<M<^^^»WV»^»^»^V»»%%»M<^^»%%\%<»WitV»»Ml1^lWWM<»^^ 
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Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce 
56.  v^oNsmÉRONS  les  deux  fonctions  semblables 


"  (<?)  =/cTTîï^V)M?5'  "  ^"^^  =/{.'+ ^»S 


lÉI  Hl 


et  supposons,  cornooe  naos  Favôoi  £bqI  pour  les  fonction»  de  k  (ureniiérief 
et  de  la  secondé  espèce,  qu'on  a  l'éqoàtion  F(fr)4-F(4)  — F(fi)tttto, 
jLft  étant  une  constante;  alors  si  on  fiiit  n(^)4<'n(4)-^n(f()Âr^^  on 
aura  ....-'.  '.       .  .  . 

cette  int^ale  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évaûbuissê  lol*sqùe  ^isA  ô  Ou. 
lorsque  iffei».  '■''■■"'  :; 


Mais 


d^      ^      di|/ 


te  fi  tW  coBStânt,  on  a  ^f^^f■"X7T^**^>  d?ot»  téiulte 


•  ■ 
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Or  on  a  trouvé  (art.  34)  rf^A  (^) -f- i>[. A {4)  ===  <î^4  ( sin  fc  sin  ^  sin4);  le 
premier  membre  se  réduit  à  -^^[A*  (^) — A*  (4)]  î=  -tt^  (sin*4 — sin*^)  ; 

donc  en  Êdsant  sia*  (p  +  sin* 4 ^=  Z' »  sinÇ  sin4=^79  on  a 

-^~(sîn*4— *8in*^)  =  ân/iA.^;  donc  enfin 

f*   nêUifê.dq 

'~J  t+np  +  nY' 

Mais  de  l'équation  cos  ^  cos  4  — *  sin  9  sin  4 A  (a^)  =  eos  fju,    on    déduit 
I  — )E?-f-y*=[eos/tA4-9A(|t*)]*,  et  par  conséquent 

p:=:sin^lJU  —  2q  cos/i£^(/Â^)  +  c*q*  sin^/ii 

mettant  cette  vaJeur  de  p  dans  la  formule  précédente,  on  a 

J  I  +  I»  «in* /•  — 211^  cos /iA  {/*)•+•  jr*(7»*+»c*  si»* f«)' 
Effectuant  donc  l'intégraâon ,  et  Élisant  comme  ci-dessus  «=(  i+/i)  (i-j-— Y 


on  aura  Q  ou 
n(^)+n(4)-n(A*)=  -f  arc  taogf    ,  »V/^«i"^"°^»i°-^      ). . .  .(^i^). 

C'est  k  fiirmnle  généVi^lé  qm^  pour  les  fbnctîoiis  de  troisième  espèce ,  ecMrres- 
pond  à  la  formule  F(^)  -f-F(4) —  F(/tt) =0  pour  les  fonctions  de  la  |wfeinièip 
espèce,  et  à  la  formule  E(ip)«4"E(4)'''^'^fl*)  *^  ^*  sin fju  sin^  sin 4  pour 
les  foncticms  de  la  seconde  espèce. 

Ainsi  la  différence  qui  est  zéro  dans  les  fonctions  de  première  espèce, 
et  algébrique  dans  celles  de  la  seconde  espèce ,  est  exprimée  par  un  arc  de 
ccrde  ou  par  un  ïogâritbnte  dans  les  fôncffionè  de  troJefeme  espife  Je»  dis 
arc  de  cercle  iHM  iogadtbme^  car  on  voit  quele  s«fi9i|d  membre  de  Fixa- 
tion {K)  sera  un  arc  de  cercle  ou  un  logarithme,  selon  que  a  sera  positif 
ou  négatif,  c'est^à^re,  selop^que^U  fonction ,  H  s^  r^p]jK)rtera  aux  deux 
premiers  cas  ou  au  troisième  de  l'art.  53* 

57.  De  Téquation  (h)  et  de  toutes  celles  qu^bti  peut  former  semblable- 
iDœt  eMtre  froisribnctioiis  n^^  nous  CôhdurQns  i![t(é  Iji  r ,  /^,'  if^cflt.  afbtrf  des 
'«tiers  posStift,  on  pourra  toujours  faire  en  sôWjèÎ^^  l'bVr  att.''      '    '    .  V 


I    J 


^.  •  <  ■ 


'       tTl((p)-t-*n(4)  +  ai(»)4-elc.=s w,      *V  ' 

intiU  détenÛMdile  pkr  ares  âe  «erde  bxè.  pat.ioyiithmei 

10.. 
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U  faut  pour  cela  établir  entre  l'es  amplitudes  ^^  4  »  ^^  etc.  y  la  relation  qui: 

doDDe 

rF((p)  +  AF(4)  +  /F(ù>)4-elc.=s=o, 

et  celte  relation  peut  toujours  être  e^Lprimëe  par  une  équation  algébrique 
entre  les  sinus  des  angles  ^  >  4 1  ^  )  ^^^*  ^  résultat  ne  souffre  aucune  excep- 
tion y  et  aurait  Keu  même  quand  le  paramètre  n  serait  imaginaire.  Mais  on 
peut  considérer  ces  propriétés  sous  un  point  de  vue  encore  pins  général% 
58.  Soit  P  ou  P(^)  une  fonction  rationnelle  paire  de  sin.^,  et  soit 


Soit  Z  (4)  une  fonction  semblable  de  4  »  <^^  fonctions  ou  intégrale»  étant 
prises  de  manière  qu'elles  s'évanouissent  lorsque  les  amplitudes  ^  et  4  ^'^^ 
nulles.  Supposons  qu^on  ait  toujours  l'équation  F(^)  +  F(4)— F(ft)=o, 

laquelle  en  prenant  /tt  constante  donne  -^-r  --H  "Tn^  =  o ,  on  aura  donc 

Z((p)  +  Z(^,)~Z(^)=/^j[P(<p)-Pt>l,)]. 

FaisoQS  comme  ci-dessus  sia*^-f-sin*'4.=:/>,  sin^sih<>p=9,  il  en  résultera 

8in*ç»=i;7  +  i /(;>'  — 4%'), 
8in«4  =  i;»-i /(;»•-.  4^*). 

Substituons  maintenant  la  valeur  desin*<p  dans  PCft),  le  résultat  sera  de 
la  forme 

M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  de  p  et  q.  On  aura  de  même 

p(4)  =  m.-nv(a''-47')î 

donc  P(?)  —  P(4)  Œ  aN  }/(p'  —  4^*)  =  aN(ain*^  —  8in»4),  et. . . . 

enfin 

Z(ç>)  +  Z(4)  -  Z(A*)  =-  a  smfi/fidç. 

Dans  cette  formule,  N  est  une  fonction  rationnelle  de  ;?  et  de  ^;  si  on  y 
substitue  U  valeur  de ;?  en  ^,  savoir  ^=sin*ft—-ai2rcos/iA(ft)-f-c*9L*sin*f(, 
N  sera  une  fonction  rationnelle  de  q  seule  j  et  ainsi  la  valeur  de  Z(ip)*-f- 
Z(4)  — Z(/Eit)  pourra  toujours  se  déterminer  par  arcs  de  cercle  et  par 
logarithmes.  ^  .... 

En  général  si  î,  k^  /,etc;  désignent  des  nombres  entier»  poâtifiiouii^tifii, 
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et  qu'où  établisse  entre  les  angles  ^  4;  ^9  ^t^*   ^  relation  qui  donne 
^ (^)  +  *f  (4<)'H*  '^  W  +  ®tc-  =  o ,  on  aura  en  même  temps 

ÎZ  ((p)  +  AZ  (4)  +  /Z  (»)  +  etc.  =  W, 

W  étant  uue  quantité  déterminable  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 
La  môme  propriété  aura  lieu  quand  même  P  contiendrait  des  puissances 
impaires  de  sin  ç  j  car  la  partie  de  dZ  affectée  des  pui3sahces  impaires  | 
s'intégrerait  par  arcs  de  cercle  et  par  Ic^rithmes. 
Il  en  est  absolument  de  même  de  la  fonction 

7f^^—   f  .        ^^       .    

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  or,  et  on  pourra  toujours  trouver  une 
équation  algébrique  entre  x^jr^  z,  etc.,  telle  que  la  quantité 

iZ{x)  +  kZ  (7)  +  lZ{z)  +  etc.  * 

soiX  déterminable  par  les  arcs  de  cercle  et  les  Ibgarithmes. 

59.  Revenons  à  la  formule  (h!)  d'où  l'on  doit  déduire  tout  ce  qui  con- 
cerne la  comparaison  des  fonctions  de  troisième»  espèce.  Nous  avons  déjà 
observé  que  dans  cette  formule  l'arc  de  cercle  doit  être  remplacé  par  un 
logarithme,  lorsque  le  paramètre  est  de  la  forme  tiss— -c^sin^dj  alors 

on  a  |/ct  =  -:-T-  A  (fl)  •  v/—  1 ,.  et  parce  qu'en  général  ^_  arc  tang  z  j/-^  1 

z=:^\\o%^-^— y  si  l'on  £Eiit  pour  abréger, 

8in6cog^(/M)  —  oof  9  sin  ^  (9)  __^    <       /     .    ' 

I  —  c'sm'Ism*/»  ■     ^ 

•igi  cosAtAQt)  +  C069  sin  /lA  (I)  ^_   .       ./ 

la  formule  (h!)  se  changera  en  celle-ci  \^ 

\T/    I.      V  T/  vr-/.        aA  (I)      °  \r4*^.siD98io/M('sinf  smy/ 

et  l'on  peut  remarquer  que  les  angles  auxiliaires  /t',  /te'',  sont  ceux  qui 
donneraient 

F(fl)-F(At)=F(At'),  F(8)+.F<ju)=;F(/t«"). 

Au  reste,  conmie  on  peut  immédiatement  convertir  en  logarithmes  les 
arcs  dont  les  tangentes  sont  de  là  forme  <^**-i,  on  pourra  se  borner,  à  ? 
n'employer  que  l'équation  (A^  dans  toutes  les  comparaisons  qu'on  aura  à 
&ire  des  fonctions  H,  selon  les  diverses  valeurs  de  /i;  mais  pour  &cililen 
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les  applications,  nous  croyons  devoir  rapporter  ici  les  formules  qui  ont 
lieu  dans  quelques-*uns  des  cas  les  plus  simples ,  en  y  joignant  celles  qui 
concernent  les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce. 

60.  Soit,  i"*.  ft=:^7r,  on  aura  successivement  pour  les  trois  espèces  de 
fonctions  elliptiques  : 

F((p)  +  F(4)-P  =  o, 

E  ((p)  4-  E(4)  —  E'  =  c*  sin  9  sin  4, 

nC(p)  +  n(4)~n'=:^arctang^J^^^ 
La  relation  entre  ^  et  4  est  donnée  par  l'équation  b  tang  ç  tang  >[/  =  i , 
d'où  l'on  tire  sin  «vL  =  tt^  et  sin  (D  =  tttt»  Quant  à  la  valeur  de  a,  elle 
s'exprime  suivant  les  différentes  formes  de  o,  conune  on  l'a  vu  (art.  53). 

Si  en  particulier  on  a  9:^3: 4^  ce  qui  donne  tang^ss  -^,  siny=5        ^^Hf 
les  formules  précédentes  deviennent 
F((p)==iFS 

n  (<p)  =  i  n»  +  -^  arc  tang  /  _^  "X'^^^î 

■ 

elles  servent  ainsi  4  la  bisection  de  la  fonction  complète.  ^ 

Soit,  a*.  4=*^  et  /i^  =  ^.,  l'amplitude  ç^  se  déduira  de  ç  par  les  for- 
mules de  l'art,  ai,  et  on  aura  pour  la  duplication  des  fonctions ,  les  for- 
mules 

aF((p)  — F((P0  =  (>, 

aE((p)  —  E  (^.)  =5  cî*  sin*^  siù ?. , 

anr®)  —  "(©,)  =  7—  arc  tans  (      ,      ■       ^  ^^ —  \ 

■ 

Les  mêmes  formules  serviront  à  la  btsection ,  en  déterminant  (p  par  le  moyen 
de  ^..     . 

Soit,  >.  4^^  etf6£=^s)  ?j  étant  Famplitude  qui  donne  F((p3)  =  3F((p), 
et  qu'on  détermine  par  les  formules  de  l'art.  22,  ofi;  aura  pour  la  triplica- 
tion  des  fonctions,  les  formules 

3F  ((PO -7?  (♦*)'**  ^» 

3E  (?)  —  E  (^4)  =z  c'  sin  ?  sin  Ç»  (sin  ?  +  sin  Ç3), 

ariîf?)  -^  O  (f>,)  se  rr-  are  tang  (  ^ — 2-= — r2.^-—  j 

-1-  |/i|,  wc  lang^^^  ^  ^  _  ,reo»4^coi«.> 


îijî' 


•  «  •    • 
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Dans  le  catf  oir  ^  «■  f  iT,  on  a  pour  la  trisection  des  fonctions  complètes^ 
les  formules 

3F(?)  =  F',: 

3E (^)  =s  £*  4*  ç*  sin(p  sin ^,  ( I  H- »a  ^ ) ) 

3n(<p)  =.  n*  4-^^rotapg("V^7y'0 

+ -î- aw  ta«g  f  ^-j^»^i»H!£^2fî_\ 

Quant  aux  valeurs  de  ^  et  ^^ ,  elles  Se  trouveront  par  les  formules  de  la 
trisection,  art.  ^3,  d'où  résulte  c*sin4>  »n^.(f  ^^-sin^)  =^  -^  cos'^. 
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0- 

m  • 

Formation  dutiê  suite  infinie  dé  fonctioni  elliptiques  de  ta^ 
première  espèce  ^  liées  entre  elles  par  des  rapports  constans. 

*6i.  JusQU^iiSi  nous  n'aVons  comparé  entre  elles  les  fimotions  elliptiques 
de  la  première  '  espèce ,  qïL'autant  qu'elles  avaient  le  m^e  module  ^  ou 
qu'elles  pouvaient  être  considérées  cemnte  représentant  dîffireni  afc^rd'tine 
même  courbe;  ces  comparaisons  ont  ensuite  été  étetidu0sy^  <I'après  le  même 
principe,  aux  fonctions  de  la  secondé  et  de  la  troisième  espèce  ;  et  lès  théo* 
rèmes  contouk  dans  les  formules  {f)^{g')  suppoieift  encore  que  le 
module  est  le  même  dans  Ibs  deux  fomctiost  con^Murëes. 

Nous  allons  faire  voir  qu'on  peut,  par  une  loi  trèi  simple,  former  une 
infinité  de  fonotiona  elliptiques  deprenâàre  espèce ^-^^quidifierènt  les  uiies 
des  autres  tant  par  le  module  que  par  l'amplitude^  maïs  qui  ont  la  pro- 
priété fort  remarquable  d'être  entre  elles  dans  des  rapports  constans. 

Gmsidérons  les  deux  fonctions  F(c,  ^)  =/|//  J^  -  a^\?  F(c^,  ^') 

~/v7(r=?fe?7)'  î^  ^^  ^^  *'  *'^°  ^^^  ^~  ?+^'  ^  ^^  *'^^  ^^^^^ 

mine  ^f  d'après  l'équatiÔn  sîn^s^'-^f  )ssésin9,  on  aura  généralement 
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En  eflfet  réquation  supposée  donne  d'abord  cos  (a?'  —  f  )  =  A  ;  ainsi  on 
aura  successivement  : 

cos  :2^'  =  A  cos  ç  "^  c  sin*  ^ , 
2  cos*  ^'  s=  1  *—  c sin*  (p  +  A  cos  ^, 
2  sin*  ^'  =  I  +  c  sin*  ç  — -  A  cos  f , 
2  sm  ^'  cos  ^'  =:  sin  9  (c  cos  9  4*  A) , 

arfcp' =  ^  ( c  cos ^  +  A), 
/(,  — c'*sin*^  )  s=  -75:7--. 

Des  deux  dernières  on  tire  ^.   _^,^.^>  ;r  =  -^  .  -^ ,  ce  qui  donne  en 

intégrant,  F(c',  ^')  =  F(c,  ^).  Nous  n'ajoutons  point  de  constante, 

parce  que  les  amplitudes  ^  et  9'  s'évanouissent  en  même  temps.  On  voit 
donc  par  ce  résultat  que  les  fonctions  F(c',  ^'),  F(c,  (p)  seront  entre  elles^ 
dans  un  rapport  constant ,  quelles  que  soient  les  amplitudes  9'  et  ^ ,  pourvu 
qu'elles  soient  liées  entre  elles  par  l'é()uation  nn  (2^^  —  ^)  s=  c  sin  ^. 

Observons  que  conune  l'arc  ^  croit  indéfiniment ,  et  peut  être  de  tant 
de  circonférences  qu'on  voudra,  l'arc  Ç>'  crott  aussi  indéfiniment^  mais  de 
manière  que  a^'  — -  f  est  toujours  renfermé  entre  *les  limites  -f*  ^  et  —  8 ,  8  * 
étant  l'arc  le  plus  petit  dont  c  est  le  sinus.  En  efièt,  puisqu'on  a. .. 
sin  (a^^— ^)=^sin^  et  cos (29'-^^)=  A,  A  étant  toujours  positif, 
on  voit  que  2^'  -—  ^  est  toujours  égal  au  plus  petit  arc  Jl ,  positif  ou  né- 
gatif, déterminé  par  l'équation  sin  Jl  =  c  sin  ^  =  sin  8  an  ^  ;  ainsi  on  a 
toujours  ç'ssy^+^Jl  ou  ^  =  a^'  —  «'l.  D'après  cette  observation ,  on 
n'aura  jamais  aucune  ambiguité  à  craindre  dans  la  détermination  des  valeurs 
respectives  de  (p'  et  9^^ 

Si  l'on  fiiit  9'  =7^,  on  aura  ^=:9r  et  F(Cy  9)  =  aF'  (c)  j  ainsi  les 
fonctions  complètes  F'  (c'),  F'  (c)  ont  entre  elles  cette  relation  très  simple, 

P(i/)=:(i-|-c)F(c). 

6a.  Concevons  maintenant  qu'à  partir  du  terme  donné  c,   on  forme 
une  suite  infinie  de  modules  c,  c%  c'',  (/"^  etc.,  d'après  la  loi, 

cette  suite  de  modules  qui  est  contiauellement  croissiinte ,  a  ura  pour  limite 
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l'unité,  et  atteindra  sensiblement  cette  limite  au  bout  d'un  assez  petit 
nombre  de  termes. 

Si  on  appelle  par  analogie  h\  V\  h"' y  etc.  les  complémens  des  modules 
c'j  c",  cf^\  etc. ,  la  suite  b\  i",  b"\  etc.  sera  continuellement  décroissante  ; 
et  chaque  terme  se  déduira  du  module  précédent  suivant  cette  loi 

y=i=f,    V'  =  l:^,,    ^'"-=1=^,  etc. 

Soit  ensuite  ^,  (p'y  ^"y  (p"'y  etc.  la  série  des  amplitudes  qui  se  déduisent 
chacune  de  la  précédente  par  les  formules 

sin  (2^'  —  (p  )  =  c  sin  ^, 
sin  (a^"  —  (p'  )  =  c'  sin  ^\ 
sin(3(p'"~(p")  =  c"sin(p'', 

etc. , 

ou  formera  de  cette  manière  une  suite  infinie  de  fonctions  de  première  espèce 
F(c,  (p),  F(c',  (p'),  F(c/',  (p"),  etc.,  entre  lesquelles  on  aura  les  équa- 
tions 

F(c",  <p")  =  i±^F(c',  ^')  =  i±-M±l'F(c,  <p), 

F(c»',  <?«)  =  1±^  F(c",  ^")  =^  .  ^ .  4^'  F(c,  ,p), 

etc., 

d'où  il  suit  que  deux  quelconques  de  ces  fonctions  sont  toujours  entre 
elles  dans  un  rapport  constant  pour  toutes  les  valeurs  des  amplitudes  cor^^ 
respondantes. 

Quant  aux  fonctions  complètes,  leurs  rapports  seront  également  con- 
stans,  et  l'équation  F*  (jcf)  =  (i  •+■  c)  F*  C^)>  déjà  trouvée ,  donnera  succes- 
sivement 

P(c'')=(i  +  c/)F»(£/)L=(i+c)(iH-c')P(c), 

etc. 

63.  On  peut  encore  donner  à  ces  résultats  une  plus  grande  extension. 
En  effet,  la  suite  infinie  de  modules  c,  c'y  d'y  etc.,  qui  est  croissante 
dans  un  sens,  et  .qui  a  pour  limite  l'unité,  peut  être  prolongée  à  l'infini 
T*  I.  II 
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dAos  k  sens  oontraire  où  eUo  sera  décrousMite  et  âuia  pour  limite  léro* 
Désignons  par  c,  c*",  c*"*",  c^®,  etc.  cette  suite  décroissanCt;  la  loi  qui  ht 
deuK  termes  coiiséciiti£i  sera  semblablement 

Mais  pour  former  chaque  terme  au  moyen  du  précédent,  il  sera  plus 
simple  de  se  servir  des  taleurs  suivantes,  où  i**,  A^,  é"*®,  etc. ,  désignent  les 
complémens  des  modules  c^,  c%  4?^%  etc.. 

Cela  posé,  si  on  désigne  par  ^^  ^®,  ^%  ^**^,  etc.  la  série  des  amplitudes 

correspondantes  aux  modules  c^  -à^^  c^""^   c^^"""^  etc.,  on  aura   d'abord 

sin  (  2^  —  ^•)  =  c**  sin  ^"^ ,  équation  qu'il  faut  résoudre  pour  déduire  ^'  de 

9:  on  en  tire  successivement 

^o /      I    z.  \  ^n  o  "C08  ip 

sin  ^**  =  (  I  +  6)  — '      ■■    y 

C0S9*  = T     ^, 


A 


tang  r  =tl±|l^i. 
y  ^  I  —  ô  tang'f 

Cette  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme  très  simple  tang((p^-^9) 
=  b  tang  cp ,  et  on  en  déduirait  sans  ambiguïté , 

f*  âs  2^  —  c*  sin  2(p  •+•  ]^  é^*  sin  4^  — ■  I  c*'  sm  C^H-  etc. , 

ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  que  nons  avons  faite  sur  la  valeur  tou- 
jours limitée  de  2^'  —  ^,  qui  s'applique  à  2^—-^®^  2^*— •^••,  etc. 

Supposons  donc  qu'après  trvoir  détem^iné  les  modules  décroissans  c^ , 
c^ ,  c"^ ,  etc. ,  ainsi  que  les  complémens  ï®,  i®*,  &**••,  etc. ,  comme  il  vient 
d'être  dit,  on  calcule  successivement  les  amplitudes  ^^  ^••j  ^^••jetc.  par" 
les  formules 

ta»g{  ^•^  ^^<p*)^sztf  tamg  <p*; 
tang  (  ^^*  —  ^••)  =  i^  tang  ^*** , 

etc. 

Alors,  on aim  une  suite infime^de  fenctions  F(e,  9), F(jf, ^),  F(^,  ^T^),  elc 
liées  entre  eUet  par  ides  nip|Mnrts  constant ,  en  œUe  soiile  : 
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F  (c?-,  Ç)-)  =  i:*:^F  (c^,  (P-) , 
etc. 

et  parce  que  î  +  ^  as  ■   |     ,  ob  aura  successivement 

F(c»,   ço)=(i+A  >F(c,    ^  ), 

F(c°o,  <»-)=(i+4«>)F(c»,  r)  =  (i+A)(i+5«)F(c,(p), 

F(««*  ^)aq: (l-t-Ô"»)  F(<!»,  f»)  =s  (l +*)  (î-f-i»)  (f  4.  i-)  F(c,  ^), 

etc. 

r 

Lorsqu'on  feît  ^  =  -î-ît,  ou  a  ^®  =  ^,  ^***  =  2'7r,  ^•••  =  4^,  elc.j  d'où 
il  '  suit  que  les  fouçtious  complètes  ont  entre  dles  ce»  relations  : 

F'c»    =5  i-±-5  Pc, 

-      a  .    . 

F'coo  =  L±i!FV  :^  i±^ .  i±^  .  F'«, 

Pc-- =  ii^  Pc- =  i±i  .  i±^ .  i±*r  .  F'c , 
etc. 

0&  Temarquer»  d^iUeurs  que  tandis  que  les  moéule»  ^,  ^^  (^^  etc. 
dicroiasfiit  d'une  manière  rapide,  leurs  complëmens  h^t^^  d^,  ele.  s'ap^ 
prochent  de  plus  en  plus  de  l'unité  qui  est  leur  limite. 

\ 
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Application  é0  la  mémo  loi  nux  fmctions  eUiptitpneê,  de  la 

seconde  espèce^ 

64»  L4f>w<f!nFP^^«<i  présentement  le&deux  fonctions  E(c,  ^}ssfit^(cy  ç)y 
EÇc!^  9')=y2;Èp'A(cî',  ^')j  si  dans  la  seconde  formvîle  on  substitue  pour 
dçi'  et  A(c/,  ^')  les  valeurs  trouvées  art.  6i ,  on  aura 

II.. 
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substituant  dans  le  second  membre  la  valeur 

(C  COS  ^  +  A  )•  =i  2âL*  +  2cA  cos  ^  —  b*y 

et  effectuant  l'intégration,  on  aura 

et  de  là  résulte  la  formule 

A*F(c,  ^)=aE(c,  <p)—a(i +  c)Ê(c',  ^')+2Csm^,  ' 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  de  première  espèce  F{cy  ^)  peut  s'exprimer 
par  les  deux  arcs  d'ellipse  E(c,  (p),  E(c',  ^'). 

On  a  trouvé  (  art.   1 3  )  que  l'expression  de  l'arc  d'hyperbole  est 

T  =  A  tang(p--F(c,  ^)+**F(c,  ^); 

%\  on  y  substitue  la  valeur  de  &*F(c,  ^),  cette  expression  deviendra 

T=  A  tang^-|-E(c,  ^) —  3(1 -|-  c)E(€/,  ^')-|- acsin  (p; 

* 

d'où  il  suit  qu'un  arc  d'hyperbole  peut  toujours  s'exprimer  par  deux  arcs 
d'ellipse ,  ce  qui  est  le  beau  théorème  dont  Landen  a  enrichi  la  Géomé- 
trie ^'^ 

Nous  avons  déjà  appelé  G  (^)  la  différence  entre  l'arc  d'hyperbole  T 
et  sa  tangente  A  tang^,  terminée  à  4a  perpendiculaire  abaissée  du  centre  f 
cette  différence  s'exprime  donc  en  général  par  deux  arcs  d'ellipse*,  de 
sorte  qu'on  a 

G((p)  =  !i(i-|-c)E(c',  ^')— E(c,  ^)  — acîsin^; 

et  en  particulier  lorsqu'on  fait  ^  =  7  7r,  on  ^  pour  l'expression  delà  diffé- 
reuce  entre  l'asymptote  et  la  courbe, 

G*  =  !i(i  +c)E(c',  (p')  —  E* (c)  —  2c. 

Mais  puisque  ^  =  i^,on  a  sin(2^' — ^^)=c sinise,  oucosa9'=— -c, 

ce  qui  donne  sin*  ^'  = =        ,,;  donc  l'arc  E( c/,  ^')  est  celui  qui  se 

mesure  par  la  moitié  de  £'(£/),  et  on  a  E'(^,  ^')=:iE*  (0  + »(  '  —  *')• 
Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  G',  il  viendra 


CO  On  déduirait  aisément  des  mêmes  formules  que  tout  arc  d'ellîpsc  peut  s'exprimer 
par  deux  arcs  d*hyperbole. 
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&  =  (iH.c)E*(0  — E«(c); 

donc  la  trai^scendanle  G*  est  ^le  à  la  différence  des  dmx  quarts  d'ellipse 
qui  ont  pour  demi-axes,  l'un  i  -f-  c  et  i  —  c,  l'autre  i  et'  y^(i  —  c*). 

65.  Considérons  une  suite  infinie  de'  fonctions  E(c,  ^)  y  E(y,  ^%E(c''y<p")y  etc. 
formées  diaprés  la  ibéme  lo^  -que  les  fonctions  de  première  esfièGe  F(c,  ^) , 
F(c^,  ç')y  V(c"y  ^"),  etc.,  on  aura  d'abord  les  deux  équations 

ib^  F(c,  ^)  =  E(c,  (p)— (i  +  ^)E(y,y)4-^  sînç), 

mais  on  a  de  plus  F(c^,  ^)  ss     ^    F  (c,  ^)  ;  éliminant  donc  de  ces  trois 

équations  les  fonctions  de  première  espèce,  on  aura  entre  les  trois  fonctions' 
consécutives  de  seconde  espèce  E  (c ,  ^),  È{(/y  4^')>  E  {cf^,  qf')y  cette  équa- 
tion 

^iy(i  — **)  sinç  — ad'sin^'. 

La  même  équation  peut  être  appliquée  à  trois  ellipses  consécutives , 
prises  non  seulement  dans  la  suite  infinie  E  (  £î ,  ^  ),  E  (  c',  ^'  ) ,  E  (  c",  (p'') , 
^{.c"'y  ^"')y  etc. 9  mais  en  général  dans  la  suite  doublement  infinie 

dont  les  extrêmes  sont,  d'une  part^  l'ellipse  qui  a  pour  excentricité  i  et 
qui  se  réduit  à  son  grand  axe  j  d'autre  part ,  l'ellipse  qui  a  pour  excen- 
tricité G  et  qui  se  confond  avec  le  cercle  :  il  en  résulté  donc  que  par  la 
rectification  indéfinie  de  deux  ellipses  de  cette  suite,  on  obtient  la  recti- 
fication indéBnîe  de  toutes  les  autres.  .  ^     , 

lia  formule  générale  se  simplifie  lorsqti^il  s'agit  de  la  rectification  définie 
de  ces  ellipses.  En  effet  si-on  feitv^''dB=^i>^i;o|iâufa  (p'==9r  et(p===  a'TT, 

ce  qui  donnera  E  (c^yO  ==^U^)5  ^  (ï^^ 

donc  on  aura  entre  les  trois  quarts  d'ellipse  E'  (c)y^^{c')y  E'(c''),  cette 

équation 

p:F'*'(»4'*')E'(c),-^(a^A'>È'(<;aV<l4^  , 

On  aura  qpe  éqriàlîon  sêtitiblable  entjre  trois  termes  ooiiséciÉitirs  queieonquès 
pris  dans  la  série  générale  des  ellipses.  Ainsi  la  circojoférence  d'une  ellipse 
proposée  pourra,  toujours  se  déterminer  exactement  par  les  circonférences 
de  deux  ellipses  aussi  peu  différentes  de  la  ligne  droite  qu'on  voudra ,  en 
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prolongeant  les  séries  dMBi|-na«ena)  ou  ausiLpeii^iffi^ntes  du  cercle  qu'on 
voudra,  en  prolongeant  les  séries  dans  l'autre  sens. 
Dans  ce  dernier  cas,  il  faudrait  faire  usi^e  des  équation^  successives     . 

o:s:(i4-<^)E'(c  >— (a-f-A»  )E'(û'  )-H*»  {tr^à'  )E'(d-  ), 

etc.,  •          ,  .       . 

qu'on  prol<H^era|taitei  Ipin  qu'où  aiirait  cin  ifetob  prdlong^V  la  iiiite  des 
modules  «,  <f  ,<?% çWr»  :    -- 

La  détermination  exacte  et  absolue  dont  on  vient  de  parler  peut  être 
regardée  comme  un  théotëme  fi>rt  VemarquaMc  jà$ns  la  diëorie  des  tran»» 
tendantes  ^  mais  si  on  a  seulement  pour  but  d'obtenir  des  approximatioudy 
on  y  parTÎendffa  plus  facilement  par  Igs  méthodjpg  que  nous  donneraos 
ci- après. 

66.  Nous  avons  trouvé  (  art.  44  )  ^I^^  ^  ^^^^  fonctions  E'  (  c  ),  F'  (  c  ) , 
tant  pour  le  module  ^=2  sin  xS^^  que  poilr  soù^complément  d  ±s  sîn  yS^, 
peuvent  se  déterminer  par  l'une  des  quAtre-  fimctlons  suppoisée  connvè. 
Dodo  les  deux  séries  d*aUipsea  Cernées,  l'i^ne  d'après  le  muodule  «... 

c:^fÎD  i5*ï=:^(2i^L-\l1mtre  df  après  le  module  b  sssin  75*=:  yQ'Y'^j  » 

sont  telles,  que  connaissant  la  circonférence  d'une  seule  de  ces  ellipses ^  on 
pourra  trouver  k  eioconférMce  de  toutes  les  au(r6s.  il  en  est  de  myême  dea 
deux  8uites.de  fonctions  de  première  espèce  F^  (  c  )  formées  d'après  les  mêmes 
modules^  et  un  seiil  tÇiTOO  connu  dans  ces  quatre  séries >  suffira  pour  faire 
connaître  tous  les  autres. 

r^ous  avons  ^lemçnt  trouvé  (  art.  4^)  4^^  lors<pie  c  =;  sin  45"*?=  |/  ^, 
les  fonctions  F'(c)yE*(c)  peuvent  ae  déterminer  l'une  par  l'autre  j  mais 
d'après  nos  formules  on  trouve  aismient  ^ 

(  I  +  A^)  £*(«••)  Œ  E*  (  c*) -f- i'F*  (c^) , 
etc. 

Donc  en  général  toutes  les  ellipses  qui  composent  la  série  formée  d'après 
le  modulé  c  s=b  siïi  4^V^iït  telles,  ^^  tà'ctrccnfêiencèrde  l'une  d'elles 
étant çQ»xkW 9  on  pourradéierminar oelle de  toûttei! les nttx^^ 


t 
I 


•  # 
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Remarque  générale. 

67»  A/ant^tabli  entre  le»  amplitudes  ^'et  <p  l'équation  6in(29'— -9)=csin^, 
«t  entre  te  ^liodides  if^  et  «cl -ânaiba  c^  ss  ^^j  ndas  «▼ans  titniTé  Féqoa- 

tion  F  (Vj  ^)s;i  -^^  F  (c,  4?  )j  dVmilsuitq[uelcs  deuxfaiiptio9»F(c',  ç')^ 

P(^,4p),  Mmt  «nlM  €llm  d«M  nn  nippert  «oMlaot.  £b  ^eita  îles  eBémes 
Mlatkms  les  foiixrtions  ^6  seoMde  espèce  E  (  c\^^)^E{cy  ^), som  lîëes 
€Btre«fies  et  avec  la  fcmctioa  ^  ppenaère  espèce  F  (^,  ip  ),  par  Téquatioti 

(i  +  ;?)Efc%(p^)=ECc/(p)-^»-FCi?,4>)  + 

d'où  l'on  çonduJt  immédiatemei]^  ce  que  Landen  a  remarqué  le  premier , 
que  tout  arc  d^hyperbole  peut  élrc  iniestnié  par  deux  arcs  d'ellipses. 

Mais  oi^iafiBité  ^mtMS  <^i^oqaBnce8 1«^ 
la. série  des  modules  croissans  c,  c',  (/'^  etc.,  peut  être  continuée  à  l'infini ^ 
«B  même  temps  que  celle  des  ampBtudes  dêcroîssairtes  Py^'^  ^^  etc. ,  de 
sorte  qu'on  peut  -comparer  d'une  iofiuitd  de  manières  les  fonctÎDhs  £  et  F 
qui  se  rapportent  à  difierens  termes  de  féchelle  des  modules,  et  ces  compa- 
raisons sont  d'aotanC  plus  amlt^liéesy  que  i'ëchdile  âes  modldies  q«i  sf étend 
à  l'infini  dans  le  sens  des  modules  croissans  •  s'étend  aussi  à  l'infini  dans 
le  sens  desmodiiles  décroissant  c ,  fi^  c*?,  4^*^*^,  eto-t  «iquî  (îérniel  iTuppli- 
quer  les  deux  mêmes  équations  à  deux  termes  consécutifs!  quettonques  pris 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  ,     , 

Les  mêmes  cooséquencesIsùraSentpa  ait»  :tîreesde'f  équation  tang  (9*—^) 

^sfRilMO%p^ d'oià^ ûD&îsaotc''=:s ^^<^on ^éàm^  i«Mnédîafileme»t  F ( c,  ^  }, 
c9^^^^F^r^,^^,.iaiiiCR  q«^ane«ulTC  ^),  £{a,  ^) 

SP    ' 

liiliSs  iiesmcDvp  d  autres  suMtittrtKnri  peiivMt  donthitre  '  à  'de  seDronMes 
résultats,  et  quand  on  considère  cosibien  de"  tran^ormsttîons  ifusj^'ytjqttes 
ont  été  employées  par  Maclaurin  et  d'Alembert,  dans  leurs  recherches  sur 
les  intégrales  qui  peuvent  être  cxpcjiHiées.par.dfia  aqps  d^  «ections  coniques, 
on  a  lieu  de  s'étonner  que  la  transformation  qui  met  en  évidence  les  pro- 
prhMs-noml)reti#ts  de  A'AaheUe  Ai  m^M^ft^i^ur  nit  ^nta^nM^eat  édiiype 
et.gue  cette  décoiiverte  ait  été  réservée  à  ,Landen  qui  d'ailleurs  n'iea  a  tiré 
qn^iin  médi<Knré  parti   et  qui  n\  pas  même  vu  qu'elle  fournissait  une 


-^ 
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méthode  très  simple  pour  calculer  par  approximation  les  arcs  des  secticms 
coniques. 

On  s'étonnera  moins  qne  la  même  découverte  ait  échappé  à  Euler,  si  on 
observe  que  la  belle  intégrale  due  à  ce  grand  Géomètre,  l'a  conduit  à 
comparer  entre  elles  les  diverses  valeurs  d'une  même  transcendante^  comme 
on  compare  les  arcs  d'une  même  courbe ,  ce  qu'il  a  fait  avec  une  élégance 
et  une  généraUté  qui  ne  laissent  rien  à  désirer.  Mais  on  ne  voit  dans  aucun 
de  ses  Mémoires,  qu'il  ait  fait  varier  les  constantes  ou  les  paramètres  de 
ses  fonctions,  et  qu'il  ait  ainsi  passé  d'une  courbe  à  une  autre,  comme 
on  le  &it  dans  les  comparaisons  qui  dépendent  de  l'échelle  des  modules. 

68.  Nous  allons  &ire  voir  par  deux  exemples  que  beaucoup  d'autres  voies 
auraient  pu  conduire  aux  mêmes  résultats. 

Considérons llntégrale  Z  =  fi^^r+IFlS3r+^ > ^^ ^^ ^^* a:=tangi ^, 
c  =  sini8,  on  aura  la  transformée  Z t=  hf^ç^  J^ ^^> ^")  ~ ^ ^ ^^'  ^^' 
Pour  obtenir  une  autre  expression  de  la  même  intégrale,  soit  x=  -^^ 
et  h'  =  -î^ ,  on  aura  d'abord  Z  =  — r—  /  -rr? — ,   w  77      .,  u  ■ — ï\*  Soit 

ensuite  j^  =5 -j^  oot4>  ^=  |/(^  —  *'*)^^  i+c»  ^^  *^"^ 

Z  =  -4— 1777 Il  .  ,  tv  =  — T- F  C g^  «4/ )  +  const>  Égalant  ces  deux 

valeur  de  Z,  on  a 

F(c,  (p)  =  7:p  F(c',  4)  +  const. 

On  peut  donc  passer  directement  de  la  fonction  F  (  c,  ^  )  à  la  fonction 
F(c%  4)  qui  a  un«utre  module,  en  &isant  tang  ?^  s=  î/A^tJ^JL!!!'  > 

ou  ^b'  •  tang  4  =  tang  (  45^  +  ?  9)9  équation  très  simple  entre  les  ampli- 
tudes ^  et  4*  ^  faudra  ensuite  déterminer  la  constante  j  pour  cela  fid- 
saut  ^  =:  o,  on  aura  cot^s  |/^>  p^i*  conséquent  F(i?',  4)=S7FV,  et 
l'équation  sera 

* 

Il  est  fiicile,  comme  on  sait,  de  réduire  les  deux  termes  F  (c',  4)  *~  «  ^'^^  ^ 
un  seul  F^c/,  p')  ;  on  aura  ainsi  la  formule  connue  F(c,  f)  =  -jr"F(c',  ^î). 
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Nous  prendrons  pour  second  exetaplé  l'éc^Cwlion  énp  s:  ^'T.  .  °!j' 
dont  nous  nous  servirons  pour  transfi^er  llntégraley*^^ ,  J^.  ^.^^  =» 
F(c,  <p);  il  en  tésalUi  d(p szz^^^l r^ ^^, .^^  vljjâvt*  *'  "  °"  ^^ 
css-Xti  ou  Aasc*.  on  aura    t/f  i  —  c*  sin'é) sa  ■  T  .  .■  ^' .  ;  donc. . 

sans  additioii  dff . constante .,. parce  que  ^.. et. 4/1  ;Sont. nuls i en  même  temps. 
S  on  &it  ensuite  F(c»,  4)  =t  F(«*>  <P')>  <>"  aura  F  (c,  (p)=Bii^  F(c»,  ^•), 

ce  qui  est  le  prîhdipe  gêneraV  db'^^firàn^orâation  donné  par  Fëchelle  des 
modules.  P'aillears  li^veliitioni  directs  entre^leè  amplitudes  9  ^l.^'je  déduira 

des  deux  équations  sin  ^  =  ^^'j^^^  '''!^>toPg7^''==t^Pg4  î^(i-^^sin*4), 

d'où  résulte,  en  éliminant  '^V  ^^ ( ^^  "*  ç^Jss'^^îïi  ^•. , 

En  terminant  ces  obsffn^tîons  noua  siignalecons .  qenune  un  &it  di^e  de 
remarque,  qu^Euler  n'ait.rien  écrit  à.  l'occasion . du  mémoire  de  Landçfi^ 
imprimé  dans  les  Transactions  philosophiques  de  1775^  d'où  il  fiiut  con- 
clure que  ce  Mémoire  n'est  pas^parv^ù  i  siei- connaissance  ;  car  dans  l'hy- 
pothèse contraire,  cet  illustre  Géomètre  aurait  sans  doute,  suivant  son 
usage,  publié  ises  propres  réflexions  .sur  ime .  découverte,  analeptique  qui 
devait  particulièrement  l'intéresser.  ' 

,,  •_  __    \      ^ 
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.}.  .  .  ^    ."^^      ;> 


■»M'     '.  î    -T  '     :'  r <!  i  •      ." '.t-  :  *   î 


Méthode  d'approximation  appUqùéè  aità:,  ySnctiohs  ^èllqtfi^ies 

qe  là  pren^ère  espèce^ 

1    .     •    .     .  J  *  »  »   .         :     .  n .'       .       :    t.  ....  : .  /  •  . 

É. 
TÀKT  proposée  la  fonction  F^^ytpy-ddhïioih  Veut  aVoîr  ùné  valeur 

•wprochée«  on  calculera  1(^  ànodul^  ^dâ^eisfaqs  «•^..ct%  c^^,  etc.  et  les 

amplitndea  croissantes  ^%  ^ ,  ^^,  etc.  'pett*  les  formules  de  l'art.  63;  on 

aura  ainâ  snccessivement  ;    ' 

T.  I.  la 
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'    '  ''\  I-f»^**        l4"<^^  l?/..oo     i*00\ 


éHj-fc^ 


«ooo 


'  ■      .'<  ^T-j-  :  2   ,  .    .     a-,  ■      1      û 


f  («°**»»^>» 


o  'iti    /.  -    r     etc.  .•-,.„ 

Mais  lors'qùe  c  <ât  devenu  très  petit,  on  a  A^  i  et  /  —  =^.  îlCll  donc 

»1a  nimte'd^  anglëi  !>%  ^^^,  î(fr«**>,  ëtô,y  iiiAa^^s  mMudrepltoii: 
jfy<M  >5éMiâ$teil»ftift  «u  bdtftt- d'tai'^^citt^iû  nombril  de  ienÉea^  et  ba  ann 
la  fonction  ibtoaiidçe  y  .  /.]:.::          v  [  ^î   . .  -'. 

iM^t^'i^i^^  iaiîmîte  •  sep* ipaifeHkknentiWikfe Mite quWéim 

la  f  fenclion.  jpomplète     ... 

^IsVôrft  par  K,  ]pêut'  auôfiH  tfexpÀmet  de  cfettfe  mdtiièreï*: 

..  'J-        nx/d"    ai/c*»    aV<^      c 


'•  j  ' 


t  »  • 


ou 


■  »      •      4 


et  cette  forme  est  la  plus  aisée  à  calculer  par  logarithmes.  K  étant  connu, 
on  aura  F  (c,  (p)  =  K*,  «t  F'c  iv  K»  ^. 

Pour  Êiciliter  le  calcul  des  modules  décroissans,  on  déterminera  un  angle 
^uij^re^^fc  par  J'é^atic^^,sj»/it^i;^i?_,  cç^H^^^  donnera  i=x:o8r/*.et 
c*=:itaqg*  jfJL.  fraisant  de  même  £A=:^âng*^/t  =;=  sînju*,  fce  qui  cl^rffli- 
nera  un  nouvel  angle  fc^,  on'aura  cr's'tang^xJE^,  et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  c  fort  petit,  on  pourra,  pour  éviter  les  angles 
trqi  petite ^  calculer  le  tervie  suintant  xf  nar  -la  fiirmule  '  ' 

dont  le  premier  ou  tout  au  plus  les  deux  premietfiftinam^BftKMtt»  CsUe 


■'i  .*• 
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femmle  M  (irè  d<  l^xprwsioiiT 

*""  1  +  Ô  p*.         "^  -  C*  * 

Quant  au  calcul  des  angles  f  %  9^,  etc. ,  nous  n'avons  rien  à  ajouter  à 
la  simplicité  de  la  formule  tang(^-^ f) si  tang^,  qui  est  très  propre 
au  calcul  trigonométrique.  Nous  irapp^lerons  seulement,  ce  qui  résulte  de 
l'art.  63 y  que  l'angle  ^*  — ^  est  presqtie  ^1  à  f  lorsque  c  est  très  petit, 
et  quVti  fiénéral  sa  diU^k^enoe  avec  ^  est  moincJre  cfaé  l'angl»  qtù  la  pour 
ÔILU&  ^..  Ik  fim(  dqfiq  prendre  poiir  l'angle  9^  —^f  ^  OPA  £a^  fcPUjQUril  te 
plus  petit  angle  que  donnent  les  tables  des  sinus,  mais  celui  qui  approche 
beaucoup  de  ^,  et'  qui  peut  être  de  plusieurs  eireon^eAces/  --  ^ 


EXEMPLE. 


f  t  .1 


70.  On  demande  la  valeur  de  lfe£>iieUoQ  fÇQi9)y\oWj^^^^T  i/(»+V^3) 

=  sin  75*  et  tônfe  ^ta  \/(^)^ 

Yoiçi  d'&bor4  up  tobleaq  qui  oSr^;^  calcul  des  modules  et  de  leurs  com^ 
plémens  : 


f-O  .  (» 


û     =r^5in    76*^  o'   o'W«' '•  !• . -'^  i  *'♦  •  k'  9*98l494^i 
*     =  cos    75".  o.'  0,00. . . .  .••;....  '^:/fié^^^' 


i'«' 


'  ■  .'..(î 


«  •".    »...    »•»•:% 


•  1 


ftang*37. 36;  0.601  11  « 

*••  =  cos      6.  5.  9i38i.\.v.'.  ..•.  ;  9*9975452, 

^^ftang-  ô.;a.3^r  ^    ;^  .      .7.451167a, 

Isin      o.  9.4a,goJ  \ 

A— =  cos      o.  9.42,90....;...'....  9.9999983^ 
c'^^ss  i(c«*)»  -I-  ^ î. .... ...  A.3q6îJ6i\ 

'  t  ■ 

Ces  logarithmes  docmèront  «sèment  jt  Valeur  dé  R^  pourlècpielle  il  w^-- 
fira 'déployer  quatre  ftoteure.   On  aura  ainsi   lo^V^tmo.aiôoSGo  et 

13. • 
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K  =  1 .  7632087.  De  là  résulte  d'abord  F'  =  ;K=a .  768063 1  j  on  trouvera 

ensuite  par  le  calcul  des  amplitudes,  :^ 

p     =    47»  3'3o"94,      - 
^*    =s  .6a .36.  3,  lOy 

^••«  =  :ï4o.  ,0.  P,i9> 

Le5  autres  vdeiirs  de  p  augmenteraient  en  raison  double  ;  d'où  il  suit  que 

la  limite  des  angles  ?),— 7  ^,  etc.  est  3o**  ou  g;  donc  on  a  F(c,'^)=: 

•••  '    ^  .     ^  .         •     ,  •  .. 

Kg  =: G •922^877 >  ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  trouvëe  art  aS- 

Remarquons  que  puisque  la  limite  4  =  3o*  sx  .  ~,  on  a  F=^F'  ;  et 

en  efièt  cette  égalité  a  lieu  rigoureusement  d'après  la  valeur  que  nous 
avons  prise  pour  tang  9  •  Yoyes  Farticle  34- 

7 1 .  Étant  donnée  la  valeur  de  l'amplitude  0j  on  voit  cpi'il  est  &cile  de, 
trouver  la  fonction  F  avec  toute  l'exactitude  nécessaire;  réciproquement 
il  peut  être  utile  de  déterminer  l'amplitude  en  supposant  connue  la  valeur 
de  la  fonction  F.  Pour  ceL  effet  ^  il  faudra  calculer  les  termes  de  la  série 
c^y  c^,  etc.  jusqu^i  un  tefme  assez  petit  ponr  étre.négligé.  Soit,  par  exemple, 
ce  terme  à'^^^^  ou  Jiour  abréger  c®*;  puisqu'on  a  ^'bEsaç*^^^— c^sinaç**^-etc., 
on  aura  d'une  mani^  .suffisamment  exacte  9^  =  a^^,  et  à  plus  forte 
raison  ^*=:a9^,  etc.  Donc  la  limite  des  angles  py  jÇ^y  ^9^9  etc.  sera 

rgP^^  :  cette  limite  a  été  désignée  par  O,  ainsi  on  aura  ^cs  16*.   D'ail- 

*  .  F 

leurs  la  valesir  de  F  étant  donnée,  on  connaît  4  par  l'équation  4  =  ^; 

donc  on  connaîtra  aussi  p^s=z  i69.  Cela  posé,  on  calculera  successivement 
les  valeurs  de  f^  ^,  9^,  4),  au  moyen  dies  équations 

sin  (a^^'-r  ?^)  =  c^ sin  ^^, 
sin  (2^^»-f-  ^^5)  =  cû^  sin  ^^% 
sin  (3^  —  tp"^)  =  à^^  sin  ^®* , 
sin  (2^   —  ^®)  =  c**  sîn^®,  ..,       . 

et  on  aura  l^ainplitude  cbercbée  p.  ,     ,  .^ 

Cette  métbode  s'applique  piarticulièrement  à  la  résolution  de  l'équation 
F(%|/)  =  nF(^),  quel  qtke  soif  ri.  Étant  donné  ^,  on  connaîtra  F(^)  et 
nF(^),  ou  F(4);  ensuite  de  F (4),  on  déduira  l'amplitude  4v  comme 
on  vient  de  l'expliquer.  Ce  moyen  n'exigerq  jamais  qu'un  petit  nombre 


CHAPITRE  XIX.  93 

d'opëratioiis  ;  au  liêa  que  si  n  était  un  peu  grand  ou  seulement  fraction- 
naire,  les^méthodep  âlgëfariques  que  nous  a^ons  données  pour  déterminer 
^9  d'après  Féquation  F  (f^  =  nE  {ç)  deviaidraient  très  longues  ou  même 
impraticables. 

73*  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  en  général  très  expédi- 
tiye^  elle  exigera  seulement  qu'on  calcule  quelques  termes  de  plus,  tant 
dana  la  suite  des  modules  que  dans  celle  des  amplitudes  ^  lorsque  c  sera 
extrêmement  près  de  l'unité;  mais  on  peut  s'assurer  que  ce  nombre  de 
termes  ne  sera  jamais  bien  considérable;  car  dans  l'hypothèse  où  on  devrait 
continuer  la  siute  Cy'c^y  c^j  etc.  jusqu'au  dixième  terme,  pour 'que  ce 
terme  fiit  d'une  unité  décimale  ^dixième  ordre,  il  faudrait  que  la  valeur 
primitive  de  ^  fût  plus  petite  quel  o''^'  y  et  par  conséquent  que  celle  de  1  *--  c 
fût  plus  petite  que  io*"^\  >  :  .  .    ^      .     . 

L'universalité  de  la  méthode  est  suffisamment  établie  par  cette  observa- 
tion ;  cependant  lorsque  x  —  c  est  eltrémement  petit ,  on  peut  profiter  de 
cette  circonstance  pour  sim^ifier  les  calculs ,  et  procéder  d'une  autre 
manière  aux  approximations. 

Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  quantité  b  est  très  petite,  et  comme 

on  a  F  ^fy^^^y.^.^y  â  TampUtude  (p  est  telle  que  tang  ^  soit 

beaucoup  plus  petite  que  ^ ,  on  aum  d'une  manière  suffisamment  appro- 
chée 

•    •  F=i/^=logtang(45-  +  V(p). 

t  ♦ 

Si  tang  ^  est  comparable  à  ?,  il  &udra  transformer  .,1a  i^rmule  pro- 

posée  F  (  c,  9  )  en  une  autre  où  b  soit  beaucoup  plus  petit,  afin  que  daus 
la  transformée  b  tang  p  devienne  une  quantité  négligeable.  C'est  ce  qu'il  est 
fiicile  d'obtenir  en  odculant  jusqu'au  terme  convetiable  le$  liiodules  crois- 
sans  €^,  d\  etc.  et  les  amplitudes  déoroisSÉntes  9'^  ^',  etc^ ,  par  les  formules 
de  l'art.  62. 

Soit  pour  cet  ëfiêt  b  ==  sin  A,  on  aura  V  ss  tang*  ^  X  ;  soit  de  nou- 
veaa  V  ==  tang*  ^  A.  ac&  sin  A?,  on.  aura  V  =s.  tang*  {.  A',  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  un  terme  b^  qui  ait  le  d^ré  de  petitesse  exigé;,  on  calcu* 
lera  ensuite  les  amplitudes^,  ff',  0'',  ^'"y  eto^,  .jusqu'à  un  terme  ^^  qui 
corresponde  à  In  dernière  valeur  jda  b.;,  et .  ce  terme  étant  nommé  <b' ,  si 
l'onfeît  .  . 

'    «B^#__     a  a  a       ^  //c'c'c^.^.  etc.\ 

i  +  c    i  +  cr     i  +  c*  v\         0        J 


.*  *-vt 


94  FOCTIGNS  ELLIPTIQUES, 


F(c,^)=E'lûgtai.g(^«-|.i#'). 

One  Taknr  sen  exacte  son  pttiloDge  k  Riifiin  les fiMieiin dont  eal 
posé  K.%  et  U  suite  dool  #"  est  le  dernier  terme  ;  mais  au  bout  d'an 
petit  Domobrede  termes  «  OBobCieudneB  giocral  t6ul  le  ŒCgté  d  approimia 
tioQ  f|ii  (m  peut  désirer.  On  ammt  en  méine  leiiiiia  pour  la  hulImb.  com* 
plete  P  x^Jy  ^oki  la  xaleiv  domée  par  la  un  mule  pieoraculc  en  cudnaBt 
Fan^  #^  par  le  mojen  de  f  =  90*,  soîl  plos  ân^enKSit  encore  la  valenr 

P  (c)= IL' .  —  kg -^.  En  effet  de  FécpiationFVsr  (  I +c  }  Pcyon  tir« 

I>Qnc Pc  =  —7-  .  — ^  .  — ^  .  FV**;  oontinoant  cette  laite  de  uroduit» 
jinqu'an  ^1^  terme  et  olnerrant  que  lorsqpe  c^  est  assez  près  de  Funile  pour 


<|K  ladiErtmeei— i^aiiilM^EeaUe,€BaF>e^3slog.^ 
falenrdePc  dencnt  Pc  =&' .  —  kg «-^^ 

CXEXFLB. 

73.  SaitomnedHlesRttr  =  an  75-,  Ung  »  =  y/(^);ee«.6*p« 
finnonble  à  Fa|^4icatîon  de  la  méthode  préoédcnte,  parce  que  h  n'ert  pas 


*      a        * 


Oa  calcnlerm  d'abord  les  modules  croîssans  é ^  c\  c' ,  etc.»  et  leurs 
plêmens  V ^  V^  &*,  etc.,  comme  il  suit  : 


A  X5   Â    i5*  o'  o%M> 9«4i^99^f 

«  =  «•    ».  o.  isoo 9*9^494^» 

h  =(^  7.30.  o,ooJ 8.a38858^, 

•^ • •••••.9-999934«* 

*^  -  {*f<  ••»9-i-«»| 5.8757,.9. 

(sm      o.  o.etc.     J  4   à     ^^ 

^ O.OODOOOO, 

«•  =  (ii^)* 1.1493838, 

^* • O.OOOQ0Ô0^ 
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fiasoite  h^oïkid  4e3  «nali^itwiM  f ',  <', etc.  donntt  les  rëMilteto  MBv«ns : 

^♦:p=4$..i_.45,475, 

9'*=s46>i«a9«4') 
,        ^"=46.1.29.41. 

II»  mie»  4tt  facfeemr  &'  je  x&iâJàt  dxas  cet  exemple  à  1/—,  aiufii  on 
ft  log&^ss:  ôii^M7i{gf55  ;«l  fiottine  on  a  trouvé  ^  :a  46^t^^''4i^  on  «uni 

r  (?>)  =  K'  log  tang  68»<J'44"7o5. 

Ce  Iqg  tangenie  pris  dans/  les  Tables^  et  multiplié  ensuite  par  le  module 
pour  çn  Juiie  un  logarithme  byperboliquç^  donnera  , 

i 

log  F  SB  9,9650547, 

ou  T  SES  t>  .^99^16877,  tomne  on  1^  d^  trouvé  art.*  70. 

Si  dans  le  même  exempte  dh  veut' avoir  Ift  valetir  lÂe  h  fonotion  corn* 
plète,  n  faudra  &îre  p  ss  90^ ,  et  caletder  -saeeeMirenieflt  les  valenrs  de  tp', 
^  )  etc. ,  "M  tjtn  dounera 

tp»  î=s  8a»  3o'  0*00, 
^"  =  82.aB.a,B4, 
ip*=  ?>•. 

.  ■  ■      • 

Donc  la  limite  ft'  =  Sa^affol'J^p  et  aûisi  la  Ibnction  complète 

ou  logT's  0.44^ ^761  j   ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  trouvée  n^  70; 
mais  cette  valeur  se  trouve  l)eattcoop  plus  &c3ement  par  la  Ibrmule .  •  •  ^  • . 

r  «^"^  log  .  gj. 

nions  Tettrarqner<nis  qtre  4sns  tet  trsemple  il  a  ^é  nécessaire  de  reootirîr 
à  un  moyen  particulier  pour  ^détermîtier  avec  la  |irécision  tTonvMiible, 
l^dopèituria  9^  4pi  m  doofimd  semifalûttent  Mec  k  lÎBÛAe  ^'.  L'équation 
wÊàip^"^^^^'}^s:i(f%in-^(y  da  |fliii  ^lîveoiiB  ^oâr  déterminer  ip",  n'est  pas 
profil  ià  «domer  èien  gK»cir»fnt  dUs  fisàotioBS  de  seeimde  iioutenu^  dans 
f^f^  fiànot  «!■»  «esimctîons  afluant  Ares  .peo  Aur  le  siiuB  d'un  Migle  de 
8i%  trop  nffMdië  éie  IWigk  dfoit.  i)aa«  ice  cas,  et  daap  tous  les  sem- 
hkhhi  ifuî.^)6iiMift  se  otii0onAfar«y^n^déUtfmiBera  ^"  beaucoup  plus  exac- 
tement au  moyen  de  l'équation  tang^f^~-^''^.SB3i''tai^  9^^ i>u  if'  -^  ^"tsz 


xionfam 


uir 
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cela  9  il  Ssiudra  mettre  dans  le  second  membre  ^  au  lieu  de  ^'^  ce  qui 
donnera  une  première  valeur  approchée  de  ^'*—  9'',  et  par  conséquent  une 
de  9^  Substituant  de  nouveau  cette  valeur  à  la  place  de  (p''  dans  le  second 
membre,  on  aura  une  seconde  valeur  de  ^— ^''  qui  devra  être  approdiée 
au  moins  jusqu'aux  centièmes  de  seconde. 

Dans  l'exemple  dont  il  s'agit,  on  fera  donc  d'abord  f  ^— 9''s=R&'' tang82^3o', 
ce  qui  donnera  (p'— .^''=  1 '57^68  et  ^"ss  82^!i8'2'',32.  Subslitnaat  de 
nouveau  cette  valeur  au  lieu  de  ^',  on  aura  plus  exactement  ^- — -f''s9 
Ry'tang8a<^a8V',33=i'£;/,i67,  d'où  *''  =  82^a8'2",833. 

74*  On  voit  maintenant  qu'il  y  a  deux  méthodes  pour  déterminer  la 
valeur  approchée  dNiiie  fonction  de  première  espèce  F  (c,  ^)  dont  le  module 
et  l'amplitude  sont  connus.  Si  c  est  plus  "petit  que  |/|  ou  sin  45^,  il  cob- 
viendra  de  se  servir  de  la  méthode  du  n^  63,  suivant  laquelle  calculant  les 
modules  décroissans  c^,  c^,  c<^,  etc.  et  les  amplitudes  croissantes  f  ^,  ^ , 
9000,  etc.,  on  obtient  la  formule  F  (c,  ^)  =  R4. 

Si  le  module  c  est  plus  grand  que  sin  4^%  il  conviendra  de  se  servir  de 
la  méthode  du  n^  62,  qui  consiste  à  calculer  les  modules  croissans  1/,  é^j 
c'"^  etc.,  et  les  amplitudes  décroissantes  (fi\  ^",  ^\  etc.,  d'où  l'on  conclut 

F(c,(p)  =  K'logtaD6(45-  +  î*;).. 

Ces  deux  méthodes  s'étendent  à  volonté  l'une  et  l'autre  au-deU  de  la 

limite  que  nous  avons  fixée.  Mais  pour  diminuer  autant  qu'il  est  possible 

le  nombre  des  transformées,  il  est  bon  de  s'en  tenir,  à  cette  liinile,  et  de 

cette  manière  on  n'aura  jamais  besoin  de  calculer  plus  de  trois  termes  tant 

de  la  série  des  modules  que  de  celle  des  amplitudes ,  pour  obtenir  un 

résultat  approché  jusqu'au  septième  rang  de  décimales. 

Il  est  fort  remarquable  que  la  fonction  F  puisse  toujours  s'exprimer  & 

volonté  par  un  arc  de  cercle  ou  par  un  logarithme  ^  mais  on  voit  qu'elle 

se  rapproche  davantage  des  arcs  de  cercle  si  on  a  ^  ^  î ,  et  qu'elle  a  plus 

d'affinité  avec  les  logarithmes  si  on  a  c^>  j» 

* 

75.  ITous  avons  &it  voir  dans  Fart.  71  comment  on  détermine  l'ampH- 
tude  (p  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  la  fonction  F(c,  ^).  La  méthode 
exposée  dans  cet  article ,  a  toute  la  perfection  qu'on  peut  désirer  lorsque 
c*  est  •<  -î ,  et  elle  peut  s'appliquer  avec  succès  lorsque  c*  s'approche  beau* 
coup  plus  de  l'unité.  Cependant  si  l'on  veut  que  le  nombre  des  trans* 
formées  soit  le  plus  petit  possible,  il  fondra,  lorsque  c^  sera  >»  7,  appli* 
qùer  la  méthode  des  modules  croissans. 

Pour  cela  on  commencera  par  calculer  la  suite  c',  d\  d^^  etc.  jusqu'à  ua 
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terme  qui  ne  diffère. pçs  8eB8^)le9ieqjt..^e  l'upitë.  Cette  limite  est  </''  ou 
même  é\  lorsqu'ofi  çç  .veut  pas  |)iOu$6ec  .l^X9Ptîti;ide  au-delà  de  six  à  sept 

décimales.  De  1»  on  tirera R^j==; â//^ ^  ^  ^    V  K,'.  étant  connu ^  on  connaîtra 

log  tang-  {^"^  -fi  \  *')  =  -7.  De  ce  logarithme  hyperbofiqiue  ou  du  logarithme 

vulgaire  qui  lui  correspond,  on  tirera  la  valeur  dç  l^g],e  ^\  limité  des  an- 
gles cp',  ^",  ,^''V  etc.  Si  on  s'est  arrêté  à  c"'  en  négligeant  la  différence  i  —  c"', 
alors  ^''^  pojLirra.étre  pris  pour  la  limite  9/.  Cqnnaissant  9^'';  on  remontera 
successivement  aux  valeurs  de  ^^\  (p\<p  par  les  équations 

tang  ((p" -^ (p^  =  J'"  tang <p"',  ,;  • 

tang  ((p' —  <fi")  =  i"  tang  <p*,  '     ■         .        ;   i  "     ^ 
tanc((p  — ç')s=J' tangç'; 

I  ■    ■  .  I '1  '       •  •       .  /■        . 

on  connaîtra  donc  l'amplitude  cherchée  9.,  ;  . 

On  peut  par  ces  méthodes  déterminer  )a  fonction  F  en  connaissant  son 
amplitude,  ou  rédproS^ement  déterminer  l^amplitudé  en  conpaissant  la 
fonction  ;  dé  manière  qu'il  suffira  de'  câfcùlér  quatre  à' diiq  termes'  au  plus 
de  la'  série  des  modules,  et  un  pareil  nombre  detérbes  de  la  série  des am- 
pKiudes^pcrur  avoir  dix  décimales  exactes,  bi  les' Tables  dont  on  fidt  usage 
sont  'à*  dix  décimales.  Si  elles  en  avaient  vingt  \  il  sti0irait  de  caldloler  un  terttie 
de  plus  dans  les  séries  mentionnées  pour  avoir  des  résultats  èxiicté  jusqu^â 
la  vingtième  décimale,  et  ainsi  de  suite/ 


.  '    e. 
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Qç^idératiqns  généfoiç^.sifr.  t échelle  des  modules. et  sur  les 
i  .. propriétés  des. fonctions  IR  rapportées  à  différens  termes  de 
..vcette  échelle^  ,.   •,■■'.     .-;,  ;  \>-.  ,,:  ;  " 


niiUiiéféJsiiivàQte  : 
T.  I, 
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o  . . . .  b'", *",*',  *, 4*,  Ô»«,  ô»«  . . . .   I.  j        '     ^^' 

Dans  la  premièi:^*  on  distingae  deuï^pajrties,  Tune  à  compter  àe  c  vers 
\fi  droite,  se  compose  des  modules  décroissans  c,  &^j  c99y  {f^  •  •  •  •  ^  dont 
la  limite  est  zéro  ;  l'autre  y  à  compter  de  c  vers  la  gauche ,  oifre  la  sërîe  des 
modules  croissans  e^  d ^  é\  d^  . . . .  dont  la  limite  est  Punité.  Ces  deux 
parties  ne  forment  qu'une  suite  ou  échelle  des  modules ,  Kés  entre  eux  par 
une  seule  et  même  Ioi>  qui  consiste  en  ce  que  si  :p  et^  sont  deux  termes 

consécuti&9  on  a  constamment  x  =     \^  9  ^t  réciproquement *  •  •  •  • 

y  =  -'T  /Y  ~^Y  Qû  peut  donc ,  en  partant  d'un  terme  quelconque  de 

la  série,  former  successivement  tous  les  autres  termes,  tant  dans  le  sens 
où  la  série  est  croissante ,  que  dans  le  sens  cootraire  ^  la  limite  étant  zéra 
dans  le  premier  cas  et  1  dans  le  second. 

La  seconde  série,  qui  répond  terme  à. terme  à  la  première,  est  composée 

des  modules  complémentaires,  en  sorte  que  siV*  et  V*  sont  deux  tenues 

corre^pondans  dans  les  deux  suites,  on  aura  toujours  (c^y-^^b^yzss  i.  Au 
reste ,  la  série  inférieure  est  formée  suivant  la  même  lot  que  la  série  supé- 
rieure, avec  cette  seule  différence  qu'elle  est  crobsante  dans  le  sens  où  l'au- 
tre est  décroissante  et  réciproquement.  Nous  avons  adopté  le  signe  ^  pour 
indiquer  la  diminution  des  c,  et. le  signe  ^  pour  indiquer  leur  augmenta«- 
tion;  ainsi  on  a  c^ <  c,  c°<^  <  c^,  c'  >  c,  c"  >  c',  etc.  j  ces  signes  au- 
ront un  effet  contraire  sur  les  complémens;  ainsi  on  a  b^^b^  b^'^  b^^ 
V  K^hy  y  <  y,  etc.;  et,  d'après  cette  ohseivation,  toutes  les  fois  qu'il  y 
aura  lieu  d'échanger  entre  elles  les  lettres  c  et  2 ,  on  devra  eà  même  temps 
changer  les  signes  ^  en  ',  et  réciproquement. 

Lorsqu'on  aura  à  désigner  le  terme  iâ}*^  de  la  suite  décroissante  c^,  c^, 

€^y  etc.,  il  conviendra  de  le  représenter  par  c?®'*,  et  semhlahlement  cf*  dé- 
signera le  lâM^  terme  de  la  suite  croissante  c',  d'y  d'^y  etc.  Si  l'on  ne  craint 
pas  de  coiafondre  une  suite  avec  l'autre,  on  pourra  désigner  sim{dement 

le  terme  dont  il  s'agit  par  d^ ,  /u  étant  un  indice  et  non  pas  un  exposant. 

77.  Lorsque  &  =  c= sin  45^,  les  deux  suites  (A)  sont  les  mêmes  dans  un 
ordre  inverse ,  la  place  des  termes  ^ux  b  et  c  servant  à  toutes  deux  de 

centre  fixe.  Dans  ce  cas,  ou  aura  en  général  d^^  =  V^  et  c''*  s=  b^^. 
U  y  a  un  autre  cas  où  la  seconde  des  séries  (A)  n'est  que  la  première 
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renversée  ;  c'est  celui  où  l'on  à'b:^Vyèl  par-suite^  ott=s  -^V^9  e^ss^m^^  i 
s!=i  taog  syÇl  6^ rr^*  Al<¥?  4f^ 4^iix  sixtes  se  correspo|[ideot  epmvie  axx  le 


voit  ia:  .     .    '      > 


et  on  a  eh  ^étalerai  ■  '  ■'  -- 

■      »       ■  ■  î 

Si  on  voulait  égaler  c  à  un  autre  terme  pris  dans  la  seconde  des  suites 
(A),  on  retomberait  tpujourssrtlr  Ftto. ou  l'autre. <les  deux  cas  précédons. 
Par  exemple,  si  l'on  fait  c  ==  i" ,  il  s'ensuivra  c'  =  4'  =  jZ-j,  ce  qui  est  le 
premier  cas;  si  l'on  fait  ^?==y'',u  s'ensuivra y==  4^ te ^^V^^^  ce  qui 

revient  au  second  cas,  et  ainsi  des  autres  suppositicttis.'  ' 

^.  Il  résulté  jde  la  loi  de  noé  d^uxsmtes^,  que  riiarcty  sont  deux  termes 
consécutifs  de  la  première  suite,  p  et  q  les  deux  termes  correspondans  de 
la  seconde,  on  aura  généralement  ya:=3f/(^),  ce  qo2'dbUinëy'dAii9  tui 
sens  et  dans  l'aiUre.. ces  deux  séries  d'éqtmtions:'   *r      '   r*- 

c5»  =  2i/(c»i),  c»***d^av/(c»»*»),  d^b'^  =é  2  y^ic'^b'^)  y  etc.  \    ^. 


Si  on  multiplie  entre  elles  les  f«  premières  équations  de  la  première fi^e>  on 
iatita  lé  produit'  -■    •' •  ■  ...i.i.i  .-.    ..  -. ,.  .  ..•  •..  .■        ,   .j 

f 

d'où  l'on  tire,  eh  supposant  i  —  b"**  n^igeable , 

\ Â J\ T^T^'J '^  T '\\  :         ^^) 

on  aura  sèmblablement^  en  supposant  i^--^'l^]iëgligeable; 


.  1 


..■i      •  .    i> 


\ — 'c )\ — ^» — "/=*r       '    (Cf) 


«  »   •♦  ^     \  X  »       V 


Multipliant  ces  deux  équations ,  il  vieujdra  — j\j  ,. 

»  ■ .  ■    .  ...  '     M  I  ' .  f  ; .  .    . . . 


Cette  fi>rmtde  suppose  n^ligéafalef  I  tf^c  *  eit-i  :4«— ^^j^ainstles  dieax  pro* 
duits  compris  entre  parenthèses ,   sont    prolongés   vers  la  gls^ùche  }uar 

i3.«: 


^ 


y 
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qu'auxéusteurs  qlii.pwveiUi  être  omi^,v^jOmme  étant  ëgaux  à  l'unité  sans 
erreur  sensible. 

79.  La  fimction  complète  Fc  peut  s'exprimeir  de  dënrma^ières^l-tmeaii 
moyen  des  modules  décroissans  c^  c9y  c^y  etc.;  l'autre,  au  moyen  des  mo- 
dules croissans  c ,  c^^  c^',  etc.  '  • 

LapremièreeliJres8ionestiP'csfc^K^oùfc=t(i4^)^ 

on  peut  aussi  mettre  K  sous  la  forme-  K..=  -^ —  .  \'  •  \^  >  bu'bhià 
simplement  encore ,  sous  la  forme 


1  *f 


<  • .  ■  •  I   • 


OU,  Ton,  se. squvicifidf^  que,  la  suite  h^  Ifiy  ^^:^*^ j:  converge  n^pidemen^ 
vers  une  limite  égale  ^.l'unité. 

La  seconde  expression^  d'après  la  formule  de  Fart*.  73^  est.  Fc:is8-— 
ÏPg.,4,  où  l'on  •  .  , 


1 


R/« ï^' . £^^  : 2^;*!,  etc.  =  JQ- .  c^c'^c" . . Oî    ■ 


•1       ■  )■'••  ' 

•   •  •   •  'A 


on  supposé  dains^oQtttfermiué^  V^  lissez  petit- pour  qiiè  i  ^^c^'^  âôk  né- 
gligeable.     ,:,.      ,|  .  ,       .. 
Égalant  entre  elles  les  deux  valeurs,  de  F'c,  on  en  tirera  oettei  formule 
générale 

« 

où  l'on  voit  que  le  produit  sous  le  radical  doit  être  probngé  à  gauche  jus- 

qu'à  un  terme  b^^  qui  ne  difiet^  pas  sensiblement  de  l'unité,  et  à  droite 

jusqu'au  terme  i'^^^  asse^  petite  pour  que  le  suivant  b^^  ou  au  moins  son 
quarré ,  soit  de  l'ordre  des  quantités  négligeables. 
Si  on;  change  b  en  ç,L:0n  aura  semblablement  ' 

formulé  qm  suppose  i  —  </*  négligeable  ainsi  que  x  -—  b^. 

Si  on  multiplie  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre ,  et  qu'on  réduise  fe 
premier  membre  par  la  formcule  de  l'art  précédent,  on  aura  ce  résultai  très 
reuiarquable^ 


•  •    1 
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Ç.ii.*.  =  logl.logA.  (G) 

équation  qni  suppose  n^ligeable  le  quarré  de  V^  et  celui  de  c^. 

Lorsque  b=:Cy  on  a  généralement  b'^  =c^'*.  Ainsi,  en  supposiûit  le 

quai^  de  c^^  q^ligeable ,  celui  de  V^  le  sera  aussi ,  de  sorte  qu'on  peut 
fàSoffi  r.  :==./<(,  et  l'équation  précédente  devient 

î.a-=log.^.  (H) 

Ces  équtiti(ms  ne  sont  qu'approchées,  mais  en  donnant  des  valeurs  con- 
venables aux  nooibres  fc.et  y,  l'approximation  sera  portée  à  un  degré  quel- 
conque propose ,  plus  rapidement  qu^on  ne  pourrait  le  faire  par  toute  autre 
méthode?  Nous  en  donnerons  quelques  exemples. 

80:  .Remarquons  d'abord,  i^.  qu'on  peut  parvenir  directement  à  l'équa- 
iibn  '  (6)  au  moyen  des  doubles  valeurs  suivantes  ^  . 

Fc=:-K  =  -log.  i-, 

». 

Fi=-K'=  — log-i-; 
car  en  multipliant  ces  valeurs,  on  obtient  immédiatement 


?  =  ?V;  •  ^é'^'^Â- 


2"".  Qnelorsqùe  c=V^i ,  la  comparaison  de  l'équation  (F)  à  l'équation  (H) 
donhe 

11- 

où  l'on  suppose  x  —  </^  négligeable.  Gelle-Kïi  s'obtiendrait  immédiatement  de 

l'équation  (C)  en  &isant  6=sc,  ce  qui  donne  &^ss  c* . 

3^  Que  dans  l'équation  (F)  on  peut  supposer  c  déjà  assez  petit  pour  que 
ly^b  soit  n^ligeable,  alors  on  pourra  faire  c^  s=  ç,  ce  qui  donnera  cette 
fi>rmule  plus  ^mple  . 

Geijte  £mnnle  au  reste  ji'est  autre  chose  que  Téquation  -  &'s:F'&=log  -• 

^a  i  ■  ■        c 

—  8x.  On  peut  par  le  moyen  des  formules  (  F)  et  (I)  trouyer  le  logarithme 
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nombre  donné  par  le  nombre  tt^  on  réciproquement  trouver  le  nombre  9r 
par  le  logarithme  d'uu  nombre  fiicile  à  calculer  par  une  suite  d'extractions 
de  racines  carrées. 

Soit  proposé  d'abord  de  trouver  le  Ic^rithme  de  :i ,  on  fera  ^  sa  ^^* , 

fi  étant  un  nombre  suffisamment  grand  et  qui  se  détermine  par  lie  degré  d*ap* 

pro&imalion  qu'on  veut  obtenir.    La  supposition  feîte  donne  c  s=ï  a*^j 

et  comme  la  formule  suppose  c*  n^lig^able^.il  Êiudra  que  ^T^  le  soit;  donc 
si  on  veut  que  l'approximation  s'étende  jusqu'à  lo  décimales,  on  fera 
^^  a=  lo'*,  ce  qui  donne  environ  fi  =  i6.  Donc  en  iâisant  c  ==  (  ^  )'* ,  puis 

^'  =ï^'^''=r+?'  etc.,onaUralog|  =  i8log  2  =Î.2V(^^^- -.O» 
la  suite  cfyd'^  cf"^  etc.  devant  être  prolonjgée  jusqu'à  un  terme  qui  ne'diffi&reri 
de,  l'unité  que  dans  fe  11*  ordre  de  décimales^,  il  suffît  pour  cela  dç  ealçuïer 
la  série  jusqu'au  cinquième  terme  c^  On  trouve  en  effet  les  loganàimea 
suivans 

c^  ...  7 •89278  34o36, 

fi'  . .  •  9»  244^4  2008a , 

cf"...   9.85286  34601, 

c'\..  9.99379  84453, 

^^  •••  9-99998  89306, 

» 

c^*  • .  •  o .  00000  00000 , 

d'o^  ré^te  1(^  33^:0.69314718065}  la  vraie  valeur  est  o  6931471805  6. 
La  différence  qui  est  à  peine  d'une  unité  décimale  du  10*  ordre  est  due  a  l'im* 
perfection  des  tables  ;  d'ailleurs  l'esprit  de  cette  méthode  est  de  ne  pas  se 
servir  de  tables,  et  de  «calculer  c',  c^,  etc.  par  des  extractions  de  racines 

quarrées,  afin  d'en  déduire  log  2  par  l'équation  log  2  =  -^  ^(cVc*.  •  •  i). 

?  .  .      4 

Lie  degré  de   l'approximation    dépend  de    la  .première   suppodktion  .^ 

=^  2P^^  •  on  obtient  i  o  décimales  en  faisant  /t  :=:  16  ;  on  en  obtiendrait  à  peu 
près  20  en  faisant  fi  =  32 ,  et  la  suite  des  modules  n'exigerait  qu'un  terme  île 
plus,  savoir- c^',  mais  il  faudrait  les  calculer  tous  à  20  décimales  au  moins. 
82.  li  est  remarquable  *que  la  formule  (I)  peut  servir  à  trouver  directement 
le  logarithme  d'un  nombre  quelconque^  en  n'exigeant  guère  plus  de  cdcol 
pour  1^  '  que  pour .  l'autre ,  à  pareil  degré  d'approximation.  Par  exemple  ^ 

si  l'on  veut  avoir  le  logarithme  de  40 1 ,  on  fera  ^=  (4oiy*,^ou  c  ces  >■ 
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et  la  &nnule  donnera  la  valeur  exacte  de  log  4o  1 9  aux  quantités  prés  de 
l'ordre  c*;  prenant  /lasssS^  c^  appartiendra  au  i5^  ordre  de  déchnales; 

ainsi,  en  prenant  ^  =  Tj^s»  ^^  ^^^  directement  la  valeur  de  log  401  ap* 

proebée  jusqu'à  i4  décimales  au  moins,  et  le  calcul  se  fera  sans*  aller  plus 
loin  que  d*  ou  c^^  Aucune  autre  méthode  connue  ne  peut  faire  trouver 
aussi  promptemeht  et  aussi  immédiatement  le  logarithme  de  tout  nond)re 
donné  :  celle -d  suppose  que  9r  est  connu  jusqu'au  nombre  de  décimales 
demandé. 

Réciproquement ,  la  valeur  de  tt  peut  s'exprimer  aussi  exactement  qu'on 
voudra,  par  le  l<^rithme  d'un  nombre  qui  résulte  de  quelques  extrac- 
tions de  racines  quarrées  ;  car  on  voit ,  par  l'équation  (H) ,  qu'en  faisant 
c  =  ^\ ,  9r  sera  la  limite  vers  laquelle  convergent  rapidement  les  termes 
successifs 

Pour  savoir  jusqu'à  quel  point  4)haque  terme  de  cette  suite  approche  de  la 
vraie  valeur  de  5r ,  je  désigne  par  c"  le  n**^  terme  de  la  suite  c**,  c^,  c**',  etc., 
et  j'appelle  x  la  valeur  approchée  de  tt  donnée  par  ce  terme ,  en  sorte  qu'on 

aura  x  =:  -7^-.  log  ^.  Je  suppose  ensuite  qu'avec  le  ten;ne  ic""*"  ■  la  quantité 
X  deviennes:  —  c», on  aura  jc-—tf  =  -^l(^-]^;  mais,  suivant  l'art  69^ 

onaV*'=;i(c-)'+J^(c")*,donc^  =  (i)'(i-i(c-);),  et  par 
conséquent ,   log  (  ^;^  J  =  2  log  ^  —  ac»'*'  * ,    donc    x  —  ûi  == 


»— » 


log^  "^  '  ,'  ^  €?■  ■♦•  * ,  çt  par  coAséquent >  ûi  =  -j^,  €f**;  Mais  puisqu'on  a  d'une 
manière  très  approchée  ^  =  -^  log  -~,  on  aura  aussi  log  a  ==  —  (/»  —  3) 
log  2  +  log  -j- =:j^  (  n  —  3  )  log  a  —  2"  tr,  ou  en  logarithmes  vulgaires, 

loga>cs-^(i»-— 3)ioga  —  2""*(to»9i5). 
Lorsque  n=:3,  cette  formule  donne  loga>^-*- 10.915  ;  ainsi  letroi** 

sîènie  terme  :lî.log^,  donne  déjà  la  valeur  de  9r  exacte  jusqu'à  la  dixième 
décimale.  •  |R|«k. 

Lorsque 71  s=s  4 9  ^^  ^  ^8  ^=s— as.  i^i  j  ainsi  le  quatrième  terme  donne 
22  décimales  exactes ,  le  cinquième  en  donne  44  »  1®  sixième  88  et  le 


( 
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septième  175.  D'où  Ton  voit  que  ^log  4f  ^t  ^^^  yaleur  de  ne  beaucoup 

plus,  approchée  que  celle  qu'a  donnée  Wega  avec  i4o  décimales.  Quant  k 
la. valeur  de  d"^ ,  elle  se  déduit  de  celle  de  c  par  de  simples  extractions  dé 
racines  quarrées ,  puisque  d'un  module  c  on  passe  au  module  suivant  c^  par 

la  formule  c^ss    ~^\  ~  >^» 

83.  Supposons  maintenant  que  les  deux  fonctions  coihplètes  Vh^  F^c, 
soient  entre  eUcs  dans  un  rapport  connu,  en  sorte  qu'on  ait  F6  sniFc; 

comme  on  a  d'ailleurs  F'c=-K  et  F'^s^  — log~,  il  en  résulteta  —  = 

—  log  -^ .  Ainsi  ^  sera  ^al  à  la  limite  vers  laquelle  tendent  rapidement 

les  termes  de  la  suite 

•    ïïog?>  ilogji,  ilog^,  etc. 

Le  cas  de  &  :=:  c  est  compris  dans  cette  formule  en  faisant  /i  =  i  ;  mais  il  y 
a  d'autres  cas  où  on  peut  en  faire  l'application. 

Ainsi  nous  avons  trouvé  qu'en  fiiisant  c  =  sin  z  5""  =  ^  (/(a  —  f/3) ,  on  a 
F'i=  v^3  .  F'c;  donc,  en  calculant  la  suite  c®,  d^ ^  etc.,  d'après  le  Mo- 
dule c  =  sin  i5°,  ^^  sera  égal  à  la  limite  de  la  suite  \  log^j  ^log  -^j  etc. 

"   L'approximation  est  telle,  que  dès  le  premier  terme  on  a  ^= 

îTs  ^^S tT — ^  ^^  ^ '  i4i63(S,  valeur  qui  ne  difiere  de  la  véritâUe  que  dans 
•la ^ïîiiqûième  décimale.  >.. 

Nous  verrons  ci-après,  qu'en  faisant  sin  aa  =  tang*  .i5^  et  c  =  sin  a, 
on  a  F'i=  3Fc?}  ainsi,  en  calctdant  la  suite  des  modules  c?*,  c^,  etc.,'  d'à- 

près  la  valeur  c  =  sina,  on  aura  —  égal  à  la  limite  de  la  suite  Jlog^, 

|logJ^,  etc.  Par  le  premier \erme]  on  obtiénl'déjà  tT=:3*i4i^^^^7  9 

l'erreur  n'étant  que  d'uûé  unité  déciipale*  du 'huitième  ordre,  d'où  Ton 
peut  conclure  qu'au  cinquième  terme  l'approximation  équivaudrait,  i  i  38 
décimales. 

84-  Supposons  qu'on  veuille  trouver  l&inodule  c  tel^  que  le  rapport  des 
deux  fonctions  complémentaires  F'6 ,  F'c ,  soit  égal  à  un  nombie  donné  n , 

rationnel  oi;ii  in^^tionnel ,  il  faudra  satisfaire  à  l'équation  —  =  '-^  log  ^,  où 
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rhidice  14  devra  être  pris  d'après  le  degré  d'approximation  qu'on  veut  ob- 
tenir,  afin  que  les  quantités  de  l'ordre  i  —6®'*  ou  (c*^)',  soient  né- 
gligeables. 

Soit  par  exemple ,  n  =  yâ ,  si  l'on  prend  fc  =  3,  on  aura  log  -^ 

1^.2^ y  ce. qui  donne^  en  logarithmes  vulgaires,  log  cf^  =i a. 883g^  18161 
9082.  G)nnaissant  c^^^y  on  en  déduit  successivement  c^y  c^y  et  enfin  Cy 
dont  les  valeurs  logarithmiques  sont^ 

c*^  ....  6.7430a  08705  ii35 

c»    ....   8.67250  01689  43^5 

c     ....   9.61722  43l4^  62i4- 

Par  ce  logarithme,  on  trouve  c:=:  v^rr—  i,  et  en  efiet,  dans  le  cas  de  ce 
module,  on  a  exactement  ¥'b  s=  \/2  .  F'c. 

85.  Si  l'on  considère  le  rapport  des  fonctions  complémentaires  dans  deux 

degrés  consécutif  de  l'échelle  des  modules,  savoir  :  ^7-,  =q--,  on  trouvera  que 

le  second  rapport  est  double  du  premier.  En  efiet  on  a  l'équation  F'c  :=: 

(i  +  ^)  F'^,  d'où  résulte  aussi  F'i*  =  (1  +  4)  F'*;  et  puisque  c*  =  J^, 

on  a  i+c»  =  j^;  donc  |;r^===i.|;;^.isemblablementj^=^j;^^ 
de  sorte  qu'ea  général 

F'c       2^  •  Y'c^  ' 
On  aurait  de  même,  en  continuant  l'échelle  dans  l'autre  sens,  =q-:=:  2  ^n 

—  ^  pp  )  ®tc. 

Cette  propriété  est  générale,  quelle  que  soit  l'échelle  des  modules.  Dans 
le  cas  particulier  où  i  =  c  s=  sin  45^,  on  a  donc  F'i  =  F'c,  F'i*  ^^  2F*c**, 
F'***  =  4F*c^,  etc. ,  W  =  i  rV'y  PA"= ^  F'b"'y  etc. 

Si  le  module  c=  \/2  —  1 ,  on  aura  ^  =  c  et  c' 5=  i^  donc  p-  ^^^fTy 

Ainsi  on  a  dans  ce  cas.  F*^=  4/2  F*c,  et  par  suite,  F*i"  c=s  2 v^2 .  F'c** , 
F*&^  =  4V^^  •  F'c^,  etc.;  c'est  aussi  ce  qu'on  obtiendrait  immédiatement 
par  l'équation  FV  =  (1  +  c)  F*c,  où  c!z=ib. 

Les  deux  modules  que  nous  venons  de  donner  pour  exemples,  sont  les 
seuls  dans  lesquels  l'échelle  des  n^odules  est  la  même,  à  l'ordre  près,  que 
celle  de  leurs  complémens. 

T.  L  i4 


xo6  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

86.  Is  module  prioûtif  ^  iétant  à  yolonté,  toute  ibnctiou  F(C|^(p)  peut 

s'ejq)niner  par  mae  fonctîoii  semblable  F(c^,^**'*)  ou  F(i:'^., ip''*) ,  dont  1# 
module  est  pris  dans  la  même  ëchelle;  et  réciproquement,  ces  donûâniit 
fonctions,  relatives  à  un  terme  quelconque  de  l'échelle,  peuvent  s'expnmer 
par  la  fonction  F(c,^)  relative  au  modide  primitif. 

Dans  les  deaz  cas  de  cssi/^  et  c=s|/a«-«-i,  la  méiM  pvopriétt 

s'applique  aux  foDCtions  F(A^,  4*^)>  ^{^'^y  4''*)>  V^^  toutes  petnrent^trv 
réduites  à  la  fonction  F(c,^);  la  raison  en  est  que  les  modules  coinpIëiiifB- 

taires  b^ ,  b'^ ,  sont  compris  (dans  Fédbellc  des  modules  c ,  de  sorte  qu'il 
n'y  a  de  différence  que  dan^  la  JOpUtifiA^  ks  b  pouvant  4tre  changés  en  c 
accentués. 

Pour  nous  borner  à  comparer  les  fonctions  dont  les  modules^  sont  con7. 
plémens.  Fun  de  Fautre,  nous  ajouterons  ici  les  équations  particufières  qui 
résultent  de  nos  formules. 

Dans  le  cas  de  c  =  ft  =  sin  4S*,  on  a  des  rapports  très  simples  entre  les 
fenotioM  dont  il  s'agit,  savcôr  : 

F(c*»%  ^^•)  zsftB  F(*»^o,  pf"). 

La  réduction  entre  deux  de  ces  formules,  s'opérera  à  volonté  ;  car  on  sait 
comment  on  peut  déduire  ^*  de  (p\  ^^  ée  ^",  etc.,  et  réciproquement. 
Dans  le  second  cas  où  c  =  \^2  — - 1 ,  on  a  les  équations 

F(c  ,^)=     y/2T{h  ,(p'), 

Ffc-,(p«)=2v/aF(6%(p''), 

•     F(iïo%r)=;:4i/aF(ioo,^^% 

etc. 


par  lesquelles  on  poorm  toujoKm  faire  la  traBdfermatien  entre  âmxK  fonc*^ 
tipnsi  dont  les  moduksi  âoot  conipléinens  l'un  de  l'autiie. 

I^ous  avons  indiqué  ces  propriétés  avec  quelques  détails,  parce  qu'en 
gjénéral  11  y  a  très  peu  de  cas  où  la  fonction  F(c,^)  puisse  être  Jtranafiiç- 
mée  en  une  autre  F(&,  'f)  relative  9u  module  complémentaire.  Et  la  trans- 
formation ne  réussit  dans  les  deux  cas  précédens,  que  parce  que  Véchelte 
des  d  est  hi  métne ,  à  Tordre  près,  que  celle  des  c. 

&7.'0n  pourra  donc,  parla  même  raison,  transfbrmerjentre  elles ^  dans Jks 
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deux  mêmes  cas,  deux  fonctions  £  dont  les  modules  sont  complémens  l'un 
3e  Fanére.  (Test  ce  qu^  suffira  Je  iâire  voir  dans  le  cas  où  le  module  pri- 
mitif css  j/a—  I. 

On  à  en  général  les  dem  éifuatioosr 

F(c',(p')=-î4-'FCc,(p), 

ce  qui  suppose  entre  lé^  àtA]pfittX<féd  ^  et  (p  ta  relation  comprise  dans 
Féquation  sin  (2(p'  — -  ^)  =  c  sin  9 ,  ou  dans  son  inverse  tang  ( 9  •—  9')  =: 
i'ianfttp'. 

Faisant  dans  ces  formules  V  =.&)  ^'  =s  c^  £'  sa 3c ,.  ou.  aitta  k»  équa^- 
tions  suivantes  :     * 

Ainsi  la  fonction  Ë(d,f')  peut  s'expnmer  par  Ê(c,^),  etrédproquèménl. 
Soit  ^ss^Tf  on  aura  9-w^^f  I.(b j  f^ sz&h'b j.  £(c,^):=  aE'c,  donc 

E'b  =  v/a  (E?c—  cF'c) ,  F'*  =  i/a  .  Fc. 
Appliquant  a  ce  cas  Péquation  générale  des  fonctions  complémentaires 
^  s=  F'iE'c  H-  F'cÊ'i  —  F'cF'i,  on  en  déduira 

Ainsi  lea  fonctions  de  seconde  espèce  Ë'a,  &£^se  détflmûneat  parlesfonop 
tianiide  pseaiàra espàcei  F'c^  F'^^ «11^ seulement  par  Yioe  dédies,  puis^at 
lear  rapport  est  connu. 


14. 
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Méthode  d approximation  appliquée  €Uâx  fonctions  eUiptiques 

de  la  seconde  espèce. 

88.  do:csiûûoxs  généndement  une  fonction  G  composée  de  la  pieiièfc  eC 
de  la  seconde  espèce  y  en  sorte  qu'on  ait      * 

Si  on  y  substitue  les  Taleurs  an» ^  =:  ^  (  i  4-V  sin'  ç*  —  A'*  cos  f*),  ^ 


^^  •  -^ ,  on  aura  la  transformée 


=  i±f!(G--iBsinr), 

où  Ton  suppose  G*  fc:/(A^  +  B*sin*f)^,  A*=A+iB,  B*=:JBc*. 
On  trouvera  ensuite  par  de  semblables  transfiarmations, 

G^  =i^tfZ(G<«  —iB^sin^-), 


G~  =  i^ï^  (G*»— iB~sinf«»), 
'  etc.  '^ 

Ainsi  la  formule  intégrale  G  se  ramené  succcssnremcnt  aux  intégrales 
bhbles  G*y  G^9  G***9  etc.  y  et  une  seule  de  ces  intégrales  suflte  pour  délec^ 
miner  toutes  les  autres. 

Supposons  que  cette  suite  soit  prolongée  jusqu'à  un  terme  G^  asseï 
éloigne  pour  que  le  module  correspondant  c'^  soit  de  Tordre  des  quantités 
quVn  veut  négliger;  alors  on  aura  A*=  i ,  et  la  valeur  de  G^  se  réduit 

d'abord  à/(A^  +  Brsin*^)d^;  observons  ensuite  qu'on  a  B*=r^Bc*, 
B^=f  B*c^=^Bc*c^,  B~=:iBc*c^c^,  etc.;  donc  k  suite  B*,  B*, 
B^>  etc.  décroit  jios  rapdement  que  la  suite  c*,  €^y  c^,  etc.  Donc  00 

peut  Elire,  après  un  certain  nombre  de  termes,  ET  ^  0 ,  ce  qui  donnera 


■> 
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ÇfsfsA''!fl*ssA!*af  0,  ^  ^tant  la  limite  des  angles  (py  7  ^^  ^P^j  .«te» 
»  A  l'ésard  de  A**,  puiaqu'on  a  À»s«A-f-iB,  A~s=A»4.i*%  etc., 
rexpremon' générale  de  A''  sera 

•       .  •      •   • 

ant  il  çst  aisé  de  voir  que  la  yâleur  de  6  ^  déterminëe  par  celle  de 
G^,  est  composée  de  deux  parties;  Tune  KA^O^  K  désigmant  le  produit 
(i  +  ^)  0  4r  ^*)  (^  ^"  ^^)y  ^^^*y  Taûtre  algébrique  ou  périodiqi^e,  savoir  : 


Mais  comme  on  a  i  -|-  c**  :=  — ~->  i  H*  ^^^'^^  "Tt^j  ®tc*  9  cette  seconde 
{Nortie  peut  se  mettre  sous  la  Torme 

-  ?  f ilf!  sin  ^.  +  1^  sin  ç- H- etc.\ 
c\â-  ^^"4    1.-.-  ^ 

Donc  la  valeur  totale  de  G  sera 

"  

0  =  1^'**— 5(^sinr+^^^8inr*  + 

0n4>eut  ô^core  <lonner  4:  la  partie  algébrique  de  cette  formule  une  autre 
forme  qui  ^6erà  plus  facile  à  calculer  dans  certains  cas*.  jPour  cela  soit 
^^^ipdsièiy  (^••.i^ip^acBû^*,  Ç^^— ^îîsâ^**,  etc.,  on  aura  laspitexi'équations 
tang  AI  =  i^  tang^y  tang^^  c=s  ^^  tan^j^^  ss  Ifi  tang  (^  +  û») ,  tang  oi**  = 
&^tang^**®  =  A*^tang(^'  +  â^*),  etc.,  par  lesquelles  on  calculera  succès- 
ment  les  angles  û»,  û»^,  ai^,  etc.  Or  lit  valeur  ^*=s9-(-û>,  donne  sin9*= 

siq  9  cos  tf  +  008  ^  sin  01  =  (i  -f-  6)  on  ^  cos  oà  =  „  sin  ^  cos  â9  :=: 

—7--  sin  0  cos  *';  on  aura*de  même  siù  *••  ==  -7-^  sin  ^^  cos  oj'^ris 

^^  sin  ^  cos  (kl  COS  âi'',  sin;^«^»  ==^^^55^, sin  .4) „cos  a  cosi  ûj"»  cps  e^**^  etc. 

Donc  la  valeur  de  G  peut  être  exprimée  par  cette  formule  diont  la  conver- 
gence est  manifeste 


J      i 


G=  KA''*— î  B  sin  ^  cos  ^  (1+^  c®cosdii*4-  5  if^oos^^côs  »*^-+-ë«.).» 

•  •  •  »  *  • 

pana  le  cab  où  i^  ^  f  7^  la  partie  àljgébrique  disparaît,  et  bo  a  la  fonction 
complet»  G*  ==^''].i  TT. 


I  lo  FONcnrows.  nLmwims 


»•_  f- 


9a't  ^<  -h'^  ^^^  ^^^^  4torttieit  êuSRaetA  pMÉr  iloftser  la  iralfftt  db 
approchée  jusqu'à  sept  décimales  environ.  iieB  mâiiies  Jormiilf 
ront  être  eipployées,  ayec  ava^tfige  i  ^quand  même  le  module  e 
beaucoup  pH^  pvèà  de  l^imitâj  car  st^ofi-érail^  pa#^seB^>l»^  csso.pSSy 
iLea  résulterait  à  peu  près  c^  =  (^  7  ;  d'où  l'on  voit  qu'il  n'y  aurait  qj^iui 
terme  de  plus  a  calculer,  c'est-  iSre  quatre  termes  en  tout^  pour  atoirta 
vdbur  détî  avec'le^mêmff  flegréTd^^ 

TêbSs  tS&est'hesmxMxpjixa  près*  de  Ftunte,  eu  si  lyàat  ^  >  ^,  oil  fMl 
obtenir  un  même  degté  d^ppBoiimatiaa  avec  le  mpîadfa  jaopdbre  possible 
de  transformées,^  ârorsi  il '  coimeiidka  de  se  servir  de  la  seoonfle^méthode 
dont  nous  avons  fait  uii^e  en  pareil  cas  ^  pour  les  fonctions  de  la  première 
espèce. 

89.  Cette  méthode  consiste  à  prolonger  dans  luii  ordre  itmem^JktÊéai$;4u 
transformées.  Ainsi,  l'équation  entsa  6  et  G^  qui  donne  '   * 

G  +  i  B  sin  p^. 


■    •  .  .  ,11 

s'applique  semblablemeat  aux  deux  fonctions  6  et  G' ,  et  on  en  dëdidt 


*.  G'-^iB'sinlp, 


Gs^'^G'-^iB'sinlp, 


Pot  doit  «appo»erG^  =  /(A'H-Fsiif*')  ^,  A'«»^â 
-p-4  CkL  ama  seinbMJejneiiil  yy.des  trainfnnnfn  uitt^euci^ 


*    >k    • 


a. 


6«*=*j^G'-f-iBfsinr,      : 

elc;,  0    ; .    •"  -  :        -•  • 

Mais  lorsque  la  suite  G',  G'',,  etc.  «  sera  prolonge  jusqu'à  un  terme  suffisa 
ment  éloigné  G'*,  on  pourra  fidre  £^  =  i ,  A^  =  cos  ^,  et  alors  la  ânctltyn 

O*  deviendra  /(A^H-B^  sin*^)  -SC-,  ce  qui  donnera ,  en  int^rant, 

G^=(A^4-»')logtang(45o+iÇ)^)  — B^fi»^,. 

et  fiFsinr  égM  ritt*  àia^limit|^«f. 

On  connaîtra  donc  la  valeur  de  G  avec  toute  l'exactitude  qu'on  peut 
désirer,  en  prolongeant  la  suite  des  modules  d^'^^  ^^  etc.,  et  celTe  & 
leurs  complémens  V^  V'y  b"\  etc. ,  jusqu'à  ce  que  fe  dernier  terme  éel  oetnc-^ 


ci  b^  iQtt  a^iez  petit  pour  (|ua  ^son  quiuoré  scât  A^i^eable.  Alors  on  pourra 
ùàm-^^^  it»  ^  ciJwilant  vax  ^feû  ifwdbwt^^  Vermei»  Ae  ta^serié^^âér  mh- 
pHludes  ^9  ^",  p^f4dtc. ,  oi](  aura. le  dernier ^tarme  ^  qui  pourra  être  pris 
pour  la  linuie  df.  ^ 

Faisant  donc  Içs  substitutions  nécessaires  pour  avoir  la  valeur  de  G  au 

niO]WA  de  Gf,,  et  observant  qu'on  a  j^  ==  ;^  ^-^»s^^3:x  «^^ 
tMW<i»  4»tteiprnmk|  génei^e 


c^^ 


i;:-' ÉA?* -i-«ri  Jkig  tang<4^  4-4  «r] 

bit  conime,c>i^d«ssqsR.^agi^tilOn^         ■      \  tiù laiiiplement  K' 

— ^-^ \  IMvee^jtte  (^fmt^kreinfîsfour  l'unité.  Quant  i  la  ^ 

le  A^  +  B^^Âon  Va£pAUeJ/^an  aura 

Tiu— A    ■  ay  B        aB        4B  a^'B 

^ccV...c^'         ^         ce',     el^  cc'd'... 


GettQ  quantité  est  expqmée  par  une  évite  divcigente,  ce  qui  importe  peu , 
parce  que  le  nombre  des  termes  &  caloulRsera  toujours  assez  petit;  cepen- 
dant Û  est  fiïcilfi^  Â  on  .k  jug»  A  ^^<^  ^  ^  JWttrç  «oua  aii<»  autrt 
forme.  En  eflfet ,  considérant  If  comme  composé  de  L  et  de  la  somme  des 
différences  sucoeporas  1/— 1^,  If-'^-mtJ^  i«lé^  4>ii  Ikiuw  âsément 

oti')  tÉlS'  t{ur  'revient  su  mStaie , 


•fc*r.»;     y/Tîs.    y/^^x   "■-  * 


h'tr.;..v* 


^  waia  cette  I6'ttne  ki  «onvergenee  3e  ra/siâte  est  nilsmifeste. 
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Or  lorsque  J**  est  devenu  très  petit,  l'équation  entre, ^  et.ç'^*,  qm  est 
tang  (^— ij'*^  =  i'*+'  tang^*,  donne  i  très  peu  près  ^=!  ^*  + 
«H-itang^',  ou  sin  ^  =  (i  +  y^')  sin  ^.  Donc  «^^sin^****  — 

—  sin  ?^  =  ^  (i  —  *^')  »in  ?^*.  Cette  quantité  est  de  Pordre  *^S 

et  par  oonséqâent  n^ligeable ,  donc  on  aora  pour  exprimer  \  (f«) ,  cette 
suite  convergent^  : 

4 (|t) 5ÇS c sin  (p H — ^(c'  sinç'— Jsin^)  f 

4.-jl^(c"sin(p"-.^sinç')  .. 

-^.(c«'sinr-p8in<p")        - 
y  ccc  F 


Et  la  valeur  de  G,  exprimée  tout  entière  en  suites  convergentes,  sera 

G«K'L''logtang(45'»  +  i^)— 54(^). 

U  ne  &at  pas  perdre  de  vue  que  cette  approximation  est  fondée  sur  ce  que, 

dans  la  valeur  de  G/* ,  on  a  substitué  cos  ^  an  radical  ùt  dont  la  vraie  y|H 

leur  est  |/[cos*  ^  -|-  (^  sin  9^Y\  Cette  substitution  est  permise  tant  que 

(i^tang  ^Y  est  une  quantité  nég^èàUe;,  mais  elle  ne  pourrait  plus  avoir 

lieu,  si  ^  était  assez  près  de  90® ,  pour  que  V^  tang  ^  cessât  d'être  très. 

petit.  Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  défavorable,  qu'on  ait  ^^ssgo*; 
alors  il  faudra  prolonger  les  suites  d'un  terme  de  plus,  ou  jusqu'au  (a^  4*  i)*^'* 

terme,  ce  qui  donnera  tang  (pT*"'  == — -jrrj-  ou  y*"'  tang  ^/'^  sr  ^(J^)^ 

quantité  dont  le  quarré  V^^  est  très  négligeable  par  rapport  à  l'unité ,  puis- 
que (^*  était  déjà  supposé  négligeable.  La  formule  s'appliquera  donc  saniT 
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aucune  difficulté  3  ainsi  le  moyen  de  préveDir  toute  exception  y  est  de 

prendre  fi  assez  grand  pour  que  (ff*^^  ne  surpasse  pas  90^ ,  condition  qui 
sera  toujours  facile  à  remplir. 

Pour  atoir  la  valeur  de  la  fonction  complète  G^ ,  on  pourrait  faire  $=90'' 
dans  la  fiinnule  générale;  mais  cette  fotmule  ne  se  simplifierait  pas  sensi- 
blement, et  elle  contiendrait  toujours  un  nombre  de  termes  indéfini.  H  sera 

plus  rânple,  eu  se  conformant  à  l'observation  précédente ,  de  faire  9^*"' 
=  90*,  ce  qui  d<mne''taiig(p'*s=-— ,  8in^:=-- —-,  et  en  rétrogran 

dant,  <tr^:=mwy  ^'==m^  .• ..  ^'^'=a^-3r,y=:2^V,  (p^ziT^Tr 


IQ, 

et  enfin 


ss-a'*"  jj.  On  aura  donc  G  (ç)s=a'*  G*;. mais  dans  l'hypothèse  que 
(V^y  est  de  l'ordre  des  quantités  négligeables,  on  a  sin  ^  =  i  —  ? ^,  et 
log  tang  (45*+T^)  =  Tlog(~^j^=ilog(^)j.on  aura  en  même 

temps  la  quantité  4  W  =  Tfr  sm  çr ^^ i=  — r  j  donc 

K'I/*,      /4\         B 

* 

Ces  formules  pour  déterminer  tant  la  fonction  indéfinie  G  que  la  fonction 
complète  G' ,  permeUent  de  poussa,  l'approximation  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra, n  &udra  prolonger  le  calcul  des  modules  croissans  c'y  c'y  c'" y  etc., 

et  celui  de  leurs  complémens  b'y  i" . . .  é'* ,  jusqu'à  ce  que  //*^*  appartienne 
k  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger,  ou  à  un  ordre  ultérieur.  Il 
ikudia  en  même  temps,  s'il  s'agit  de  la  fonction  non  complète  G,  ne  pas 

donner  à  ^  une  valeur  plus  grande  que  s^^V.  On  calculera  alors  jusqu'à  la 
même  limite  les  valeurs  de  K',  1/  et  4  (A^)*    * . 

go.  Pour  appliquer  ces  formules  aux  arcs  d'ellipse  ou  aux  fonctions 
pn^rement  dites  de  la.secopde  ej^jjèce,  spit  G=:E=:/Ai£p,  on  aura  A=i, 

8=3— c». 

Par  la  première  o^thode ,  l'expression  de  l'arc  îùdfâfini  sera 

» 

T.  I.  t5 


n 
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Et  cello  du  qaart  d'ellipse 

E'(c)  =  KLf. 

Dans  ces  formules,  K  représente  le  produit  (i+c'')  (i-H^)  (*4-^^)i«te., 

contioué  jusqu'à  un  facteur  i  +^  où  c^  soit  de  l'ordre  des  quantités  néfjâr 
geables.  Cette  même  quantité  peut  se  mettre  sous  la  forme 

K  =  t/  Q  .  b'^y^b^  . . . .  J  etc. ,  plus  commode  pour  le  calcul  logarîth» 

mique.  Enfin  la  quantité  L  est  donnée  par  la  suite  convergente 

à  laquelle  on  peut  donner  cette  autre -forme 

^=W'V 5 4 "—8 «**=•> 

au  moyen  de  la  substitution 

Ces  formules  offrent  les  suites  les  plus  convergentes  qu'on  puisse  désirer 
pour  la  rectification  de  l'ellipse.  Elles  s'appliquent,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  non-seulement  à  des  valeurs  de  c  plus  petites  que  v/^,  mais  à  des 
valeurs  beaucoup  plus  grandes  et  très  rapprochées  de  l'unité. 

EXEMPLE. 

91.  Soit  proposé  de  trouver  l'arc  E  (c,  (p)  lorsque  c  =  sin  76*  et  tang  p 


=  v/73- 


Par  les  valeurs  déjà  calculées  (art.  73),  on  a  logK  =  o.346o56iy  ^=: 
3o%  r  =  6a''36'3"  10,  (p""  =  n9*55' 47^67,  ç^=a4o«o'o"j9,  ensuite 
on  trouvera 

L     =      0.3888658, 

^i^sin^'     =       0.3290186, 

^^-| — sinÇ**    =       o. 052287:1, 

£i^p!!!  sin  ^•^  —_  0-0013888, 


ej/<fc~c^c®*****^    . 


^mmmi 
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sin  ^~*  =      o.oooooio. 
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La  Mmme  des  parties  algébriques  est  o •  3799180,  ainsi  on  a  E(c,  ^)  =:•  •  •  • 
KXi .  g  +  0.3799180;  on  aura  en  même  temps  la  fonction  Complète  E'(c)= 

KL.-,  d'où  résulterait  E(<?,ç)=-|E*(t?)-|- 0.3799180.  Mais  puisque  Tari? 
E(c,^)  se  mesure  par  le  tiers  de  E'(c),  on  trouvera  par  les  fidrmijiles  de  la  tri- 

r^^     j^^^a3      JÊê 

section  (art.  60),  E(c,ç)=^E*(c)-|- — ôt-^J  le  résultat  précédent  s'accorde 

parfaitement  avec  cette  formule,  car  on  a  en  efiet  —^r-^= 0.37991 79. 

Le  même  calcul  donne  de  plus  logE'(c)  =  0.0319757  et  E'(c)=.  •. 
1 .0764049  ;  donc  dans  le  eis  proposé,  l'arc  E(c,^)= 0.7 687 196;  et  on  voit 
que  la  partie  déterminée  algébriquement,  forme  pbjfi  de  la  moitié  de  l'arc. 
Au  resté  la  valeur  trouvée  de  E'(0  s^accôrde  av€jc  oelîe  qu'on  déduirait  de 
la  formule  de  l'article  44 9  ^^  y  mettant  pour  F'(c)  sa  valeur  trouvée 
article  70. 

92.  Si  le  module  c  est  assez  peu  différent  de  l'unité  pour  qu'on  juge 
nécessaire  d'appliquer  la  seconde  méthode,  il  faudra,  dans  les  formules  de 
l'art.  89,  faire  A  =  x ,  B  =: -r- c*,  ce  qui  donnera 

ou  plus  rimplemeiU,  parce  que  ^f/^'ss  i  — >c^ 

Quant  à  la  valeur  de  K'  et  i  celle  de  la  fonctipir  «4/(ft),  elles  ne  dépendent 
point  des  valeurs  de  A  et  de  B;  ainsi  elles  restent  les  mêmes  que  dans 

l'article  cité.  On  aura  donc,  d'après  ces  valeurs^  la  fonction  indéfinie 

•  .    •  • 

E(c ,  ^)  =1  Kl/ tang  (45- + 1  »')  +  ^W . 
et  la  fonction  complète 

Ces  formules  pour  le  calcul  ^s  arcs  d'ellipse,  lorsque  le  itiodule  diffère 

peu  de  l'unité,  supposent  qu'on  prend  fc  assez  graod  pour  que  (&^)* 
appartienne  à  Tordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger^  ce  qui:  permet  de 
fiiîre  c^  =s  I. 
Si  on  veut  avoir  les  valeurs  de  E  (c,  ^)  et  de  E'c  approchées  aewlement  jusr- 

i5.. 
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qa^n  septième  ordre  de  dëdmales,  il  suffira  de  feire  fi  ss  3  dans  les  fermulet 

# 

précédentes,  ce  qui  donnera  K'=v/  - ,  et  parce  qu'on  a  V^V  =  i  — -  c^, 

^ = î^,  0»  h^n^e^L"»  Vy  (  .-•(<*')  )=  rfV-.=  ..(.■^.)!^v^.■H^) 

=ï  y  i*  i/rjf  >\)  >  ou  enfin  L''=  —  V^K'.  Réduisant  ensuite  la  partie  algé- 
brique, ou  revenant  à  la  forme  priotitive  de  c4/  (fi),  on  aura  les  formules 

E(c,  (p)= i  J*(K')»  log  tang  (45»+  \  (?")— c  sin  ^— a /csin  ^'H-j^  sin  ç" , 

E'c«^'(K'>'log^  +  r 

La  dernière  est  la  même  que  £'c  =  ~  i*  (^0*  ^'^  +  v'»  et  sous  cette  forme 

elle  offre  une  relation  assez  simple  entre  les  fonctions  complètes  E'c^  Pc  y 
relation  d'autant  plus  approchée  que  V  sera  plus  petit. 

9?.  Appliquons  ces  formules  à  l'exemple  de  l'art,  gi ,  ce  qui  est  un  cas  peu 
favorable  puisque  la  valeur  de  c  est  assez  éloignée  de  l'unité.  On  connaît 
déjà  dans  cet  exemple  les  valeurs  de  cf^  V,  b^^  ainsi  que  celles  des  unpli- 
tudes  9,  ^S  p"*  Au  moyen  de  ces  valeurs  la  calcul  de  la  fonction  E  (c,  f  ) 
sé.fehi  ainsi: 

l-partie     i*-(K')hog  tang(45^+i*")r    ou    ^*-(K0' F(c,  ^), 

^\/lL\..  0.0037477  5 
ib\..  8.5249624 
F(c,  (p)...  9.g65o547 


(!)  8.4937648  5. 


La  seconde  partie 
voici  les  valeurs  : 


j|?sin^''=         2.8293085,  (I)=  0.0311720, 

2V/c  sin  ç'. .  •  —  1 .4146540,  (II)  =  0.7075475, 


c  sin  ç...  —  o. 7071070,      E(c,ç)=s  0.7387195. 
(Il)  0.7075475. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que  nous  avons  déjà  trouvé,  et  on  voit  que 
la  partie  transcendante  contenue  dans  la  fonction  £  (c,  ç)  est  environ  24  ibis 
nunndre  que  la  partie  algébrique. 
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On    trouverait  également   que  la  fonction  complète  E'c  est  égale  à 
"1 .07640539  comme  nous  Palvôns  trouvée  par  la  méthode  des  modules  décrois- 

sans. 

94-  Pour  appliquer  les  formules  générales  à  la  rectification  de  l'hyperbole, 

il  ne  s'agit  que  d'évaluer  l'intégrale  G  =  / — -  qui  représente  la  quan- 
tité A  tang  ^  — ^  T ,  différence  entre  Parc  d'hyperbole  compté  du  sommet 
et  sa  tangente  terminée  à  l'axe  tnmsverse.  Or  en  faisant  dans  la  formule 
de  l'art.  88  >  As=c*,  B=— c*,  on  a  la  fonction  indéfinie 

G(c,*)==fKc-*(i^|-^-î:^9 etc.) 

et  la  fonction  définie 


G 


Cdle-ci  est  la  £fférence  entre  l'asymptote  et  la  courbe,  laquelle  s'exprime 
ainsi  très  simplement  par  une  suite  fort  convergente. 

Lorsque  l'hyperbole  est  éqnilatere  y  la  quantité  G'c,  qui  en  général  a  pour 
valeur  E"c  —  6*F'c ,  se  réduit  à  E'c  —  ^  F*c.  Mais  comme  dans  le  cas  par- 
ticulier où  c'  =  î==  ô",  on  a  -  =  (aE*  — ^  F')?*^,  la  valeur  de  G'  se  réduira 


•r  «• 


ultérieurement  à  %7-,  et  parce  que  F'-=;^^K-^  on  aura  encore  plus  sim- 
plement G*  =? -j  et  log  G*  ==  9.6269626.  . 

On  peut  regarder  comme  applicable  à  tous  les  cas,  la  formule  T  =• . . . 
A  tang  ^  — -G(c,  ^);  cependant,  si  c  était  extrêmement  près  de  l'unité,  on 
pourrait  pour  déterminer  G,  faire  usage  des  formules  de  l'art.  89,  après 
avoir  fait  A  =  c'  et  B=s  — c'. 
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Méthode  d approximation  appliquée  aux  fonctions  elliptiques 

de  la  troisième  espèce. 

95.  A.U  lieu  de  considérer  la  simple  formule  II  =  jj —        •  >m\  a  9"^ 

appartient  à  la  troisième  espèoe ,  nous  coosidérerons  plus  généralement  la 
formule 

qui  est  composée  d'une  fonction  de  la  troisième  espèce  et  d'une  de  la  pre- 
mière, affectées  de  coefficiens  constans.  Si  on  appliquait  le  calcul  «  ht 
simple  fonction  II,  la  première  transformée  contiendrait  une  partie  affectée 
de  la  fonction  de  première  espèce  F  (c%  p^)  ;  c'est  pourquoi  il  convient , 
pour  l'uniformité  des  résultats,  d'admettre  les  deux  sortes  de  fonctions 
dans  la  formule  primitive,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  pour  les  fonc-. 
tiens  G  (art.  88). 

Cela  posé,  si  on  fait  sin»^  =  ^(i +c*sin*Ç''  — A*cos  ^•),  et  ^  = 


i4-«'    d^ 


o 


.  — ^,  on  aura  pour  première  transformée 

les  valeurs  de  H^  et  de  ses  coefficiens  étant 


H —  /Ta*^ B^«'»^^^  yr 


«• 


A*  =  A  + 


(i -h  ^r  (!+/»)" 
iB 


I  +»» 


|io D         c*  +  a»  +  />* 

Ainsi  la  fonction  H(/i,  c,  ^)  est  ramenée  à  une  fonction  semblable  H(/i*,  c*,  (p*), 


/ 
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dans  laquelle  les  trois  élëmeDs  n,  Cy  ^  ont  subi  des  chaugemens  propres  à 
faciliter  les  approximations. 

La  même  loi  aura  lieu  dans  les  transformées  ultérieures;  de  sorte  qu'en 
faisant 

J\  '    I  +  »*»  «in*  ç»»/  A*»*  » 


n" 


A  oo  -:.  A«  -l-    • 

A    —A  -H-4— ?,  ^ 

on  aura  la  seconde  transformée 

TTo  _i±f!!  Th»»  — i^  r  rf^<>^  C06  ç^  n 

On  peut  continuer  indéfiniment  ces  transformations,  d'où  résulteront  une 
suite  infinie  de  fonctions  H(/i,  c,  (p),  H(»«,  c^,  Ç^),  H(/i*^,  c^%  ç~),  etc., 
telles ,  qu'une  seule  étant  connue,  on  pourra  déterminer  toutes  les  autres. 
g6.  Examinons  d'abord  avec  quelque  détail  la  loi  de  progression  des  para- 
mètres n%  n"^,  etc.  Si  on  fait  /z  =  me ,  et  semblablement  rf  s=  mV,  l'équa* 

lion  qui   détermine  »"  donnera   m°  =  ^7.     ■  ■■  Mais  on  peut  toujours 

supposer  le  paramètre  n  <C  c,  ce  qui  donne  m  <<  i  ;  on  aura  donc  aussi.  •  • 
m""  <  I ,  et  même  m''«<C  /tz;  car  de  la  valeur  précédente  on  déduit.  •••••; 

I  H s=  ^   ^    ,  — ï — ^  ,1 =:  ^ -^T^ ,  ce  qui  prouve  que  — , 

I»  1 4-  cm  '  m  i+ci»'^*  ^       m 

positif  OU  négatif,  est  toujours  plus  petit  que  l'unité.  Donc  les  termes  m, 
ni?y  in%  etc. ,  sont  tous  plus  petits  que  l'unité  et  forment  une  suite  décrois- 
sante; et  par  conséquent  la  suite  des  paramètres  n,  /i^,  n%  etc.,  décroit 
plus  rapidement  que  la  suite  des  modules  c,  c^,  c^,  etc.,  chaque  terme 
de  la  première  étant  plus  petit  que  le  terme  correspondant  de  la  seconde. 

A  l'égard  des  signes  de  ces  paramètres^  il  y  c^  deux  cas  à  considérer. 
1*.  Si  n  est  positif  ou  si  n  est  négatif  et  plus  grand  que  c%  ensorte  qu'il  soit 
compris  dans  la  forme  — - 1  -H  3*  sin'  8,  alors  n?  sera  positif,  et  il  en  sera  de 
même  de  tous  les  paramètres  suivans  /i^^,  /i^°%  etc.  Dans  ce  preouer  cas  se 
trouve  compris  celui  de  /i  =  =t:  c  qui  donnera  n?  =  c®,  n^  =2  c%  etc.  ; 
mais  ce  cas  est  inutile  à  considérer,  parce  que  d'après  l'art.  49 /^^  fonction 
H  se  réduit  alors  à  la  première  espèce. 

a^.  Si  /»  est  négatif  et  plus  petit  que  ^^  ensorte  qu'on  ait  /i  srs*—  c*  sm*9 
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on  pourra  fidre  semblablemeot  n<*  =—  c°*  siu*  0°,  et  l'angle  6°  se  détenni- 

nera  par  l'équatiou 

tang(fl°  — fl)  =  itangfl, 

ce  qui  est  la  même  loi  suivant  laquelle  l'amplitude  ^^  se  déduit  de  ^. 

Calculant  donc  successivement  fl^,  6®*,  9®^,  etc.,  d'après  cette  loi,  on 
formera  la  suite  des  paramètres  n**= — c®»sin*fl^,  i»^= — c^*sin*fr*®,  etc., 
qui  décroît ,  comme  on  voit ,  avec  encore  plus  de  rapidité  que  dans  le  pre* 
mier  cas. 

Connaissant  ainsi  la  loi  de  progression  des  paramètres  -n ,  venons  i 
celle  des  coefficiens  A  et  B  dans  les  transformées  successives.  Soit,  pour 
abr^er, 

, d^  +  M  +  n^      (l+yi)*  — &* 

~"  (I  +  by  (i  +  »)••"(!  +  by  (I  +ny  ' 

et  soit  désignée  par  k?  une  quantité  composée  de  à^y  b^j  n?y  comme  k  l'est 
de  c,  bj  n^et  ainsi  de  suite^  on  afira 

B«=^A:B,  B~  =  iA*«B,  B^  =  J  AA^Jl^^B,  etc. 

Mais  puisqu'après  un  certain  nombre  /i  de  termes ,  les  ^  et  n^  pris  dans 
les  suites  c®,  c®^,  etc.,  n%  /i%  etc.,  sont  assez  petits  pour  être  regardés 

comme  nuls,  il  est  clair  qu'il  en  sera  de  même  du  terme  correspondant  A^ 

de  la  suite  A,  k?^  ff^y  etc.,  et  qu'ainsi  on  peut  faire  en  toute  sûreté  B^  =  o. 

Quant  à  la  valeur  de  A^,  elle  sera  donnée  par  la  suite 

A'*  =  A  +    ^^    +  -ii^  4-  ii—  4-  e te 

qu'il  fiiudra  prolonger  jusqu'au  terme  qui  contiendrait  kf^  exclusivement. 

Appelons  toujours  0  la  limite  des  angles  ?  >  ^  9  ~7~  >  ^tc. ,  cette  limite 

étant  censée  atteinte  après  le  nombre  de  termes  /u,  on  aura  ^s=y^, 
et  parce  que  c^  est  de  l'ordre  des  quantités  négligeables,  on  aura  H^  = 

97«  11  est  facile  maintenant  d'avoir  le  résultat  des  transformées  succes- 
sives jusqu'à  la  Ifjff^'  inclusivement.  Soit  toujours 

■  •       a 

la  valeur  de  la  fonction  H  sera  donnée  en  général  par  la  formule 
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H  _.  K^^A»^  —  V^°       i  B      arc  tang  (y/w^  ain^^) 

S/j^     V/c*°       ^i&B      arc  tang  (v/n°^  gin  ^) 

j/c** ,  yc*»«     S/c"*^    i^B    arc  tang  (  \/  »^*^  ain  ^^) 

—  etc. 

Cette  suite  jetant  ^prolongée  jusqu^au  tennie  dont  le  rang  est  f^  inclusive-- 
ment ,  l'erreur  de  la  formule ,  mesurée  par  les  termes  suivans  y  ne  pourra 

être  que  de  l'ordre  c^^'  ;  de  sorte  que  si  on  ne  veut  pousser  la  précision 
que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  (/* ,  on  aura  un  terme  de  moins  à  cal- 
culer, tant  dans  b  suite  précédente  que  dans  la  valeur  de  K^  et  dans 

celle  de  A'*. 

Au  reste  les  arcs  de  cercle  qui  entrent  dans  la  formule  générale  se  chan- 
geraient en  logarithmes,  si  n  était  de  la  forhie  —  (f  sin*  6;  mais  ce  change- 
ment n'est  sujet  à  aucune  difficulté. 

Lorsque  ^zs^^yr  ou  =  un  multiple  de  ~  tt^  tous  les  arcs  de  cercle  dis- 

paraissent,  et  on  a  simplement  H  :=  KA^4.  Donc  la  valeur  de  la  fonction 
complète  est 

Remarquez  que  la  valeur  de  H  exprimée  par  les  transformées  successives, 
se  terminerait  d'elle-même,  si  on  avait  l'une  des  égalités  n=:—i*f-^>  ^®= 
— •  I  +ô**,  n^=: —  I  +  J*®,  etc.  :  alors  la  fonction  H  se  ramènerait  indéfini- 
ment à  la  première  espèce.^ 

Pour  qu'on  ait  en  général  —  i  +  ^  =  '«^s^  —  (^  ™  ô^)*>  il  fa^^  que 
colfl^=V/A^,  ou  qu'on  ait  F(c'*,  0^*):;=:  |  F'(c'*).  Mais  les  paramètres  successifs 
/!= — €^8in*fl,  i»^=  —  ^••sin^S^,  n^^= — c^sin'6^,  etc.,  étant  foitaés 
d'après  la  même  loi  qui  lie  entre  elles  les  amplitudes  8,  0*,  8^,  etc.,  on' a 

F(c,  fl)  =  ?.±-^F(c*>,  fl^),  F(c%  flo)  =zl^t^ F(c^,  fl^^),  etc.  j  et  en  général 

donnent  lieu  à  la  réduction  de  la  fonction  H  y  sont  donc  tous  ceux  où  le 
paramètre  /i,  de  forme  —  £?*sin*9,  est  tel  qu'on  a  F(c,  fl)  = -— —  F*(c), 

fi  étant  un  entier.  La  même  réduction  aurait  encore  lieu  si  on  avait  F(c,  0)^= 
^,  F'(c) ,  ar  -|~  I  étaat  un  ncMubre  impair  quelconque. 

T.  I.  i6 
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Les  formules  d'approximation  qiie  nous  venons  de  donner  pour  déter- 
miner la  valeur  des  fonctions  H  et  IT,  peuvent  s'appliquer  à  tous  les  cas,  et 
le  plus  souvent  il  ne  fiiudra  calculer  que  fort  peu  de  termes  pour  obtenir  un 
grand  d^pré  de  précision.  Cependant  si  la  différence  i  —  c  était  tellement 
petite  qu'il  fiJlûi  j^pelmiger-assex  Iqin  la  suite  c^y  é^^  €^*^j  etc.  pour  parvenir 

k  un  terme  négligeable  c^ ,  il  pourrait  être  préférable  de  suivre  la  seconde 
métbode,  c'est-à«dire ,  de  &ire  les  transformations  dans  un  ordre  invene, 
ainsi  que  nous  Tavons  pratiqué  en  pareil  cas  relativement  aux  fonctions  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

98.  Et  d'abord  si  la  différence  i  —  c  est  déjà  assez  petite  pour 
qu'elle  puisse  être  négligée,  on  pourra  intégrer  immédiatement  la  for- 
mule H  ^  M  A  H r- — ^V- 1  ?î  en  mettant  cos  0  au  lieu  de  A,  ce 

qui  donnera 

u        /ai      B    \i       *         //«^o    I    i^\«        ®       arctangCt/ïisîiif  ) 

H  =  CA+7^)Iogtang(4o-  +  î1»)^^^. ^ 2- 

Cette  intégrale  est  rigoureuse  lorsque  c  =  i  ;  mus  s'il  y  a  une  difierence, 
quelque  petite  qu'elle  soit,  entre  i  et  c,  elle  ne  pourra  s'appliquer  sans 
erreur  k  des  valeurs  de  <p  plus  ^ndes  qu'une  certaine  limite.  En  eifet  y 
la  quantité  A  qui  en  général  est  ^(  cos*  ^  +  &*  sin*  ^  ),  ne  se  réduit 
à  cos  9  que  lorsque  cot  ^  est  censé  beaucoup  plus  grand  que  b.  Cest 
pourquoi  il  convient  de  cbercher  une  formule  qui  donne  la  valeur  de  H 
pour  toute  valeur  de  9,  dans  Thypotbèse  seulement  qu'on  puisse  nifj&r 
ger  les  termes  aflSsctés  du  facteur  b  élevé  au  quarrë  ou  a.  une  puîsBancc 
supérieure. 

Pour  cet  effet  nous  supposerons  qall.a  été  &it  dans  la  fonction  H  une  pié- 
paratîon  relative  au  paramètre ,  de  manière  que  n  soit  positif  ci  plus  petit 
que  c,  ou  n^tif  et  de  la  forme  — -  c*  sin*  0,  ce  qui  se  fera  par  les  formoliis 
(/Oet(^)dudiap.  XV. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction  H,  je  la  mets  sous  la  forme 

et  il  restera  à  déterminer  P  par  la  formule 

J'observe  ensuite  qu'on  a  ^^  =  1  —  ^.^"J**^  ^^rdoncsionfiâl 

*  A  A(o06f  +  A}' 


Q         r  ^  cos  f  sin*  p 
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on  aura 

p  -j.  arc  tâng  (\/»  sin»  j^  ^^ 

Tout  se  téâxnt  donc  à  trouver  une  valeur  approchée  de  l'int^rale  Q.  Pour 
cet  ^et ,  j'observe  qu'on  a  cos  ^  -4*  ^  ^  ^^>  ^^  ^^  9  "H^  ^  2  cos  Ç  ;  donc 
si  on  fait 

Qf        r       dç  sîn*  ç> 

Qr/ r  dpcoê^$in*ç ^ 

~V    (  ï  +  »  sin*  f )  (  I  —c»  «itt*^)^. 

on  aura  Q  <C  Q'  et  Q  >>  Q'^  Qren^remîep  lieu,  la  combinaison  des  iniëgraïes 
PetQ'donne(i+7i)Qr4.p  — y^,  d'où  résuUeQ'.=  ^^'\'^^~^. 
donc  on  a 

p       arctaDg(i/n8m»)_Jj^p.        y   ,    j^p 

ou 

On  trouve  ensuite  par  l'inlëgration  directe, 

(c-  +  »)Q"=^log(i±f£|)-^arctang(v/«sin(p3; 

ou  en  rejetant  les  quantités  dé  l'ordre  è^  qui  n'en  produiraient  que  de  l'ordre  6^ 
dan3P, 

(H.«)Qr'=i  log(i±l^).-^arctang(/»8m^); 

daae  on  « 

p  ^  /      ,      i  &*  \  arctang(V//>8mç>)  ^_  ^  &*    i      /i  +  g  «in  ^\ 

La  plus  grande  différence  entre  ces  deux^liinites  de  P-  a  lieu  lorsque  ^=90% 
el  comme  on  a  dans  ce  cas  F'(cJ  =  log  t  ,  log  C  ^    )  =  a  log  | ,  cette  diffé- 

renée  :=  »  .  î  log  a.  Elle  est,  cooimeon  yoit^  yetëM^éesquantitës  qu'on 
ireut  P^fligar.  Ainsi  on  a  avec  une  #iactitaAet  suffisante , 

P  =  ^  arc  tang  (i/n  sin  ^) — -ijl  F(i?,  (p), 
•ce^iui  donne  la  fonction  cherchée 


i|  ^opdsokQ  pour  la  fonction  complète , 
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Ces  valeurs  de  H  et  de  H'  sont  celles  qu'il  convient  d'employer  si  les  quantités 
de  Tordre  j^sont  négligeables,  et  alors  il  n'y  a  pas  lieu  de  recourir  aux  transfor- 
mations ;  mais  il  convient  d'examiner  particulièrement  le  cas  où  7»est  négatif. 

Le  cas  de  /i^—  i  +6'  sin*  9,  oii»-|-  i  serait  de  l'ordre  i',  ne  permet 
pas  qu'on  lui  applique  avec  succès  les  formules  précédentes,  c'est  pourquoi 
nous  l'avons  évité  par  une  transformation  qui  rend  n  positif. 

Le  cas  de  ii  =  —  c*  sin*  6  ne  souffre  aucune  difficulté ,  si  6  n'est  pas  trop 

près  de  90%  parce  qu'alors  ,  reste  une  quantité  très  petite  ;  «eulemest 
dans  ce  cas ,  il  foirt  changer  l'expression  ^^  vn^^yn  sin^}  ^^  celle-ci ..... 
— : — T  loff  (  — = '  ù  '       )'  Mais  si  en  même  temps  0  est  très  près  de  qo", 

2c  sm  d     '^  \i  — csinOsmf  /  ^  ^  *  ^    ' 

le  dénominateur  1  +» équivalant  à  i*^  +  c'cos*fl,  devient  très  petit;  ce- 

pendant  tant  que  cos  6  sera  beaucoup  plus  grand  que  &,la  fraction  ou 

^  ,  — ^  demeurera  très  petite,  et  la  méthode  précédente  sera  applicar 
ble  ;  mais  si  cos  â  est  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  b  ou  d'un  ordre 
supérieur ,  la  fraction  cesse  d'être  négligeable.  Pour  obvier  à  cet  in- 

convénient, il  faut  recourir  à  la  formule  du  n^  55 ,  au  moyen  de  iaquellè 
toute  fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  n  =  —  c*  sin*  0 ,  peut 
être  transformée  en  une  autre  fonction  dont  le  paramètre  /i^  =  —  c*  sin*  A, 
pourvu  qu'entre  les  angles  6  et  A  on  ait  la  jrelation  h  tang  0  tang  A  =  i . 

Alors  on  a  — ; —  ^ — ; — •,=  i*,  donc  des  deux  facteurs   — ; — ^,  --; — 7,  il  y  en 

1+1»     l+n  '  l+j»'l+i»'       ^ 

aura  toujours  un  plus  petit  que  b  ;  d'où  il  suit  qu'à  l'aide  d'une  transfor^- 
mation ,  si  eUe  est  nécessaire ,  l'erreur  de  la  formulé  n'excédera  pas  les 
quantités  de  l'ordre  b  ;  et  parce  que  dans  le  cas  le  plus  défavorable ,  qui  est 
celui  de  i  -hii=  i  -f~ii'K&,  la  valeur  de  H'  devient  très  grande  et  se 

rapporte  à  Tordre  i""*,  ou  plus  exactement  à  l'ordre  i~*  ^^sCl)  ^^  ^^ 

très  peu  différent,  il  s'ensuit  que  l'erreur  absolue  étant  de  l'ordre  A,  l'erreur 
relative  est  en  effet  de  l'ordre  6*,  ainsi  que  dans  les  cas  où  n  est  positif. 

Nous  sommes  entré  dans  ces  détails  pour  prouver  que  lorsque  i  —  e 
est  assez  petit  pour  être  négligeable ,  les  formules  trouvées  pour  H  et  H' 
peuvent  donner  une  approximation  suffisante,  sans  exiger  de  transforma- 
tions autres  que  celles  qui  ont  été  indiquées  par  les  artieles  54  6t  55.  Mais 
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la  méiliode  que  nous  allons  exposer  a  l'avantage  de  donner  une  approxima- 
tion indéfinie,  qui  s^applique' généralement  à  tous  les  cas. 

gig^  L'équalion  trouvée  n"*  gS  entre  H  et  H^,  s'applique  aux  deux  fono* 
lions  consécutives  H'  et  ^,  et  donne  la  transformée        ' 

on  aura  eu  même  temps 

et  les  coefficiens  n',  A',  B' devront  être  déduits  des  équations 

„  ^       »'(»'  +  c'f)  B—B-        (,+nO»--y«  A  — A'J^ï^ 

On  sait  bornaient  se  calculent  c',  b',  ^',  aii  nioyen  de  c  et  ^;  il' ne  s'agit 
donc  que  d'examiner  la  loi  de  fdt-malion  des  quantités  n',  A',  B'.  Et  d'abord 
pour  déduire  n'  de  n,  on  a  la  formule 

d'oii  l'on  voit  qu'il  faut  faire  abstraction  du  cas  où  l'on  aurait  /»?=: •  ^ 

—  I  +i*sin'ô  ;  car  si  ce  cas  avait  lieu,  le  paramètre  n'  deviendrait  inia- 
ginaire ,  et  ou  tomberait  ainsi  dans  une  difficulté  plus  grande  que  celle 
qu'on  veut  résoudre.  Heureusement  il  n'y  a  aucun  inconyénient  à  faire 
cette  exception ,  puisque  par  la  formule  du  n^  54  y  toute  fonction  proposée 
de. troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  de  la  forme  -^  i  +  ^*  sin*  9,  peut 
être  transformée  en  une  autre  dont  le  paramètre  soit  positif.  Nous  pouvons 
donc  nous  borner  à  considérer  deux  cas  principaux ,  celui  où  n  est  positif 
et  celui  où  n  est  de  la  forme  —  c*  sin^  6.  Dans  ces  deux  cas ,  on  peut  s'assu- 
rer que  la  valeur  de  n!  sera  toujours  de  n^me  forme  que  celle  de  n,  ainsi 
rien  ne  pourra  arrêter  le  calcul'  des  transformées  successives. 

loo*  Soit  donc  en  premier  lieu  72=— -c?* sin*  9,  et  semblablement  /»'=•  • 

—  ^'•sin^û',  on  aura  par  la  formule  précédente, 

sin*  9'=  i  +  i  c  sin*  a  —  icos  &A(8). 

C'est  la  même  loi  suivant  laqpellè  l'amplitude  <ft'  se  déduit  de  ^  ;  elle  peut 
être  représentée  plus  simplement  par  l'équation  sin  {2^  — *  6)  =  c  sin  0.  En 
vertu  de  cette  loi,  les  angles  9,  0',  S'',  etc.,  forment  une  suite  décroissante 
qui  s'approche  sans  cesse  d'une  limite  ©,  et  qui  l'atteint  sensiblemenfapris 
un  petit  nombre  de  termes.  La  suite  des  paramètres  n,  n\  n"^  etc. ,  convei^e 
donc  de  même  vers  la  limite  «-*sin*0)  puisque  d'ailleursja  suite  c,  c\  d\  etc.,, 
a  pour  limite  l'unité.  * 
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En  second  lieu,  si  n  est  positif,  soit  i  +/i=*7-7- ,X  étant  un  aogle très 

petit  détevminé  par  la  valeursin  Agg*,.'   «     v,  de  sorte  que  si  on  fidsait 

n  =  cot*  0  y  on  aurait  sin  A  ^=  i^  sin  6.  Cela  posé ,  la  valeur  de  nf  sera  donnée 
par  l'équation 

et  si  l'on  fait  semblablementi +V.2=ï:g-rt/i  raBfide  A'  se  déduira  de  X 

par  la  formule  très  simple 

sin  X'  =  ^V  •  laug  i  X. 

On*  déduira  semblablement  A'^  de  h\  \'"  de  A%  etc.,-  de  sorte  qu^on  formera 
la  suite  des  paramètres  n^  n\  n'\  etc.,  d'après  les  équations  i^n'zzz  .  ^  ,, 

olD    A 

I  +»"=s-T-r-: #>  etc. 

Remarquons  qu'à  parUr  de4'aiigle  X  qui  est  très  petit,  les  termes  de  la 
série  X,  A',  X'',  etc.,  diminuent  continuellement^  mais  de  manière  que  les 

rapports  ^-^ ,  —77- ,  "p^  9  etc. ,  conveiçent  vers  une  quantité  constante 


sin  a' 


^,sera  lelu^  Umiteu.  £&- effet,  des  valeurs  précédentes  ondéduit— t?- = 

î^  •  —7^^^ —  ;  on  aurait  de  même  — rr-  =  —et-  •  — ; r?  9  etc.  Donc  après 

b      1 4- 00s  a'  o  b       i-f-oosA'  r 

HO  petit  nombre  de  termes  — ^«-^  sera  constant,  et  par  conséquent  aussi.  •  • . 

1  H-wfit,  d'où  l'on  voit  que  la  suite  des  paramètres  n,  »',  n",  etc.,  con- 
verge, comme  dans  le  premier  cas,  vers  une  limite  qu'elle  atteint  sensible- 
ment au  bout  de  quelques  termes. 

Le  moyen  très  simple  que  nous  venons  d'indiquer  pour  calculer  la 
suite  des  paramètres  n,  m'y  n!\  etc.^  lorsque  le  premier  h  est  positif, 

peut  aussi  s'appliquer  sans  difficulté  au  cas  où  n  est  de  la  forme 

-<-  c*  sin*  9  ;  de  sorte  que  nous  pourrons  supposer  qu'il  est  employé  gé- 
néralement dans  tous  les  cas;  et  d'après,  cette  supposition,  nous  allons 
continuer  les  calculs  nécessaires  pour  parvenir  à  l'expression  de  la  valeur 
de  H. 

loi.  11  fiiut  d'abord  avoir  la  loi  des  coefficiens  B^^  A^;  pour  cela,  si  Pon 
fait 

4111  amia  successivement 
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B'  =  aÀ'B ,  .  B"  =  :ih"E'  a=  4A(A"By    B"'^  8A'A"À?* i  chr.  • 
Mais  des  ëquations  l  H^n'  =  V^ikA*  i;  hyi-^n  s=  -r^)  6*  =  — ^t-;» 


on  bre 


on  aura  settibla£léiDènt  ^"«tx^  •  -—»,  A'"  =  fx^  -r^l^i  elcirtltmc 

.   ■  1  ^  7*        COS  A  '  I  -f-  7^        008  A    '  ' 

(i+/»)C08A'  (i+7»)cOSACOSA'^  ,    (^+Il)cOSAfiO«\'^08A''î  ^"^'^ 

et  en  gênerai  B'^  = ■ -^  ■'  »       ■-    — 

(r+»)cosAcos  a'.  .-.coàV*"^'  ^     *^ 

1  B'  —  B* 

EnfindeséqualionàA'ateA--* -j^lj-^   A*  =3  A^ --^  r^j^r  >  eta^  on  déduit 
généralement 

ou,  en  faLnant  tes  sttbstitntions, 

A^  :z=  A  —^  — : —  l  ■         -4* 7  H— -^—j g44f*l— '**■•    ■'  '■■"'  «Miif,.,\' 

1  +»  \00S  A     COS  A  COS  A   '   COS  ACOS  A  COSA    '  cOSACOSA'm.C08V*""'a 

Ces  valeurs  feront  connaître  ccHe  du  coefficîeiit  A^H«-^i— — qui  entre  dans 
l'expression  de  U!^.^  Soit  ce  coeffiQÎ«t>t  asi:  I/^.tm  aura 

ir=!A  + 7—^ — ^ 

(I  +  /})C0SAC08A  .  .  .  COSA^ 
I  +  7»\C0S  a"*    <30SAtX)SA'    ■"  COSXCOSA' QOIPA' *  *  '  '        ■  COIA^OOSA'.  .  *Ô«rV^'/* 

Mais  comme  la  suite  comprise  dans  cettefiMrmule/nest.tliyei^Btey  il  con- 
viendra de  lui  donner  une  autre  forme.  Pour  cet  effet  j'ol)serve  'que  la  for- 
mule précédente  donne 

jM-H       £^_.         afl^fr— cosV*) 


v»  - 


Or  on  a  vu  qu'à  mesure  que  /z  augmente ,  la  quantité s'approche  de 

plus  en  plus  d'une  certaine -limite^  et.  qifainsioSm  ^;  est  en, général  de 
l'ordre  tf*  ;  donc  i  —  cos  A**  est  de"  lV>rdre  (B'^Yj  da  -^r"*  j  donc  la  dff- 
fereiK»  l^*^*  -^<  If  est  une  quatité  «xisMpetke ,  deVotdmidfi^*,  >  inttr- 
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pour  l'expression  dé  L''  cette  sotte  fort  conreï^ente 

lf:ssA't B       .  BÇi  — CMA)  aB(i  — coiA*) 

laquelle  devra  être  prolongée  jusqu'au  terme  -*-— ziL^ — ^^ Z- — _ 

inclusivement,  .si  on  ne  veut  négliger  ^ue  les  quantité  de  l'ordre  J^V^^. 
102.  Cela  posé,  les  transformées  successives  étant 

H= (I  +b')  H'+  ^  :t!i}m^^jt^ïi , 

etc., 

« 

on  pourra  exprimer  généralement  la  fonction  H  par  le  moyen  de  H^; 
et  comme  les  séries  sont  prolongées  jusqu'à  un  jiombre  de  termes  /u  suf- 
fisant pour  que  la  valeur  de  H^  soit  donnée  avec  toute  l'exactitude  né- 
c^saire  par  la  formule 

il  résultera  des  substitutions  cette  valeur  générale  de  H,  où  l'on  a  &it 
pour  abr^er  ,  F*= (i  +  b')  (i  -f-i")  (i  +*'"),..  .(i  H-  *^)  ,  etc.  ==.... 

■    H  =  FL''logtang(45'H-?r)-l^   .Jl^  arcUBg(vy'.ia»M) 


+    âB       >rctMig(|/»rin^) 


io3.^  Cette  formule  a  l'inconvénient  d'offrir  une  suite  divergente ,  et  H 
iropofte  de  lui  douber  une  autre'  forme.  Séparons, ^ pour  cet  eflfet,  lèpre»* 
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mier  terme  FI/*  log  twig  (45* +i^),  et  appelons  le  reste  Z^*;  désignons 
de  plus  par  T*  k  quantité Hl!î58iV^^ili!iBi3 ,  nous  aurons 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

mais  si  on  fidt  pour  un  moment  A'  = .  — n  •  •  •  • 1 1   on    aura 

•= — î — A'^      et T-.= — r — A^:  donc 

Z'^^' —  Z^ = 2Î~  F  A'*  ri^t£2iîî^ 

Or  d'une  part  la  quantité  PA^  ne  peut  passer  une  certaine  limite  peu  éle- 
vée au-dessus  de  l'unité;  d'autre  part  les  diiférences  i  •—  oos  A^,  P*  —  T'*'*" 
sont  de  l'ordre  b^*^^  j  donc  Z^"*"'  —  Z^  est  une  quantité  très  petite  de 
l'ordre  a'*^'  b^^  qu'on  peut  regarder  comme  intermédiaire  entre  è^  et  6^"^^ , 

mais  beaucoup  plus  rapproché^  du  dernier.  On  pourra  donc  exprimer  Z^ 
par  la  suite  fort  convergente  Z4-(Z' — Z)-1-(Z" — Z')  +  etc.,  et  on 
aura  pour  l'expression  générale  de  la  fonction  H ,  q^Xe  formule 

aB         I     p^     ^  j^,^ arc tang {^n  sin^^)       /i  «t-cogA^  arc tang (j/n sin p)"^ 

4B  i  +  b'     P/     ,   |^ir\arcUng(i/i>'^8in»'^       /i+oo§a\  arc tanf^ Vn' s\np'y\ 

8B        i+y.i-fy    r^     ,   ^^  arc  tang  (^/y^^slnO      /i4-co8A*\  Mctan|(^£sin£^"| 

~r+7;"cosAco6VcosA*L^'"*"^^        v^;?  V,    l    )'       v»*       J 

—  etc* 

Cette  formule,  fondée  [sur  celle  que  nous  avons  prise  pour  valeur  de  H^, 
suppose  que  l'angle  ^  est  toujours  moindre  que  la  limite  donnée  par  l'équa- 
tion cot  ^  =  |/^.  Lorsque  ^  est  égal  à  cette  limite^  ou  qu'il  en  est 
seulement  approché,  la  valeur  supposée  de  H^  est  exacte  aux  quantités 

prés  de  Tordre  ^,  et  alors  il  faut  prolonger  la  série  qui  donne  la  valeur 
T.  I  17 
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de  H,  jusqu'au  ft*^'  terme  —^  ^,     ^  etc.  indiaaivemeiit  Dans  le  cas  où 

^  sera  éloigné  de  la  ^mîte  dont  3  s^argit^  ce  qui  ârnVera  lorsque^  n'ex- 
cède pas  90"*,  coBune  on  peut  toujouis  le  supposer ,  on  pourra  ne  calculer 
la  série  que  )às^*aù  terme  (ft— i)**^  induMvementj  et  le  résultat  sera 

toujours  exact  aux  quantités  près   de  l'ordre  h^.     ' 

Pour  déduire  de  la  formule  générale  la  valeur  de  la  fonction  complète 
H'^  on  pourrait  Imœ  ^s=  gif^  et  prolonger  la  sérîe^  eomsae  il  vient  d'être 
dit,  jusqa'Bm  (f^—  i)''*'  terme  inclusivement  Mais  il  est  plus  simple  de 

ùkte  f  =s  2^-' -  -==  a'î^*^'  -,  .ce  qui  donaaia  Ajocesaivement  f^  :p5  a^V , 

çl'  =  !/^''*^. . .  .(1^  =^ î  'Tf,  cot  f^sa  ^y^.  un  parvient  aiodi  à  la  lunite 
des  valeurs  de  ^j  et   en  négligeant  les   quantités  de  l'ordre  i^,  on  aura 

sin^  =  a ,  l«g  l»fig-y(4^^+i  ^)  ==  îicg  (^)  ^  ^t  par   la  aubstitution  de 

toutes  ces  valeurs,  on  trouve 

'^^é^         '»*+^^*    C(MA008A'...C08V— »     •  y/r^^i 


Mais  les  quairtltés  1  —ces  X'*'*',  n^ —  n^' «ont  de  Tordre  i^,  et  par  coi»- 
séquent  négligeables:  on  fi  donc  pjus  simplement 

formule  4>tt  il  fiaidoa  substituer  la  valeur  connue  de  I/et  celle  de  F= 

Telles  sont  les  formules  les  plus  shnples  par  lesquelles. on  pourra 
càkulci  les  valeurs  -des  feuctions  H  «t  H%  ioraqw  le  mn/inli*  /•  ^st  .ex- 
trêmement près  dePunité;  elles  donneront  tel  degré  d'approximation  qu'on 
vçudra  obtenir,  en  prolongeant  suffisamment  les  séries  qui  les  composent. 

j  o4-  Si  on  compare  maintenant  cette  seconde  méthode  avec  la  pre- 
mière^ on  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  ceHe-ei  li'^st  suj^te  à  au- 
cune exception ,  et  qu'cSle  rfexige  -ni  consiilenilions  -de  ^îvirtes  ,*  m  trans- 
fonsiMîons  ^  41  eeft  donc  prSÉrable  'd'eapffayer  la  preiniêcè  imUàoét^  mkzie 
dons  le  cas  où  ir  serait  Sût  {s^  ik  i'unitéi  pu^pi'âlom  'cMe  n^élibode  n'a 


y 
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d'autre  ioc^vrénieDt  que  celui  d'emplojer  quelques  teràws  de  plui^  et 
le  nombre  de  ces  tenues  ue  peut  jamais  être  bieu  g^aud. 

Nous  remarquerons  encore  qu'on  peut  simplifier  à  quelques  égards  l^ 
formules  de  la  première  méthode,  en  employant  des  angles  subsidiaires 
A**,  A*^,  A®®®,  etc.  pour  calculer  tant  la  série  des  paramètres  »%  »•*,  etc. , 
que  celle  des  quantités  k ,  A:^,  k^y  etc.  à  l'exemple  de  ce  que  nous  avons 
pratiqué  dans  la  seconde  méthode.  Pour  cet  effet  pu  aura  les  formules 
successives 

.      1  4-  A'    z^b-  cot'i A-    =5^  .....  tangiA-    =  ^' , 


sin*A«<» «."6»'"       —  l^ô^»  » 

etc.  etc. 

d'où  l'on  déduit 

k    =— ~ — cosA* -,    Q  — r-TT-cosA*, 

*••  =  -5^3-  CCS A«~ ■■-u».a>  «*  7:f-  cosA»  cosX«« cos  A—, 

etc.  etc. 

Enfin  â  Ton  fait 

'  À**  ==  A  +  j-ïp^  (iH-i-cos  A*  +  :J  cos  A*  cos  A**.   . 

H cos  A*  cos  A** . . .  cos  a'*)  , 

et  qu'on  prenne  toujours  R^  =  (i  +  c*)  (i  +  c^) , . . . (i  +  c*^ ,  la  valeur 
de  H  sera 

_  V^    i^     »^  _B^  ^         ^^^  arcta^^  ^ 


—  etc. 


■*    •    \    .  i  %        % 
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La  limite  de  n^ëtantcéro  dans  tous  les  cas,  celle  de  ùnV  sera  £'',etparcon- 

séquent  celle  de  oosVsera  </*.  D'où  l'on  voit  comlneD  cette  suite  est  con- 

Tergente. 
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Réductions  générales  des  fonctions  elliptiques  de  la  troîsikme 
espèce  i  on  en  conclut  que  les  fonctions  complètes  de  la  troi- 
sième espèce  peuvent  toujours  s'exprimer  par  des  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

I  o5.  9i  Ton  différencie  par  rapport  ^  n  chaque  membre  de  l'équation 

or  par  la  formule  du  n'gon  trouve,  en  disant  a^(i  -f-R)M  -f-  —V... 
a«  P  <h A  tin  f  00»  ^ c*  --  .        .  d^ 

^  \    ^        n        ~  »■//  (l+ii*iii>f)A* 

G>mbinBnt  ces  deux  équations  entre  elles,  et  observant  qu'on  a 

c'/(i  +  B8in'^)^=s(C  +  B)F— »E, 

<m  parviendra  à  l'équation  suivante,  où  l'on  De  doit  r^arder  que  n  comme 
variable  dans  n  et  dans  a, 

in<<»H-«m=— iCF.^—- JCF— E)^4-iAsin<pcMf.-rA— . 

Multipliant  de  part  et  d'autre  par  a~*  et  intégrant,  on  aura 

Ëiut  maintenant,'  pour  effectuer  les  intégrations,  conûdérer  successiTe- 
it  les  trois  cas  de  l'ut  53.  .         _ 
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P&EXIER  ÇAS«  /»^COl*0. 

0 

106.  Alors  on  a  dn  =—  ^^*d9,    i/«=  5^y~i>  et  réquation  géné- 
rale devient   '       . 


^         ^  J  (8m*6  +  sin^f  009*6)  A  (6,6) 

L*intégrale /jTT-j;  est  reprësêtitée  à  l'ordinaire  par  F(J,  9);  et  suivant  les 
réductions  connue»  •  on  a 

/* c'en sin'd  sînÔ   ./•    iK        ^^./i    ^x 

enfin  si  l'on  fait  pour  abc^er  coI*^=a'}  l'intégrale  >    , 

A  sin  (p  C08  ^/(,i„^^.^,"^»|)^(ft^|)  pourra  se  décomposer  ainsi  : 


>BfJà(fi,  O'^sin  ^  cos.^/a+i>'8in'6)A(J,  I)» 


008 

et  tous  cette  forme  elle  peut  être  représentée  pisur 

Substituant  toutes  ces  valeurs,  et  désignant,  pour  plus  de  clarté,  par.  •  •  • 
n(»,  c,  ^) ,  A(c,  ^),  F(c,  ^),  È(c,  f) ,  les  fonctions  II,  A,  F,  Ej  on  aui:a, 
pour  le  premier  cas ,  la  formule  générale  qui  suit  : 

.^Ç-?L  n(i»,  c,  ^)  +4^SjJL  n(«',  *,  fl) 

8m  6  008^     ^   '    Ji-/    ■   sin^oos^     v    >     >    y 

+  F(c,^)F(J,e)-F(c,<|>)E(^fl)-E(c,^)F(J,e). 

La  constante  G,  ajoutée  à  cette  formule,  pourrait  être  fonction  de  (p,  puis- 
qu'elle résulte  d'une  intégration  où  f  a  été  regardée  comme  constante; 
mais  comme  la  forme  dç  l'intégrale  est  telle  qu'on  peut  permuter  entre 
elles  les  quantités  ^  et  6,  pourvu  qu'on  fasse  de  même  la  permutation  entre 
c  et  6,  il  s'ensuit  que  G  ne  contient  ni  0  ni  ^,  et  qu'ainsi  C  est  une  con- 
stante absolue. 
Pour  en  déterminer  la  valeur ,  prenons  un  cas  particulier,  et  supposons 
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à  la  fois  ^  et  9  infiniment  petits.  Cette  supposition  donne ,  en  rejetant 
les  infiniment  petits  dii  setùùi  brtire  P(6,  {p)  =  E(c,  ^)  =  9,  F  (6,  9) 

=  «"'t^gn^Ô+igl  _.  ^  ;^;.  ^^^g  |^  ^^  semblablement  0  (n',  à,  A) 

=  ^  arc  taDg  -,  ^bititttftM  Cbi^be»  ee»  valettr»  f  il  ^wsdia 

f  •  ,      - 

C  âff  Bft  tang^ -f- arc  taiig  2  :^  5.^* 

107.  Si  l'oa  veut  .appliquer  la  £>rmule  (i')  au  cas  où  ^za-^^  il  âkut^ 
pour  ëviter  les  quâutitëff  infinies  qui  se  rencontrent  cUtti^  les  deux  mem- 
bres, faire  ^=ij7r  —  a^  et  supposer  m  infînintetit  petit.  Où  attra  aifiài 
il' =cot*^  =  tangua»  =  ûiV;  ^t  puisque,/»'  est  infîitooiellk  petit,  la  fonction 
U(n\  by  9)  s'exprimei*a  de  Celle  manière 

on  aura  dottc 

-r-^—  n  (»',  *,  «)  -  ^  F(i,  ô)  =  «AF(i;  fl)  -  i.A7|^, , 

d'où  l'on  voit  que  le  premier  membre  se  réduit  à  zérO|  lorsqu'on  fera  ai  =o, 
et  qu'ainsi  la  supposition  de  f  =  7  tT  donne  cette  formule 

— F(*)E(i,e)— E'^(c)F(*,8)J      ^     • 

Toutes  les  fî>is  donc  que  le  paramétré  n  est  positif,  la  foncti(m  complète  de 
troisième  espèce  II'  (/i,  c),  pouira  toujours  se  déterminer  par  des  fonctions 
de  première  et  de  seconde  espèce,  Bavoir,  par  la  fbnctiâDs  orâiplètes 
F'  (c) ,  E'  (c),  qui  se  rapportent  au  module  c,  et  par  les  fonctions  non 
complètes  F  (&,  8)  1^(6,  9)^  4m  se  rapportent  àu  modulé  complémen- 
taire £,  et  dont  rampKuide  A  se  dédtdt  du  pacamètr#  f$  par  l'équation. . . . 
cot  6  =  {/n. 

Ge  tbéoréme  est  très  important  dans  la  théorie  des  fotictîons  elliptiques , 
éf  son  usage  sera  d^autant  plus  étendu,  que  dans  beaucoup  de  problèmes 
de  géométrie  6u  de  mécanique,  qui  dépendent  des*  fonctions  elliptiques,  on 
n^à  souvent  besoin. que  des  intégrales  définies  ou  complètes.  Nous  en  donne- 
rôiis  <a-âprès'  diverses  'applications. 

.  ip8^  Si  jiJaQikJ^'^^imtj^  met  ;^  ^  la  place  de  o  ^  et  qu'on  &sse  — 
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^  F' (tf)  E  (ii  X)  i«^  E»  («)  F  (*,  A). 

Mais,' en  ^erta  de  féeptlûon  £*s=:noot*^  on  c taog 9 tangA sa ,i  ,  qui  se 
rapporte  au  modtAe  ft,  on  a  (n«  tB)V(b,9)-j-f{b,7<)  =  T'(b), 
T.{b,  fl)  4-  E  ibj  A)  ==E'  (*)  H-  *•  sin  X  dn-fl  j  on  a  «n  même  temps 

•      %  «»♦  A^  4— _£:?!?*  Ail,     %>  ^  g  ^  t^,  A) 

8«A«»T7*~3x*     COSAgg'!",."'!  >     -^  1*1  >*J  *^  T7n%  «     -M  ^  '  ■/"  , 


M»,0^^^. 


Ajoulaot  donc  TIquatîon  précédente  ay^c  Pécjuatipn  (r),  ,et  ob^r- 

y^pl  .qufi  d'apwi  .la  fowwJ^  .du  »•  5i>  ^  xHi  .a  ;n'{^,  <?)4-jn'  (^^  o^ 

s=:  F*  ^^  -1-  -^  j  on  trouve  que  Jes  an^es  fl  et  X  dispaMiss^nt  entièrement 

du  calcul ,  et  qu'il  reste  entre  les  fonctions  complètm^  pv^r  Jf^ingdvdos  x?  ^ 
b,  jcekt^  jr^Iatîop  ; 


•• 


ce  qui  est  une  nouvelle  démopstratiopdn  jt<lïéorème  de  Fart  4^. 

1 09.  Puisqu'on  peut  ^xprim^r  h  fosnotiqn  fipnipJbète  n'  (n ,  c)  par  des  fonc- 
tions de  la  première  e.t  de  la  s^ecônde  Qspèpe^  fm  .pourra  exprimer  dé  la 
même  manière  toute  fqpctioa  jiq&  ^complète  D^/^^^^  9))  dont  l'amplitude 
^  est  telle  qu'on  ait  F  (d,  9)  =:./cF*  (c)'y  k  étant  un  nombre  rationnel.  En 
effet ,  si  cette  relation  a  lieu^  il  suit  des  formules  démontrées  ci  -  dessus  ^ 
qu'on  a  Vf  (»,€?,  f )  =3 to*  (ny  c)  ^W,  W  étant  Une  quantité  délermî- 
jnjtfe  jpr  vcs^^  Kionck.  Donc  Hjm  ti«e  iaimiài  ^e  c^s  ôsu  la ioAQtMD £1^ 
dont  le  paramètre  est  à  volonté,  pourvu  .C[u'iJ,  soit  positif^  ppurra  se  réduire 
aux  foncÉions  de  la  preniiêre  et  de  la  seconde  ésp^ë  ^  et  ces  cas  ^nt  dêter- 
«Rwés  f  ar  un  syo^itôine  géo^ral. 

£tanj;  donné  l!wnpliAade  jp^  xm  peut  .tnoipver  ftiar  iw.oaJail  039^35  ^ple^ 

^si  la  condition  dont  on  vient  de  parler  peut  être  remplie,  c'est-à-dire,  si 
la  fonction  f*f<f^  est  dans  un  rapport  rationnel  avec  la  "fonction  complète  F*, 
tlfaut  pouf  cela' ciflctfler  la  viAéur  a{>prbchée  de^la  "fonctiob" F j^  par  là 
mêtiboâé '  de  l^rtîcle  '69.  Lorsqu'on  aura  déterminé "Pftââlé  O,  mi^te'^^eè 
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droit  dans  un  rapport  à  la  finis  aimple  et  très  rapproché.  Si  le  rapport  était  un 
peu  composé 9  il  n'y  aurait  liçi;  à  aucune  réduction,  attendu  que  la  réduction 
exige  que  le  ^apport  soit  etact,  et  que,  pour  peu  qu'il  fût  composé,  l'équa- 
tion qui  détermine  sin  ^  serait  d'un  d^ré  très  élevé ,  ce  qui  rendrait  peu 
probable  que  la  valeur  donnée  de  f  satisfît  à  cette  équation.  Mais  si  le 
rapport  dont  il  s'agit  est  exprimé  en  nombres  simples  et  qu'il  paraisse  au 
moins  fort  approché ,  il  y  aura  lieu  de  croire  qu^il  est  exact;  Alors  on  s'asr 
surera  par  les  formules  rigoureuses,  si  la. valeur  donnée  de  sin  ^  répond  au 
rapport  k  trouvé  entre  F(tf ,  ^)  éi  F*  (c),  ou  entre  *  et  7  v.  Lorsque  cela 
a  lieu,  on  trouvera  également  par  les  formules  rigoureuses,  la  valeur  de 
W  qui  donne  II  (/i ,  c,  ^)  =  AU*  (»,  c)  +  W ;  ainsi  on  pourra  déterminer 
n  (/i,  c,  ^)  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

La  méthode  qu'on  Vient  d'indiquer  n'est  autre  chose  que  la  méthode 
d'approximation  par  laquelle  on  évalue  la  fonction  de  première  espèce.  •  •  • 
F(C|  9).  Mais  on  peut  pour  le  même  ol)jet  employer  une  autre  méthode 
qm  parait  conduire  plus  directement  au  but,  sans  qu'il  soit  besoin  de  for- 
mer l'échelle  des  modules. 

Étant  donné  l'amplitude  ^,  on  calculera  successivement  les  amplitudes 
<Pm  <Ps,  *4»  et<î->  q«i  donnent  F(^.>=2F((p),  F(^,)=3F((p) ,  F((P4)=4F(fl>),etc.j 
c'est  ce  qu'on  fera  par  les  formules 

tang  ^  ^^  =  A  tang  ç 

"   tang(i(P3  +  ^^)  =  Atang^, 

tang  (i^4  +  ^  (P.)  =  A  tang^, 

tang  (i  ^5  4-ï  (Ps)  =  A  tang  ^4 

etc. 

Il  est  évident  qne  si  Fangle  ^  est  tel  qu'on  ait  F  (c,  ^)  =  kE^  (c),  k  étant  un 
nombre  rationnel ->  il  y  aura  nécessairement  dans  la  suite  f^j  fj,  ^4,  etc., 

un  terme  ^,  tel  que  ^^  =  ^6  .  -,  c'est-à-dire  qu'on  devra  rencontrer  dans 

cette  suite  un  terme  9,  qui  soit  multiple  de  l'angle  droit.  Et  comme  d'ailleurs, 

par  les  raisons  que  nous  avons  exposées ,  le  rapport  ^  devra  être  exprimé 

en  nombres  assez  simples ,  on  n'aura  jamab  qu'un  petit  ngmbre  de  termes 
à  calculer  dans  la  suite^»,  ^j,  ^4,  etc.,  pour  reconnaître  si  les  fonctions 
^{p)  et  F*  sont  commensurables  entre  elles,  et  par  suite  n  n(ii,  ^,  f)  peut 
se  mesurer  par  n^  (71,  c). 

iio.  P6tir  revlinlt  k  l'équation  (i^,  nous  observerons  qtie  cette  équation 


\ 
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servira  en  génjéral  k  détenmner  l'une  des  fonctions  n(ii, c,  ^),  n(n'^  bj  I), 
par  le  moyen  de  Fautre  supposée  connue.  Ces  deux  fonctions  ont  des 
modules  complémens  l'un  de  l'autre,  et  leurs  amplitudes  se  dé  luisent  réd*- 
proquement  de  leurs  paramètres  par  les  équations  n  =  col  I    n'z=z  cot*^. 

Supposons  que  l'angle  I ,  déduit  du  paramètre  n  ^  soit  tel  qu'on  ait  F(£,  I) 
=  A:F'  (b)  y  k  étant  un  nombre  rationnel  ;  on  aura  par  les  propriétés  con- 
nues, E  (*,  •)  =5 *E'  (A)  H-  V,  et  n  (//,  i,  9)  =  An-  (/!',  b)  -hW,  les  quan- 
tités y  et  W  étant  déterminables ,  la  première  algébriquement,  là  seconde 
par  arcs  de  i^erde. 

Si  maintenant  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (f) ,  et  qu'eqsuite 
on  mette  pour  II'  {n'^  b)  sa  valeur  déduite  de  la  formule  (A/),  on  aura ,  après 
les  réductions ,  ce  résultat  très  simple 

^         .-S^n(»,c,<p)=:(.-A)^  +  ^;A(*,«)F(.,^) 

^  '  ^/        sin  ^  cos  ^ 

D'où  Pon  voit  que  la  fonction  II  peut  alors  se  réduire  indéfiniment  aux 
fonctions  de  la  première  espèce,  et  la  seule  condition  nécessaire  pour  Cette 
réduction,  est  que  le  paramètre  n,  représenté  par  çot*  0,  soit  tel  que  le 
rapport  de  F  (i,  I)  à  F'  (^),  soit  rationnel.  Ainsi  nous  avons  encore  pour 
c^  ^réductions  un  symptôme  général  qui  comprend  une  infinité  de  cas  par- 
ticuliers. 

Le  cas  de  n=io  qu'on  a  résolu  n*  49  9  ^^^  compris  dans  le  symptôme 
général,  puisqu'on  faisant  cot*0  =  c,  la  valeur  de  0  qui  en  résulte,  est 
celle  qui,  appliquée  au  module  b ,  donne  F  (6, 1)  =:  ^  F'  {b).  Aussi  en  faisant 
A:  =  7  et  std)stituant  les  valeurs  de  Y  et  W  qui  sont  ¥  =  7(1—  c),  W 

on  retrouve  la  formule 

n(.)=iF  +  î^,arcUng.li±4îîSSf. 

«COND  CAS,  I»  =  —  I  +  i*  sin*  1. 
,  ifi.0nauradanscjcas^«arf«A(4,«),  |/«  =  ^1.^^ 

tion  générale  du  n*  io5  deviendra 
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,sa  FONcnoixs  elliptiques  , 

Or  par  les  formules  cojitiaes  on  a  f-xTr-g^  =  ^(* »  •)  «*  /      ■■  à 

==1  E(^  ê)-^.'iii£^Sde  plwenftbMiti-tang'f  s^n»,  on  • 

/*  £AA(&.  I)  A         rr/   /    r    A\         ^<^^9i7/r     an 

*^^^  ^^^^J  co8*^+^  •*'*^**'*  ♦  finOcoso  ^'»'  sinf  vf/7 
dgoc  e»  feisont  toute»  c^  substitutions  on  aura  pour  le  second  cas,  la  foir- 

loole  générale 

On  n^  point  ajoute  de  constante,  parce  ^'en  faisant  I  s=sO|  les  deux  mem- 
bres s'évanouissent. 

113.  Si  on  Teut  savoir  ce  que  donne  oette  équation  lorsque  f  =  ^9r, 

il  faudra  tiouver  la  valeur  de  i   \^^\  Il  (  n',  A ,  •  )  4  cette   limite  :    el 

SUl  Ç>  OOS  t' 

pour  oela,  il  &ut  d'abord  supposer  ^^^^it^^m^  m  étant  infiniment  petit. 
Or  piûsque  n'ss  ^  tang^ss  ^  eot^a»,  il  en  résulte  -^  cb  tangos»,  et  la  Ibr^ 
mule  du  n^  49  donne 

Biais  d*  étant  infiniment  petit,  on  a 

n  (tanç'M ,  ^,  6)  8B  F  (^,  I) — M  tan^f <», 
lA  4taQt  une  qoanUté  finie  j  donc 

.Mf'<^    nCii^,»,l)».gtg^t»)M+«-etang..^^«^»y^*fV.  . 

La  second  membre  se  rédnit  à  ^«it  lorsqu'on  ûdt  ^3=:^^;  donc  oa  aura 
pour  déterminer  II'  (/i,  c),  l'équation 

5^^[n'(»,.)-^F-c.)i-ï4.P(c)r(*,«)  J 

-E'(c)P(*,l)-F'Cc)E(*,«)  J         ' 

d'eiK  Von  Toit  que  la  fonotioa  complète  de  troîsî^no  eapèee  n*(  a,  c) , 
s'exprime  généralement  par  des  fonctions  de  la  premiàra  et  de  la  seconde 
eapece.  -^ 

Nous  observerons  que  les  fbrmuks  (j^)  et  (mf)  auraîenCpa  ae  déduire  de 
cdles  qui  ont  été  données  art  54  »  io6  et  107;  mais  il  n'était  pas  inutile 
4e  fiûre  voir  conqMlU  on  poiivait  y  parvenir  directement. 


Ltf  fonction  non  cùmpièle  U  (nyCjf)  t^apnme»  de  même  pair  im 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  y  si  l'amplitude  9  est  telle 
qu'on  ait  F  (c ,  *ç)  s=  kF*  (c) ,  k  étant  un  nombre  rationnel.  Car  alors  on  a 
n  (n,  c,  ^)ssskW  (n,  cJ^Wy  W  A«it  trae  quantité  détemûtMbltf  ptr 
arcs  de  cercle. 

1 13.  Supposons  que  l'angle  I,  déterminé  par  le  paramètre 

n aer«^  1 4-  ^*  si»'  i^^  toU  i«l  qUe  pout  le  module  d  on  dit  F  (b,  t)saûUe'  {i)f 
k  étant  rationnel;  alors  on  aum  par  les  propriétés  connues  11(n%  by  0) 
s=  A^n*  {n!yb)^yVy  W  étant  une  quantité  détermînable  par  des  ffics 
de  cercle.  On  aura  en  même  temps  E  (j& ,  9)  ::^  ^£*  (b)  -f- V,  T  étant  une 
quantité  déterminable  algébriquement.  U  suffira  donc  d'avoir  la  valeur  de 

Pour  cet  eflêt,  j'observe  que  la  (brolule  diï  n^  ^o  ddnne 
eMoite  par  la  formule  de  Fart.  107,  on  a 

Faitf»!  tOEitt»  #e|s^  sdMÔltilioii»  daas  Vé^mA(m,  {t)  et  réduisant  p  ort  aura 


lyoiSr  rem  toit  que  te  fonction  dé  tvdkiàiiie eâpio» n ( >)i,  oV  #)80  9éikMr 
.  indéfiniment  à  la  fonctioa  de  première  espèce  F(c^  9)^eC  la  seule  condi- 
tion nécessaire  pour  cetw  rédcretioii,  est  qne  Taftgfe  (  déduit  dti  psnr- 
nàlra  n»^  I  ^ft^siiL*  »^8oîtlelqWo»aîl  F  {b,6)^kV'  (b)y  k  élMrtun 

m 

Ainsi  dans  le  cas  de  n  =  —  c,  où  l'on  a  sin*  fl  =  — -. — ,  celte  yéem  àê 

0  est  celle  qui  donneF(&yl}cfc:^F'(i);.Ia  véduclîon  ert  donc  possible.  On 
teoufe  ensuite  par  les  formules  du  n^  60 j^  Yss  {;  (i  — c)^  Wss 

deTflftiele  psécédent  ^  o»  e^lârd 

n(~<?)agtg-»-^jj^aroiaBig>^^'~^^?y 

ce  qui  s^Kxxnde  avec  ht  fonMile  dh  n^  40- 

it4«  Si  dans  l'équation  (/)  on  fait  usé  — ^  oa  Iss^sr,  on  trouvera 

18.. 
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encore  la  même  équation  qa*aa  n**  Si.  Mais  n  on  &it  n  ^  -i-  i  -f^  «*,  et 
étant  supposé  infiniment  petit,  on  aura  sin  •  =?.  ou  •  =  J,  et  la  suhrti- 
tution  faite  en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  »  donnera 

•       «  •  s        ■ 

Telle  doit  donc  être  la  valeur  de  Vint^gnleJ.       ^  4-  #•  *  »^ ^  a  '  l®"^^'*^'* 

suppose  eu  infiniment  petit  et  ^  ^=:  ^sr. 

Pour  vérifier  ce  résultat  par  Fint^ation  directe^  j'observe  que  b  étant 
la  valeur  de  A'  lorsque  ^  s=:  j  t  ,  on  peut  faire 

La  première  partie  a  pour  intégrale  -^  arc  tang  (  ùê  taHg  9  ) ,  et  en  fiii^ 

I 
sant  ^  =  f  sr ,  elle  devient  ^.  La  seconde  partie  9fi  décompose  en  ces  deux 


bm 

autres 


J  cos'f  \Z        èy  '      ^       J  cos'f  (cos'f +4i*sm«rt  \6        A  /* 

Or  en  intégrant  pat  parties  on  a  T  sa  tang  y  ("^"^  D  ""^^^  f    ù}  ^* 

expression  dont  le  premier  terme  tang ^^-^  —  ij  ss  ■   "^  ^     ^^ 

=s  '-—  ^ ^(^^A  j  s'évanouit  lorsque  9  =  ^^;  donc  on  a  simplement •••  • 

T  =  -fi^^  =/^^  ^ = F-  (o)  -  i  E.  {.). 

Nous  avons  déjà  les  deux  premiers  termes  de  la  valear  de  n^{nf  c); 
un  troisième  terme  serait  donné  par  l'intégrale  Y  qu'on  peut  mettre  sous 
la  forme 

J(coi«f  4-«»fin«f)  (&4-A)frA  > 

et  en  procédant  de  la  même  manière,  on  trouve  que  le  premier  terme  dc^T, 
développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ai ,  est  en  même  temps  le 

premier  terme  de  l'intégrale  plus  simple  ^f^^.  (c^I+!?i{a»  »  ^^^  * 

pour  expression  ^  •  --.  Réunissant  toutes  ces  parties,  on  aura 

n'(»,c)=^  +  P(c)-iE'(c)+^,«  +  elc. 
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it5.  La  fobèlitation  de  cette  valeur  de  n  dans  l'équaticm  générale  «Ki 
n*  i<>5,  dcmne 


^  i  (. ,  •)  n  -  (F-E)/;^  -  F/^.,f(,.,) 


ces 
fin 


-j-  A  sin  (p  W&f.lr: 


Dans  celte  formule  et  dans  toutes  xelles  qtû  en  seront  déduites ,  les  fonc* 
tiçns.A,  F,  E,  étant  toujours  relatives  au  module  Cj  nous  n'y  joindrons 
qne  }a  désignation  de  l'amplitude,  c'est-Âdire  qu'au  Keu  de  L{c^  ')>  ^(^>  ')9 
É(f ,  0).  nous  écrinHis  simplement  A((),  F(9),  É(A).  Cela  posé,  on  a  par  les 
formules  connues , 

et  si  l'on  fait  n'  =  -—  c*  sin*  ip ,  on  aura 

Donc  la  formule  générale  pour  le  troisième  caS|  est 

<»t  »A  (•)  [n(/»,4>)  —F  (*)  ]  =  cot4>A (4>)  [n  (/!',•)  —F  («)] 

-f-E(fl)F((p)— F(8>E((p) (i»0. 

On  n'a  pas  ajouté  de  constante,  parce  que  la  forme  de  l'équation. fait  voir 
que  si  on  change  ^  en  0  et  réciproquement,  la  constante  devrait  changer 
de  signe,  ce  qui  prouve  qu'elle  est  nulle. 

II 6.  Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  ^ss^tt,  on  aura  immédia- 
tement 

n'(»)  =  P  +  ^[F'E(fl)-E'FC8)]... 0"). 

Ainsi  dans  le  troisième  cas,  comme  dans  les  deux  premiers,  la  fonction 
complète  de  troisième  espèce  IT'  (h),  s'exprimera  toujours  par  des  fimctîons 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

Il  en  est  de  même  de  la  fonction  non  complète  II  (n,  c,  (f)  ou  H  (n,  f) , 
si  Famplitude  9  est  telle  qu'on  ait  F  (9)  3=  £F%  k  étant  un  nombre  ratiati- 
i>el;  car  alors  on  aurait  n(i«,f)  =ÂII«  (ii)  +  W,W  étant  une  qi^tifé 
déterminable  par  logarithmes. 

Il  est  remarquable  que  les  formules  Qb')  et  (f/).  qujon  vient  de  trouver 
pour  le  troisième  cas,  sont'  plus -simples  qoe  lés  formules  anulogues  pçiir 
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le  premier  et  le  second  vê»^  puisqu'elles  ne  cantieimcnt  point  les  fonctions 
f)  et  E  relatives  au  module  complémentaire  b. 

RemarqooM  encoie  que  la  yakor  de  II*  (o)  aérait  indéteminée  â  on 
avait  9  =  ;^  ou  nas—-  c*.  Mais  alors  on  a  généralement  poor  toute  yideiit 

et  par  ccosequent  lotaqM  f^si  f  ^,  on  a 

41^7.  Revenons  à  la  formule  générale  (/i^,  et  supposons  que  Pangle  6, 
ctédnit  du  paramètre  n  =: f^  c'iia'0,  soit  tel  qu\)n  ait  F(f}  s=  IfF'y  it.étaot 
rationnel j  on  aura  alors  ECfl)=iÉ'+V,  et  îr(ii',  0)c=5^tr'(ii')  + W, 
y  étant  une  quantité  déterminable  algébriquement ,  et  W  éfâ'nt  détérmi- 
nable  par  logarithmea.  G01  tk)eti«s  et  ceUtf  dr  le  IbncikA  It'  (n')  tirée  de  la 
formule  {p')  étant  substituées  dans  l'équation  (n^^  il  en  résultera 

ïfoix  il  suit  que  la  fonction  II  (  it,  f)  |k>urra  être  ramenée  indéfiniment 
aux  fonctions  de  la  première  espèce,  si  Te  paramètre  salîsfaif  a  la  condition 
mentbnnée.  Noua avcmad^a  donné. ( h^ffj } ^^  sjyitfptôirfe MtËiUâMIr- éê 
réduction^  mais  celai  qu'on  vient  d^Sodiqner  est  beaucoup  plus  général. 

Soit,  parexcmplc,  »s»  — r-+*Aï»— *c»sîii*ft,  m  anxia  ri*^***  jtTÎ» 
ce  qui  donne  F  (9)  s=  f  F^  On  a  àîors  par  les  fbrmule^  du  n^  60 ^ 

;ECfl)==iE'4-K'-*^ 


d'oJi 


n(»,  »)=  i^  E  W +i,H  a.  ('.^  %Z^' 

»  îfàï  itacteràe  «v«a  h  fimmla  du  nr  55. 

Mous  terminerons  ces  recherches,  psv  wam  aàiwiUtî<ttt  géiâadrf  c^etf 
qoè Mutes  les  féi&  que  lai fon^lioi» de troiaîàme  espace  Hast  cédnctAkr iodé 
finittMnt  MX  etpèees  inârteurea^  ^I«  est  tmipparo  rftlwliU«  è  k  pfwiiên 
éipée»,  ia'esl4«^e  qn%Ue  s'ciiffrkde  par  k  ttuk  finclk»  F  (a,  f^u  U  n'y  1 
d'exception  à  cette  règle  générale  que 'lorsque  ««a— •if',  etkcifM. 
?itsK^f,'séukca9  0^k  âiiiotuiaiideagooâdeéspiqeEi^^enlnr 
ipr&t6où  dé'  n,  ainsi  qu'on  k  m$  fÊtlntanaflmécktfSu 


^é  ê  0  4  •  4 
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CHAPITBE  XXIV. 

Réduction  générale  des  fonctions  elliptiques  dont  le  pararnètre 

est  imaginaire. 


118.  MOiT  p  ss  w^f  P^^^  ,  ^  étant  un  coefficient  constant,  on  aura 

en  tRfférencîant  et  introduisant  uo  second  coefficient  constant  k^  Péqoatîon 
gcnéralfi 

Pour  opérer  le  développement  du  second  membre ,  on  suj^poiera  que  son 
dénominateur  soit  le  produit  des  trois  facteurs  (i  +  n  sin*^)  (i  +  ^'  sin*^) 
(i  -f-  /i^sin*^)  y  ce  cjoi  donnera  les  trois  équations  de  condition 

(i+n)(i+nO(i-h/^)=      i'Ci+Os}  (i) 

Cela  posé»  connaiMmt  le»  deux  paramètres  11  et  n'^  on  pourra  par  ces 
équations  déterminer  le  troisième  paramètre  m  et  les  deux  coefficicps  ^  et  k. 
Et  d'abord  oa  aura  pour  déterminer  ^j  l'équation 

d'^lW 


Il         -1» 
Ensuite  on  aura  m  et  X  par  les  éqtiatious 

Ces  quantités  éta&t  arnnues^  dk' lUhi  par  le  déVeionpém^  dtf  Téqu^tb» 
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supposée,  la  formule 

dp    _d^rx  .        A  *^'""a,      *     1- 

OÙ  il  faudra  substituer  les  valeurs  suivantes  des  coefficiens  A,  A',  B; 

!»(/»  —  I»  )  (/»  —  m)  ^ 

Oq  peut  d'ailleurs  remarquer  qu'ayant  l'équation  .idnl^que 

s  +  7isin*f  "*"  1+  »'  »îï?f  "^       ?       i+msîn*^**"  i  +  (i»4^7+m)»liiVHplîê  * 

il  en  résulte  les  deux  équations  suivantes  ponr  déterminer  les  deux  coeffi^ 
ciens  A  et  A' par  le  moyen  de  B, 

0 

A  +A'  =1— ^—B, 

An'+A'ii=m(B— 0  — (ii  +  '»0(b  +  ^— 2  — C- 
On  aura  enfin  par  l'intégraâoki ,  cette  formule  générale 

Arin  +  A'I1»'H-  Bllm  +  i  F  =^1-^,  (4) 

qui  servira  k  déterminer  l'une  des  trois  fonctions  IIii  y  IW,  Ilfii,  paf  le 
moyen  des  deux  autres. 

119.  Celte  formule  contient  comme  cas  particuliers  les  formules  du  cha- 
pitre XV,  savoir,  la  formule  (y^)  en  faisant  iiis=  — •  î  ,  et  la  formule  (g^)  en 
fSûsant  m  ss  o.  Mais  elle  est  susceptible  d^une  infinité  d'autres  applications 
qui  peuvent  répandre  un  nouveau  jour  sur  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques de  la  troisième  espèce.  Si  on  prend  les  paramètres  ntXvl  tous  deux  de 
la  forme  — - 1  -4*  ^*  ^^  V*  y  ^  troisième  m  sera  de  la  même  forme  ;  si  on  les 
pi*end  tous  deux  de  la  forme  —  c*  sin'A,  le  troisième  m  sera  de  celte  même 
forme.  Mais  si  on  supposait  n  et  vl  l'un  de  la  forme  «^  i  -f-  £*sinVi,  l'autre 
de  la  forme  —  c*  sin'A^  on  trouverait  pour  l'expression  du  troisième  m  une 
quantité  ima^naire  ;  et  ce  résultat  était  facile  i  prévoir}  car  si  l'expression 
de  m  se  rapportait  à  la  forme  ^-  i  -f-  ^  ^^^  ^r  ^^  s'ensuivrait  que  la^fonc-- 
tion  dont  le  paramètre*  est  -^c^sin*  X  pourrait  s^exprimer  par  les  deux 
fonotîawTicmt^  paramétm  sont  — *  1  4~^  w^y^^x,  —  i  4*  ^  ân'« ,  .ce 
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qui  est  contraire  à  la  nature  de  ces  fonctions.  De  même,  si  iti  se  rapportait 

à  la  forme  •—  t^  sin*  tx ,  alors  la  fonction  dont  le  paramétre  est 

—  I  +  4*  sin^  /A  pourrait  s'exprimer  par  les  deux  fonctions  dont  les  para* 
mètres  sont  — -  (f  sin'  X  et  —  c*  sin'  a ,  ce  qui  est  paiement  contraire  à  la 
nature  de  ces  fonctions.  ' 

Puis  donc  que  dans  l'hypothèse  précédente  ta  valeur  de  m  doit  toujours 
être  imaginaire  ^  il  parait  s'ensuivre  que  toute  fonction  dont  le  paramètre 
est  imaginaire,  pourra  s'exprimer  par  deux  autres  fonctions  .dont  les  pa- 
ramètres sont  réels,  l'un  étant  de  la  forme  «—  i  -f-i*sin*jet,  l'autre  de 
la  forme  -^  c^  sin*  A.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  d'une  manière 
directe  et  avec  tous  les  déyeloppemens  qu'exige  cette  proposition  l'une  des 
plus  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

1 20.  Soit  le  paramètre  imaginaire  donné  7i= i'(cos  fl+  v^— - 1  sin  fl),  y  étant 
positif  et  cos  0  pouvant  être  positif  ou  négatif  à  volonté  \  cg  paramètre  sera 
toujours  accompagné,  dans  l'intégrale  réelle  dont  on  cherche  l'expression, 
d'un  autre  paramètre  n'  =s  ^(cos  fl  —  ^/  —  i  sin  0).  D'après  ces  deux  don- 
nées il  faut  trouver  la  valeur  des  fonctions  n(/i,  c,  ^),  Il  (/i^,  c,  <f)y  ou  sim- 
plement II/i ,  II/i',  exprimées  par  deux  autres  fonctions  dont  les  paramètres 
sont  réels. 

Pour  cela  il  ne  s'agit  que  de  substituer  les  valeurs  de  n  et  nf  dans  les 
formules  trouvées  pour  la  résolution  des  équations  (i).  Soit  pour  abréger 

hz=z  , .     , ^  ,    .,  on  trouvera 

Ç  =  — >A±fV/(i4-3Acos8H-^*)> 
m  s=  —  îj^  p=—i^[aA*  4-2*008  9  +  rqc  2Av/(ï*f  afccosÔH- A*)] , 

Ar  =:  —  (c*  +  ac* >  cosfl-f"  ^*) -j^-- î 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  (quantités  Ç,  m^  ky  sont  toujours  réelles;  il 
en  est  de  même  du  coefficient  fi  dont  la  valeur  est 

ii»(if»*— amfC086+y*)      g| 

Quant  aux  co^âeos  A  et  A'  qui  contiennent  chacun  une  partie  imagi- 
naire', ils' se  tireront  fiMâliment  =des  ëquatiom 

+  A'=i— i  — B, 

AyH-À'nssmCB— 0— arc68fl(B  +  0--  2— Ç.     " 
T.  1.  .  '  19 
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11  y  a  dâux  valeurs  de  Z  ^^  P^  conséquent  deux  de  m,  et  deux  des 
autres  coeOicieiis.  Les  valeurs  de  m  méritent  une  attention  particulière , 
parce  qui'eUes  sont  les  paramètres  réels  des  fonctions  par  lesquelles,  nous 
voulons  exprimer  les  fonctiom  11^,  V^n%  dont,  les  paramètres  sont  imagi- 
naires. 
Soient  m  et  m'  les  deux  valeurs  de  /n,  on  pourra  supposer: 

rr/  +  ù^s=:^  nAc» [A 4- cobÔ+j/(i-+»2Acob9 -+•*•)]; 

de  Li  résulte 

(,;,  +  c^)  (/»'+  c»)  =  —  4^A*  sin*  fl  ; 

il  faut  donc  que  des  deux  facteurs  ira-^c*,  m'*f>c*^  l'un  soit  positif  et 
l'autre  négatif;  d'atllours  comme  m  et  m'  sont  tous  deux  n^tiGi^  et  que 
iH"''<  Mt  positif,  ainsi  que  \*^m'j  d'après  la  seconde,  des  équations  (i)^ 
oq  satisfera  à  toutes  ces  oonditions  en  prenant  ^'^ 

m  s=  —  c*  sin*  X ,       m'  s=  — •  i  -f-  A^sin*  ju , 

et  on  déterminera  immédiatement  les  angles  X  et  /i  par  les  formules 

sin  A  =5  ^  =  —  A  +  V^  (  I  +  a  A  c  os  9 -h  A ')  , 

co&^/A  =  -^  [A+cosô-H  V(ï  +  aA  cosô-f- A')]. 
La  première  donne 

cos' A  =  aA  [ —  A  —  cosô  -|-  v^(i  +  3A  cosfl  +  A')]  , 

donc  €Qa^XQ0S*/s.«=a  ^— ^r~-  Ainsi  l'angle  A  étant  déteimi(^é  par  la  pre- 
mière formule,  on  en  déduira  //,  par  la  formule  très  simple  : 

.\    QQS)LtC=a-T --. 

'^  6C0SA 

lai.  Gela  posé,  i^  en  partant  de  la  valeur  m=: —  c* sin^A,  et  des  va* 
leurs  correspondantes  des  coeffidens  (^  ^/B,  A,  A';  faisant  de  plus 

y  =  A»'+ A'naam  (B  —  0 —a»  og»0(B-+-ç)— ai— Ç, 


('>  11  7  a  de«  CM  oii  l'op  doit  ptedlre  m  et  m'  dans  l'ordre  inTerae,  savoir 

s:  —  1  «f  &*  «in*  M  et  m' ^3  —  c*  «io*  ^ 
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oa  déduira  de  l'ëquation  (4). 

/i>a>ff/n"»+7riyi'f  '=/r+^  —  ^ F -- Bn(w).         (5) 
Soit  c*  +  2cV  coao  +  >*  =  t*,  on  aura  A:  =  —  ^^-tï — ,  donc ........ 


r_^_  =      ^     Jog  /î*±£l£2îi\ 

J   I  +ity>*  2TCOSA    ^^  \j^ JDTCOSA/ 

2^.  ËR  piirtaDt  de  la  valeur  m^  =  -—  i  -f«^  sm*/Ay  ei  désignast  de  même 
avec  un  accent  les  coefficiens  correspondant  : 

g'  =  to'  (B'—  i)  —  a»  cos9  (B'  +  1)  —  a  — Ç';      " 
on  aura  celte  seconde  équation 

r       f+g' «m»» ^— T— *L  ^JLF—R'n»/       rfi^ 

où  l'intégrale/;^,-^.  =  ;^  arc  tang(£^iiï)==. i 


c  .         rcos^sin^cos^ 

— —  arc tang -77 — ,  w  .  ,^. . 


Au  moyen  de  ces  deux  équations,  tonte  fermule  intégrale  proposée 


h 


dans  laquelle  le  dénominateur  i  4-^^cos^*îo'^H^'*i5in^^  est  le  pro- 
duit des  deux  iàcteurs  imaginaires  i  +  f  sin*  ^  (  cos  6  4-  V^  — ^  i  sin,  fl  )  , 
I  +  '^  sin*  p  (cos  6  —  y/  —  i  sin  6)  ^  pourra  toujours  s'exprimer  par  les  deux 
fonctions  ïlm ,  ï\m\  dont  les  paramètres  soBt  réels  |  Tun  étant  de  la  forme 
—  c*sin*A,  l'autre  de  la  fÎMrme  *~  i*-f*^8ân*fi.  Car  connaissant  .le^  oœf-- 
ficiens  f^  g,  f\  g^,  ce,  €^  il  sera  aisé  de  satisfaire  à  l'équation  îdefitique 

ct-hÇsin*^  =  M(/+^sin-<P)  +  M'(/'+^8in-(p),     (8) 

où  M  et  M'  sont  dès  coeflieiens  cens  tans,  fiar  lesquels  on  mullî{^era  les 
équations  (5)  et  (6),  afin  qu'en  ajoutant  les  produits,  le  premier  membre 
soit  égal  à  l'intégrale  proposée. 

122.  Il  est  bon  de  prévenir  une  difficulté  que  pourrait  oflnr  Féquation  (5) , 

19.- 
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relativement  au  terme  /     ,  ^,  ,  = log  «r — — r-  Puisqu'on  a  d=: 

sm ^  cos ^     ^  on  voit  que/?  est   «ëro  lorsque  ^  =  0  et  lorsque  ^  ==  90° ; 

entre  ces  deux  valeurs  il  devra  y  avoir  un  maxinuim ,  mais  ou  pourrait 
craindre  que  ce  maximum  ne  fût  infini,  et  c'est  ce  qui  arriverait  si  Ç  était 
négatif  et  plus  grand  que  l'unité.  Or  cette  supposition ,   qui    rendrait  p 

infini  j  ne  peut  jamais  avoir  lieu,  et  même  on  ne  saurait  avoir  p  = 


r  cosA  ' 


ce  qui  rendrait  infini  le  logarithme  précédent;  en  effet  nous  avons  établi 
ci-dessus  les  équations  (?)   en  stipposaàt  identique;  l'équation 

(i+Çsin*^)*(i — c*sin*(p)4-feîn*^co8*(p===(i+nsin*^)(i4-?'sin*^)(i-4-msin*^). 

Le  second  membre  est  toujours  positif,  quelcpie  valeur  qu'on  donne  à  sin  ^, 
depuis  p  =zo  jusqu'à  ^  =si  90^  ;  donc  le  premier  meôibre  est  toujours  po- 
sitif,  et  par  conséquent  i  ^kp*  est  toujours  positif;  mettant  au  lieu  de  k 

sa    valeur  — • — r; — ,  on^en  conclura  que  4*— '/?*t*cos*A  est   positif,  et 

par  conséquent  aussi  b — prcos  ^;  donc  on  a  toujours  p  < ,    et    il 

n'est  pas  à  craindre  que  h.  quantité  logarithmique  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (5)  devienne  infinie. 

Soit  maintenant  4'm,  la  valeur  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, lorsque  la  fonction  est  complète  ou  lorsqu'on  a  9  3=90%  il  faudra  faire 
p  =  o,  et  on  aura  simplement 

*'m  =  — ~F'  — Bn'/îi, 

s 

ou  en  substituant  la  valeur  de  II'/ti,  suivant  la  formule  (//)  de  Fart.  1 16 
*'«=»:-(^4-B)Fy-|^[F'.cE(^,A)-.E'cF(c,X)].. 
Si  nous  passons  maintenant  à  Texamen  de  la  formule  (6),  nous  verrons' 

que  la  quantité  /)'  =  /  !I,r  ^«J^a  '  ^"^  ®®'  nulle  lorsque  ^  =  o  et  lorsque 

^  =  90*,  deviendra  infinie  entre  ces  deux  limites,  si  le  coefficient  ^'  qui 
est  négatif  [puisqu'on  a  ^'z=:  — fA  —  ^^/(i-f-aAcos  1  + A*)  ]i  est  en' 
même  temps  plus  grand  que  l'unité.  Lorsqu'on  aura  donci  +  Ç'  sin*  ^=0, 

ott  sin*^  s=:  — ^ ,  l'arc  dont  la  tangente  =  P'^^^f^  ^^^  i.  ^^  ^^  l'amplitude  ^ 

continuant  à  croître  depuis  sin*  ^  =  —  4  jusqu'à  ^  s=  |  *,  cet  àrc  croîtra* 
depuis  ^  TT  juscpi'à  tt. 
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Appelons  ^'m' l'intégrale  donnëe  par  le  premier  membre  de  l'ëquation  (6), 
lorsque  ^=  -^  'JT ,  nous  aurons  en  général  la  formule 

«•m'  :=-^vdb\'T  —  yf'c  —  B'n»  (c,  m'), 

# 

où  le  terme  dzjTr  devra  être  pris  avec  le  signe  supérieur  si  (  — ^')  est 
>  I ,  et  avec  le  signe  inférieur  si  (  —  ^')  est  <  i.  A  l'égard  de  II'  (c^m') , 
on  en  trouve  la  valeur  par  la  formule  (m')  de  l'art..  112,  qui  donne 

n- (c,  n/)  =  F'c+  ^^[_l+  ¥'c¥(b,  A.) -E'cF(*, ,«) -F'.E(6, ,.)]. 

De  tout  cela  il  résulte  que  ^la  valeur  de  l'intégrale  proposée  (7),  devenue 
complète  lorsque  cp  ==  90',  sera  M<b'm  -f-  M'**/»',  M  et  M'  ^tant  des  coeffi-^ 
ciens  constans  déterminés  par  l'équation  (8). 

Ainsi  les  fonctions  complètes  de  troisième  espèce,  même  dans  le  cas  des 
paramètres  imaginaires,  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

123.  Les  formules  générales  que  nous  venons  de  développer  ne  sont  su- 
jettes à  aucune  exception,  mais  il;  ne  sera  pas  inutile  d'en  faire  l'appli- 
cation à  quelques  cas  qui  présentent  des  réductions  remarquables. 

Soit  d'abord  y  ==  c,  6  étant  à  volonté,  en  sorte  que  les  paramètres  imagi- 
naires proposés  soient  n=:zc(cosB^\/ —  i  sinâ),  /i'=3  c(cos6 — v/ — i  sinG). 
Dans  ce  cas,  puisque nn!=:zc^y  et  n-^-n'=  2ccos9\  l'équation  qui  détermine  ^ 

devient  i=2*-l — r— ■- — ît-^î  elle  donne  immédiatement  2=5  — i  et  2= 

^    *  i+2ccosl  +  c"  .    .  ^•^  ^ 

c^  *4*  c  cos  9 

Tïccôâfl"'  ^'^*'  ^^  qu'on  trouverait  d'une  manière  moins  ^mple  par  les 
formules  générales  où  il  faudrait  faire  h  =  — ; — t— i- 

La  solution  ^  =  —1  est  celle  que  nous  avons  désignée  par  ^'j  ainsi  &i- 
sant  ^'s=:—  I,  on  en  déduira  /?i'=5 —  i','^/ts=o,  B'  =  o,  /*  =  2,  g^  = 

2ccos9jP'  =r  -^^  j  T  =ï=  £?  v/( !  -f-  2£?  cos 9  4-  <^)  j  et  l'équation  (6)  donne' 

pour  le  cas  dont  il  s'agit  le  résultat  suivant, 

r       2  +  2cco8flsîii^^  î^  — F-UÎarctanff    f"^    Î^Biî^ 

J  i4-2ccoslsin»f  +  c»sin4«>*  ^  •^^^r^'^^^^^S'Vc/      A    / 

Cette  intégrale,  au  reste,  se  déduit  directement  de  la  formule  du  n*  49 >  ^^ 
faisant  /i=c(cos6+v/ —  i  sinO),  /i'  =  c(cos9-^  |/-p-  i  sitié),  car  ce5- 
deux  paramètres  satisfont  à  la  condition  nn!  =  c^. 
Les  données  pour  former  l'autre  intégrale  sont 
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mz=    —  c*  sin*  A , 

/=0,      g'S— 2(l+CC06fl), 

sin  ^  C08  ^  /^    fl^      ^^^   I    I        I  4-  f/' 

11  ne  resterait  ^us  qu'à  substituer  les  valeurs  connues  de  ^ ,  B ,  ^y/j  §9  dans 
Fëquation  (  5  )  qui  devient 

et   en  appelant  ^'/w  la  valeur  du  premier  menibre  lorsque  ^  =;  ^  tt,  on 


aura 


On  aurait  de  même  pour  l'autre  intégrale  y 


T        2 


124*  Par  œs  formules  on  résout  complètement  le  cas  assez  général  où  l'on 
a  71  ==  €?  (cosO  -4- V^  —  I  sin0)  ;  mais  il  y  aurait  un  changement  à  faire  à  la 
seconde  formule  si  on  avait  cos8  =  —  Cy  ou  si  le  paramètre  était  n  = 
—  c*  +  ic  {/  —  I.  Alors  on  aurait  ^  =  o,  m  =  —  ^•j  €  =  c;  mais 
avant  de  faire  la  substitution  des  valeurs  de  ^  et  m,  il  faut  pour  éviter 

les  quantités  infinies  mettre  la  fonction  -^  F  +  BUm  sous  la  forme 

intégrale  se  réduit  à  F,  de  sorte  que  la  seconde  équation  sera  dans  ce  cas 
particulier , 

/2Ô*  sin*  ç       ^^_     dp p,         1   I  A  +c  sin^cos^ 

I — 2c*sin*^-f- c'sin^^  *  A  ac     S  *   A— *csiiif  C08^' 

L'autre  équation  sera  pour  le  même  cas, 


A 


I  — 2c*8in*f  +  c*sin47*  Â"  ""  *  -r  ^arc  tang- 
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Ces  deux  équations  périrent  se  vérifier  aisément  par  la  difiertBillîaiion.  11 

en  résulte  que  Fintégrale  T^irjjt—^^  .  ^  se  déterminera  toujours 

aisément  par  la  fonction  de  première  espèce  F,  en  y  joignant  un  arc  de  cercle 
et  un  logarithme,  ou  l'un  des  deux  seulement.  U  y  a  en  oulre  un  cas  oxi  la 
fonction  F  disparaît  d«  l'intégrale  qui  reste  ainsi  exprimée  par  un  arc  de 
cercle  et  un  logarithme;  car  en  prenant  la  diflférence  des  deux  formules  pré- 
cédentes, on  obtient 

r  «w'»  ^  s=  —  arc  tane .  (t}^^\  -j_  1 W  ^"*'^'"°» 

J  i — ac*cia*f +  c*8in^Ç  *  A         aô  ^'\     £^     J*^^^     D'A — csinf 

1:25.  Si  l'on  fâitcos^ssx,  les  intégrales  que  nous  venons  de  considérer  se- 
ront comprises  dans  la  formule 

Z-ff±M^    ^ ^ . 

pour  réduire  celle-ci,  soit  ^(jx  +  affjc*  —  ya^)  :=px ,  on  aura  la  trans- 
formée 


cos^' 


Ainsi  l'intégrale  ne  dépendra  en  général  que  des  fonctions  F,  et  dans  le 
cas  de  y=  o^  elle  se  réduira  entièrement  aux  arcs  de  cercle  et  aux  loga- 
rithmes. 

Une  semblable  réduction  s'applique  à  la  formule  plus  générale 

car  si  on  fait  \/(a  +  2€x*-fî'7^)»*È^,  on  aura  la  tiaiisformée 

z=_x r— 4 £ c  ^  ^  ,  M^-gs r— » ^ 

W/»*+2g— «•     W  l/fû**— ^O*— 4*»']     V  -      •//  (/>*+2C— 20i/[(p»— ai)»— 4-3,]» 

dans  laquelle  le  dernier  terme,  cpnteMnt  une  fonction  dé  troisième  espèce, 
disparaîtrait  si  on  avait  yf  —  ^ât  =  o.  Ainsi  l'intégrale 

J  0  +  tiÇx^  +  yx^'  »/(«.+ ^»«' 4- r**)' 
se  réduit  à  _2yl_^-__iy^^  et  ne  dépend  que 

des  fonctions  de  la  première  espèce» 

1 26.  Pour  appliquer  nos  formules  générales  à  un  second  exemple ,  sent 
»  =—  I  +*  (cosA  •+■  V^  —  t  sinX)  ;  en  coaipaiaftl  cette  valeur  i  le  lUnnule 


i5b  rorîcno^s  ellutiques, 

d'où  résultent  les  Taleors 

.  .  >•=!  —  2AcosA  +  ^, 

h=z     - 


•  » 


2COS#  i^^cosa' 

On  a  donc  ^  =  — -f  A  rfc  i A,  c'est  -  à  -  dire  que  les  deux  valeurs  de  ^  sont 

La  valeur  ^  :=:o  donne  ir  =  o,  ce  qui  £aiil  la  même  dilficullé  que  nous 
avons  déjà  rencontrée  (art.  i  ^4)  ;  on  la  résoudra  de  la  même  manière ,  et 

I  c* 

parce  qu'on  a  dans  ce  cas  B-f*'*^  -^^  on  trouvera  que  les  deux  termes 
7  F  +  BITiJi  se  réduisent  à  -^  F.  D'ailleurs  les  substitutions  donnent  immé- 

diateiiient/=i-5  =  a(i-H^,^=»=-a(n-î!:^'),*  =  -,-j 
on  aura  donc  pour  la  première  îi^tégrale 


/ 


»+cotl— (y+c*cosS) sin^p    dp ^ |       A+^sin^cos^         ^  p,  ^ 

i-f-aycoflsîn*f+>^sîo^^  *  ^         ^  ^  —  »sinÇco«f         af      ' 


et  on  peut  remarquer  que  cette  équation  se  déduirait  immédiatement  de  la 
fi)rmule  du  n*  54»  en  faisant  »  =  —  i-HAcosA  +  AsinAi/ — i;  car  alors 

Véquaticm  de  condition  (i  +  n)  (i  —  m)  =  &* ,  donnerait  i  —  m  = 

h (cosA— ^  V^^^  I «sin A),  et  par  conséquent  — -  i7i=  nf. 

Pour  avDÔr  l'autre int^rale il  £iut  continner'de  faire  les  substitutions  dans 
les  valeurs  des  coeffidens  (art  121  )  ;  elles  donnent  les  résultats  suivans  : 

m 


f*  >  » 


S  1  —  bcoêX  cofO' 

Bif  ss—"z 7 ïï    =  — •— :r2=— i  +  ^sin*û,  j, 

^  {i-^bcoêxy  eot^t  '  '^^  * 

A^=      ^r*cosV*  =  r*tang'9, 
B  =       1  +  ——, 


a  cof  S       f       3c*oo8l 


/'=-^^%^ 


y 


au  moyen  desquels  la  seconde  intégrale  est 

y'  1— €î»SMI*f  dp         «^  ,  »+«»*rT    ^  I        *       --.  *  / — f«în#8illfC0Sf\ 

r-^^Koaa^f+^fi'^  ^^+^^"^-^^551"^  .'«°8<(co.»+>ri,»A> 
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On  observera  dans  Papplication  de  cette  formule  que  cos  0  est  négatif;  car 
on  a  o  =:c*-|-  ay  cos  fl  +  >%  et  p  doit  toujours  être  pris  positivement,  comme 
module  de  la  racine  imaginaire  y  (cos  6  -j-*  (/-^  i  sin  G). 

Dans  l'expression  du  second  membre  le  dénominateur  ^cos  0  -|*  ^  sin*  ^ 
pourrait  être  zéro ,  si  cos  0  qui  est  négatif  est  plus  pçtit  que  v  ;  et  comme 

on  a  i  -f = 7 — ^  ,  ,, ,  u  est  clair  que  ce  cas  aurti  neu  si  on  a 

V  I— 2  6C06A-f-D*'  ^ 

ces  X  <  i.  Alors  l'arc  qui  répcmd  à  la  valeur  de  (p  pour  laquelle ' 

V  sin*  ^  -|-  cos  6  =s  o ,  sera  -  et  lorsqu'on  fera  ^  =  - ,  l'arc  correspondant  sera  tt. 

Au  contraire,  si  on  a  cos  A  ^  &,  l^c  compris  dans  la  formule  deviendra 
un  maximum  pour  une  valeur  de  (p  comprise  entre  6  et  7  ^,  et  il  sera  nul 
lorsque  ^  =  -j  ^. 

Cela  posé ,  si  on  appelle  comme  ci-dessus  ^^m  et  ^W  les  valeurs  com- 
plètes des  deux  intégrales  trouvées,  valeurs  qu'on  obtient  en  faisant  ^=7  'tt, 
on  aura  en  général 

*'m'=ip +'-i^  nw+-4-Ts  fî  db  n, 

*  *        2  008  #  '^  2  5in  fl  \2  2/  ' 

le  signe  -f*  ayant  lieu  dans  db-j^,  si  cosA^d  et  le  signa  -— ,  si 
cos  A  >  A. 

Si  on  avait  cos  A  =  i,  il  faudrait  prendre  -  à  la  place  de  -db-;  d'ailleurs 

les  formules  trouvées  dans  ce  cas  s'accorderaient  avec  celles  qu'on  a  don- 
nées art.  124,  pour  le  cas  de  cos^ss— »c,  puisque  dans  les  deux  cas  on 
aurait  n  =  — c*-|- 6c  |/ —  I. 

.  1 27.  Il  est  très  remarquable  que  dans  le  cas  d'un  paramètre  imaginaire  de 
la  forme  n=-—  i  -f-  ^  (cos  A+i/— -isinA),  la  transformation  dont  on  a 
fait  usage  pour  les  approximations  (art.  qS),  conduit  immédiatement  à  la 
réduction  des  fonctions  II/i,  Tin'. 

En  effet,  d'après  cette  valeur  de  /»,  les  formules  de  l'art,  cité  donnent 

et  puisque  le  nouveau  paramètre  n^  est  ré|el ,  la  solution  est  donnée  im- 
médiatement par  la  première  transformée 

n» = ^  D-n- +»P + ^„/t^2«5=  ] , 

T.  I.  ao 
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oàl'oR  a 


pr  =  -—  [sin  \  -f'(cos A  —  *)t/'— *t]  , 

% 

-;  [cos  A  —  ft  —  sm  A  •  y^—  I  ]  , 


c» 


s  /» 


«■+1;  =55   [i  —  cos  A  -h  sin  A.  |/—  i]. 

La  valeur  de  lia  est  donc  exprimée  en  fonction  de  n%  tP^  9^,  comme  iF 
suit  : 

n/i=  ^i(oosA  — i—  |/— I  sin  A) F(c%  <po) 


^jp^.  [siiiA-H(c«A-A)v/-i]n(ao,  co,  (p^) 
\4.^(ô--,«osAH.i/— i8inA)log,(fJ|±^^^ 

d'où  Ton  voit  que  la  fonction  Wn  dont  le  paramètre  est  imaginaire ,  ne 
dépend  que  d'un  logarithme  et  de  la  fonction  fl  (n^,  c%  ^)  dont  le  para- 
mètre est  réel  et  de  la  forme  —  i  +  A"*'  cos*  •;  A. 

G)nnaissant  la  valeqr  de  II/i,  on  aura  en  même  temps  celle  de  Wn'feu 
changeant  dans  Ir  TarÉmle  précédente  le  signe  de  V^-**t*  Et  par  deux 

facteurs  convenables  on  pourra  former  une  intégrale  réelle 

(M  4-  N  v/— •  i)  n»  +  (M — Pf  |/—  r)  lirl  qui  ne  contienne  point  la  fonc- 
tion II"*,  et  une  autre  qui  ne  contienne  point  de  logarithme.  Ces  deux  in- 
tcgrttfcs  sont 

J  I  +2r  eosd  sin**  + .»  sia»  j  "  A  — i  +  i  "  ^     '      '  "  ^' 

les  inla^rales  coBipriaea  dans  les  premiers  niemhres  étant  les  mêmes  qui 
ont  éléi  semMahlean^irt  dénommées  art.  ia& 

1 28.  En  comparant  la  première  formule,  Àeelle  que  nau«  avons  déjà  trou- 
vée y  on  prouve  asses  fiieikuent  f  identité  des  deux,  expressions  y  car  on  a 

F(«,<P)=~.  nff^,r>^-^I{c%  rh  ainsi  J  F{i:, ç)  =  i=^ F(c»,  <p»)'.j 


de  même  puisqu'on  a  isin  y^  a:?  >'  ■  ■    ^fr^f  ^f ,  fidentité  des^  deux  ,qnaii- 

tités  logarithmiques  est  manifeste. 

Il  n'est  pas.âusâ  fiMllé  d&  déiaontrer>  relativement  à  la  seconde  inté« 
grale,  Fidentiié  â&iits-àsùx  expressions.  Celle  que  nous  venons  de  trou- 
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A^er  — 7-^n(/î%  c\f^)  réduite  fôtisL  à  tin  seul  terme^  e^  beaucoup  plus 

simple  que  l'autre  expression  qui  comprend  à  la  fois  le$  deux  fonctions 
F ,  ri/w',  et  un  arc  de  cercle  dont  la  tangente,  est"  fort  Composée.  Cepen- 
dant on  ne  sauittit  douler  que  c«ile  seee^de  expressioa  i»  9ci%  identique 
à  la  première,  et  nous  aUpnç  £aire  voir  coaunçnt  ou  peut  s'en  assurer 
par  le  calcul  effectif. 

L'équation  qui  restç  à  vérifier  pourra  être  mise  sous  cette  forme  : 

(,  4-c-)n(«',  c-,(p-)  =  FCc,  <p)+i^^nKc,?)+^,*, 

ou  Ion  a 


^  ^*1'    '  Mi 


n*  =  —  ; — '— TT- =3: —  I  +  A'^cos^-jA  ,     niss-^  1  ^i^Bm*u, 
(1  +  i)*  '  ' 

n  faut  observer  que  l'arc  "¥  crottra  continuellement  aVec  ff  à  Ton  a 
I  —  bcosA  ■<  y*,  ou  cosA'<<6,  de  sorte  qn'en  feisant  Ç  ^^7,  on  aura 
'^z=i'7F.  Au  contraire  si  on  a  cosX>i5  Parc  "¥  sera  zéro  attz  deux  li- 
mites ç>=so  et  ^sS'î'Tr. 

Pour  mettre  plus  d'uniformitë  dans  les  dénominations  ^  soit  As=s  9r  — ^  :a^y 

_^ 

on  aura  »•=>- i«4-****sin*Ç,  oos;^;^  ^^*^^^gy  i'»(iH-J)|/{x— J^^sin'ff) 
rifier  sera 

équation  qui,  outre  les  quantités  ordinaires  b^  c^  <Pj  et  celles  qui  en  dé* 
rivent,  comme  6%  i?%  9%  oe  coAtienJk  d'àrUtraire  qi|p  rattg^a.;^ ,  ptUMiuis 

cet  angle  sert  à  détermùier  /4  et  r  par  les  équations,  et^fl  =s  ii  J  ■   ^, 

y  =  (  I  +  i) A(i%  f),  et  ensuite  les  paramètres  n""  el  m  dont  les  valeurs 
sont  n=s  —  I  +  ^'sin^f ,   m  =;— -  i  +A*sin*^t. 

Cela  posé,  on  poorrait  réduire  b  ftnetion  n(/i*,  è^^  ^^)  à  la  fonction 
n(/i,  c ,  9)  ;  maijB  on  reviendrait  au  paramètre  imagioaiire  n ,  d'où  i'on 
est  parti;  ainsi  la  seule  marche  it  anivre  est  de  rédnire  k  fonction  n(i7%c,  (p) 
à  une  nouvelle  fixvction  n(iyi^,  <fj^)  au  i»oy^  dee  ft»rwBle»  de  l'art.  gS. 
Elles  donnent  une  valeur  poàiti^  dé  M"^  s«à>i|^r  --  *" 
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—  (,  4-Q* (i  +  j»)  -"       (1  -f.  hy  sinV      » 
faisant  donc  m'*:=:cot*7^,  on  aura 

.    co8/m/(i  — ^'sin» d"  gin  flg t/ (i  -^  ^^*  sin* Q 

Soit,  pour  le  module  é%  F(i'',  ê.)  s=  2F(i%  ^,  on  aura  par  les  formules 
de  la  duplication  (art.  ai) 

donc  cot  }^  =  c^  tang f.,  ou  i  =  c"*  tang  é^«  tang  y^  ce  qui  correspond 
à  l'équation  transcendante  F(A*,  ff,)  +  F(i*,  >)  =  F'i*,  ou ,  ce  qui  re~ 
vient  au  même,  à  l'équation 

aF(A%  €)  +  F(A%  >)  5=  F*A«. 

Cette  équation  qui,  pour  le  module  &%  établit  une  relation  entre  les 
paramètres  /î**=s:— i  +ft**8in*6  et  m^ssscot*^',  est  cmnprise  dans  un 
symptôme  général  que  nous  ferons  connaître  dans  le  chapitre  suivant  ;  il 
en  résulte  que  la  fonction  n(n'',  o^,  (^)  peut  se  réduire  à  la  fonction 
n(m%  c%  $''),  et  par  conséquent  à  la  fonction  n(m,  c ,  ^).  Or  la  possi- 
bilité de  la  réduction  étant  démontrée ,  il  devient  inutile  de  développer 
ici  les  calculs  plus  longs  que  difficiles  par  lesquels  on  parviendrait  à  l'équa- 
tion générale. que  nous  voulions  vérifier.  Nous  nous  bornerons  seulement 
à  faire  voir  l'exactitude  de  cette  équation  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes. 

129.  Soit  donc  9  =  |  «nr ,  et  par  suite  ^'cs'ïr ;  si  on  suppose  cos A  <  &,  ou 
A+cosaÇ>o,  ce  qui  donne  **"  =^,  l'équation  à  vérifier  sera 

.(,+c.)n'(«., c.)=Pc- (i^Dn'(«,, c)  +  ^^.^,    . 

et  on  aura 

/î*»==~i  +  A**8in*ff,     >*=i+2Aco»a€4-ft'  =  (iH-*/(i— *"*sin»^), 

Maintenant ,  par  la  formule  .  de  l'art.  1 1 3 ,  on  a 

n»  (/>>,  g  )  =  F'c  +1.^^**'"^     (--M  )  , 

M  =  F'c  E(i,  ^)  4-  E'c  F(4 ,  /*)  —  F'c  F(4,  /*) 
M!  sa  F'c*  E(i%  €)  -f:  E'c*  F(**,  ^)  — . F'c*F(i*,  i).      - 
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Substituant  ces  valeurs  dans  notre  équation,  et  observant  que  (  iH-<^)F'c''=:F'c, 
le  premier  membre  deviendra  3F'c-|-  t^j  ('ir — aM*) ,  et  le  second  membre 

— rr- 7k  F*€?  +  ,  /    ^  l  -  +  M  J.  Ainsi  tout  se  réduit  à  vérifier  Féqualion 

^fiLi  F'c  g  aM«  +  M  —  i  TT. 


Il  faut  pour  cela  substituer  le  module  h  au  module  ^,  dans  l'expression 
de  M"^^  or  on  a  d'abord  les  valeurs  des  fonctions  complètes ^  savoir, 

ensuite  on*  exprimera  F(6%  f)  par  F(i,  ^),  en  établissant  l'équation 
sin  (aC  — J^)  =  isinJ^,  de  même  qu'on  exprime  Ffc',  ^')  par  F(c,^),  au 
moyen  de  l'équation  ônCaç'— *(p)  =  c  sin  9.  Ainsi  en  prenant  l'amplitude  cT 

,,  .  '       fv  8in2ff  .      «v         sinaC 

telle  que  ta^g J^  =  J^p^sl? '  ^^  smcTs— ;— ,  on  aura 

F(ô%0  =  ^F(6,cr), 

E(*%  0  =  7TlE(i,  /)-Ki  -*)F(i,  cr)  +  ;^  sin  /j 
substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  M"*,   on  aura 

2M«=F'cE(*,  cD+CE^c  — F'c)F(i,  cD  +  isincTF'cj 
l'équation  à  vérifier  se  réduit  donc  à  celle-ci  : 

-t  (E'c-F-c)  [F(4,  A*)  +  F(5,  /)]. 

Mais  d'après   la  valeur  trouvée  de  tangJ^  et  celle  detangft,  on  a 

1  =  c  tangft  tang  J^  ^  ce  qui  répond  à  l'équation  F(i,  ft)+-F(i,  ^)==F^b  ; 
on  a  en  même  temps  E(i,  (x)  -|-  E(i ,  «T)  ==  E*ô-j-  ft'sin  ft  sin  «T.  Substi- 
tuant ces  valeurs  et  effaçant  la  partie  qui  se  détruit  par  la  propriété  des 
fonctions  complémentaires ,  il  ne  restera  plus  que  l'équation 

— r-Y 3  =  os\u&  +  6»smusmd^, 

I +600S2C  *  '^  ' 

laquelle  devient  identique,  en  substituant  les  valeurs  connues  de  sin/ 
•  et  sin  /t^. 

i3o.  L'équation  générale  (4)  que  nous  avons  établie  entre  trois  fonctions 
dont  les  paramètres  sont  n^  n\  rhj  peut  servir  à  donner  une  seconde  soin- 
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lion  an  fœobième  <{ui  a  pour  but  d'exprioier  une  fimctîoii  dont  le  para* 

mètrç  çst  ioDagioaire ,  par  deiu  autres  f<biciâons  dont  les  paramètres  soient 
réels. 

Reprësentoi»  par  m  le  paramètre  imaginaire  danné  i»  es 

V  (cos  fl  +  v/  — •  I  sin  fl),  et  par  /i  et  nf  les  deux  autres  paramètres  qm  doi- 
vent être  réels.  Il  faislra  d^abori^  satisfiûre  à  FéfûatiQQ.  ivi'/7i  =  — -  c^^* ,  ou 

W»(qo3  6  ■+•  v/  —  I  sin  9)  5=?  —  (^^\  Soit  pour  cet  €%t  r*  s^  ^',  on  aura 
^*  =  f*  [qoi  ('TT  •^  •) -^  1/ «^  I  sin  (ir -^  6)  ],  et  par  conséquent 

^^/•(coj '-Xi  —  v^  ^  X  «in iriî). 
Cela  posé,  la  seconde  des  équetions  (i),  denendra,  en  fiiisant.  •  • 

N(i4«ycosfi-hysin««f/->^r)aK(f-|.^)»; 
elle  se  divise  en  deux  autres,  savoir  : 

N  (i  +  >  cos  9)  ='i  +  2 r sin-y  fi -^  r*  cos  fl , 

N  y  sin  9  =  arcos  7  fi  —  ii»  sinf  j 
d'où  l'on  déduit 

la  dernîèfc  donae     ' 

^       '^-"^^  aslnflr  "-^-^    asinié^** 

en  faisant  ipoor  al>féger  O's;*  v^(r  4"^eûsfi4*i^),  et  ou  remarquera  que 
cette  valeur  qui  déterqûne  entièrement  ^  est  indépendante  du  module  c. 
On  aura  ensuite  y  en  prenant  le  signe  inférieur  de  o*^ 

j'observe  qu'on  a  (t-+-r  —  a')(i+ï'+^)  =  4' *"^* i 9 5  donc 


et  par  suite 

/i  +  n'=: 


or  la  quantité  f  *^p  -^  ^ept  tûv^mir»  pcmtxre;  cc^  est  évident  m  v  sa  i 
ou  <  1  ;  si  y  est  >  I ,  h  qaantîté  s  égale  à  f/(i  *1^  â  r  tod  a  -f-  ^0  ?  ^^^ 
,  toujoms  oomprîM  cntie  f  H^  i  et  y  «*^  i  j  on  peut  donc  firire  ertss  r^-cos  <t, 
et  on  aura  y  «»f«i{«^a&:  f  <4*x306«s»â0os*fcir5  quantité  tonjôtm  positiTe. 
Elie  ne  aemt  a^o  qm  dans  le  cas  oà  fan  aurait  cos  êass  ^->«  t ,  maia  alors  le 
paramètre  pfoposé  fh  serait  réc^. 

La  valeur  de  nnf  étant  positire^  3  dut  que  u  ei  f^  soient  tous  deux  de 
même  signe;  celle  de  n^^n'  étant  négatire,  il  a^ensuit  qu'ils  sont  tous 
deux  négatift.  Enfin,  puisque  le  produit  (^-f»n)(^  +  n')  est  négatif,  il 
faut  qua  Fan  des  facteurs  c*  -(«n^  c*-f-^9  ^^  positif  ^  et  l'anitre  uégatîf. 
Donc  l'un  des  paramètres  n,  n',  est  plus  petit  que  c*,  et  l'autre  plus  grand 
qne«'. 

Soit  n  le  plus  petit  paramètre  et  n^  le  plus  grand,  on  aura  par  la  réso- 
lution, des  équations  précédentes,  et  en  £ûsant  t=  v/(<^+3c^  v  cos^O-f*  y*), 

Nous  savons  déjà  qu'on-  peut  supposa  j^t  :&:  -^  c*sin*A ,  ainsi  l'angle  A  sera 
donné  par  la  formule 

Quant  à  l'autre  paramètre  n',  it  doit  être  négatif  et  plus  grand  que  c*;  mais 
il  fiiul  encore  que  i  ^vf  soit  positif;  car  puisqu'on  a  (r  -f*  n)  (i  +  n')  = 

■    "VTTa — ^,  il  est  dair  que  i  Hr /^  aura  le  même  signe  que  tr — y— cosfl. 

Soit  i^'f-f-ooaS  positif  sa  A:^  on  aura  0'*-«y  •-^eoadsso'-^-Arsss 

JT,  es,  ^-j ,  quantité  positive  ;  soit  a*  y  +  cos  0  négatif  â:^  —  it ,  on  aura 

0*  —  y  —  €oa  %  =  0*  -J«  A: ,  quantité  encore  positive.  Donc  dans  tous  les  cas 

I  +  "^  ^  posifîf;  et  puisque  ef  +  n'  est  négatif,  il  s'ensuit  qu'on  pourra 

toujours  faire  n'  î=î  —  i  -f.  ï*  sîn*/t*,  et  Pîtngte  fi  sera  déterminé  directement 

par  la  fomide 

•   •    _•  y^-^r— *»    .         2(i  +  »  cos é  +  y) 

Les  valeurs  de'/»  et  de  n!  étant  ainsi  trouvées ^  on  aura  celles  des  coefll- 
ciens  ^  et  ^  comme  fl  stiit  :  • 
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Il  ue  reste  donc  plus  pour  achever  la  solution  que  de  déterminer  les  coeffi* 
ciens  A,  A',  B,  ce  qu'on  fera  par  les  formules  du  n^  1 18. 

i3i.  Cette  solution  a  l'avantage  de  faire  connaître  immédiatement  par  des 
formules  assez  simples  les  paramètres  réels  n  et  ri  des  fonctions  par  lesquelles 
peut  être  exprimée  toute  fonction  llm  dont  le  paramètre  est  imaginaire  ; 
on  trouve  ainsi  par  une  seule  formule  l'expression  de  la  fonction  Ilm  ;  mais 
le  calcul  des  coefficiens  est  plus  compliqué  que  dans  la  première  méthode , 
et  il  paraît  que  celle-ci  mérite  la  préférence. 

Si  on  applique  cette  nouvelle  solution  au  second  exemple ,  on  aura .  • .  • 

cr  =  6,  r=zbv^  ce  qui  donnera  /»==       ,  ,        sg—  i  +6,  et  riss.. . . . 

—  (tJ^TEt)  ==  ■"  '  +  **  sin>,  sinft  =  "^^V^^  La.  fonction  lin  dont 

le  paramètre  /i  =  ^«  i  »f*&,  s'exprime  par  la  fonction  de  première  espèce 
F,  jointe  à  une  quantité  logarithmique  (art.  65);  ainsi  la  fonction  rim  dont 
le  paramètre  est  imaginaire  s'exprime  par  ces  deux  quantités  et  par  la  fon^ 
tion  Tlnf  dont  le  paramètre  est  réel' et  de  la  forme  — *  1  -f-i'  sin^^,  laquelle 

sera  accompagnée  de  l'intégrale  /    j^l  %j  ^^  ^  ^^t  imaginaire.  On  voit  que 

le  tout  formera  une  expression  plus  composée  que  celle  qui  résulte  de  la 
première  méthode ,  c'est  pourquoi  nous  n'entrerons  point  dans  le  détail  de 
son  développement. 

iSa.  Nous  observerons  enfin  que  la  formule  qui  a  fourni  deux  solutions 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  ce  chapitre ,  n^est  pasi 
la  seule  qui  puisse  être  employée  à  cet  usage  ^  et  qu'il  eh  est  plusieurs  au- 
tres qui  conduiraient  «u  mâme  but  ;  mais  il  nous  suffira  de  foire  mention  de  la 
méthode  suivante  dont  l'application  pourrait  dans  certains  cas  présenter 
quelques  avantages. 

Ayant  pris  deux  coefficiens  constans  ^  et  A:,  soit  p  ^s  —  "]^^ .^   ,  on 

aura ,  en  faisant  pour  abréger  D  =  i  -H  ^  sin*^,  l'équation 

dp      ûÈp    D  [i  ->  a  (1  -H  c*)  sin*y  +  Ç  c*  sin^^]  —  2{  A*  rinV  cos*^ 

Supposons  le  dénominateur  D*  -|«  A:  A*  sin*^  cos*^  =  (  i  -|«  /»  sin*^  ) 

(i  +  /l' sin*^)  (i  -f-  m  sin*9) ,  on  aura  les  trois  équations  de  condition , 

A:c*  =s  nrim , 

(n-0'=(n-/»)(i+»OC»+'»),       ,       ,. 

(■+â=0+?)0+?)0+."). 
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au  moyen  desquelles,  étant  donnés  les  deux  paramètres  n  et  n'y  on  poum 
déterminer  le  troisième  m  et  les  deux  constantes  ^  et  A: ,  tels  qy'on  ait  entre 
les  fonctions  II/»,  Un%  Ilm,  l'équaticm 


/i 


j^  =1 F  +  An«  +  AU/,'  H-  Bnm.  (b) 


Appliquons  cette  formule ,  comme  ci-dessus ,  au  cas  de  deux  paramètres 
imaginaires  n  =  ^(cos  9  4-  |/ —  i  sinfl) ,  n'  =  y(cosâ  —  |/—  i  sin  fl) ,  où 
nous  pourrons  supposer  vK^Cy  car  si  on  avait  f  >  c,  le  paramètre  n  pour- 
rait, en  vertu  du  théorème  de  l'art.  49  ?  être  remplacé  par  le  paramètre 

—  =s—  (cosfl— •  f/— 1  sinO),  où  Ton  aurait  ^  <^c. 

Dans  celte  hypothèse,  si  l'on  &it  (i+n)(ï+n')=si^2vcos6+p^=€% 

f  I  +  2-jr  I  H-  ^  j  =  I  +   '^--  -|-  ^  =  j^%  on  aura    pour   déterminer 

Ç  et  /7i  les  deux  équations 

Soit  t/(i  -f-''<)  ^^'f  ou  ms=x*-^  ij^  on  aura  l'équation  (6x-->^)*sb 
y(x» --.*•),  d'où  résulte 


JC  S— 


On  voit  d'abord  que   les  deux  valeurs  de  x  comprises  dans  cette  for- 
mule sont  positives;  car  on  a  par  supposition  y  <  c,  et  £ '  —  y^'=?... 

C^^^'^'?J\  —  ^).  Si  on  observe  de  plus  que  l'équation  qui  détermine 
directement  m  ou  a:*  —  i ,  est 

^i— ^J /»•-!- 4^ (i  — ^)  (i+ycosô)  — 4^'  *i^*û  =  o  , 

—  4/7if • 

on  en  conclura  que  son  dernier  terme  étant  négatif,  les  deux  valeurs 
de  m  sont  l'une  positive ,  l'autre  négative ,  c'est-à*dire  que  des  deux  va- 
leurs positives  de  Xy  l'une  est  plus  grande  que  l'unité ,  l'autre  plus  petite. 
La  valeur  positive  de  m  pourra  être  représentée  par  col' fi;  quant  à 
la  valeur  négative,  elle  devra  être  de  la  forme  — -c*sin*Aj  car  en  vertu 

de  réqui^on  \^J  =>*(*+  p)>  '^  c»'  visible  que  i  +  ^  doit  être 
T-  I.  ai 


i6a  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

p<^tif,  et  cemEie  dans  lo  cas.de  m  li^^tîf^  ceUe.  m^Me  quantité  devra 
être  plus  petite  que  Funitë,  on  pourra  la  repraieiifa9r  par  cOs'X^^qoi 
donnera  m  =—•  c^ sin*  X ,  et  l'angle  K  aéra  détarJUiilé. par  VéquaUou*... 

j^cosA.c=dbr-^^--},  où  l'on  devra  mettre  pour  oo  la  plus  petite  va- 
leur X  =  -— '^  y  ce  qui  donnera  cas  A  =  =jb  (  Jl'^^j  =  ^  Câ^^STZ  J  '   ^^ 


'-? 


sig^e  dp  devant  être  délermîne  de  manière  q^  çoftX  soît  poiiti£^A  étant 
connu,  on  aura  f^  par  l'équation 

.    .      ^  a»8Înd 

ainAcot;4=^;^3rir;i5r 

Od  voit  maintenant  Kt  possihiltté  à^tpgimer  toute  fbtiotkm  dé  trmiâéme 
eaj^ce ,  dont  le  paramètre  n  estifnagioatfÉf,  pai  le  moyêft  ^  à^à%  fonc"" 
tions  de  même  espèce ,  dont  les  paramètres  sont  réels,  l'tuie  ayant  tfe  para- 
mètre positif  m  ==  cot*  /«,  l'autre  ayant  le  paramètre  n^atif  /7^=— *  c'sin' A. 

Il  n'y  a* de  différence  entre  cette  solution  Ot  la  précédente,  que  dans 
]a  valeur  du  paramètre  d^eli9pèc^  circulaire^  qui  est  maintenant  positif  et 
représenté  par  cot*f4,  tandis  que  dans  l'auti'e  solution  il  était  négatif  et  de 
fatft^rme  -^  i  -^6*  ain^/it  ;  «ais  an.  saii  qiia  cta  deux  formes  ^nt  x^dkio* 
tibles  l'une  et  l'autre ,  et  qu'ainsi  il  n'y  a  aucune  ciiiKrcDCé  esoenti^He 
dans  les  deux  solutions.  i 

Quant  au  développement  de»  formules  pour  déterminer  les  cocfmciens 
A,  A',  B,  et  achever  la  solution,  il  ne  saurait  maintenant  ofihr  aucune 
dHBcuké,  et  nous  ne  croyons*  pas  devoir  nous  y  arrêtet. 

i33.  Conclusion.  Puisque  toute  fonction  elliptique  de  troisième  espèce^ 
ddnt  le  paramètre  est  itnaginaife ,  peut  se  réduire  k  4<BtiJ:  fometlops  de  h 
même  espèce,  dont  les  paramétres  sont  réeibf  U^enaiiit: 

I  "*.  Que  toute  fonction  complète  de  troisième  espèce ,  dqnt  le  j^aramètre 
^st  imaginaire ,  petit  totqtm^  se  [^réJkmtç  %dl  fbiicîîon»  etUpti^ues  de  la 
première  et  de  la  seconde  espèce. 

:2'*.  Que  toute  fonction  de  cette  sorte ,  non  complète ,  mais»  dont  l'am- 
plitude (f  est  telle  qu'op  ait  F(c,  ç)  =3  AF*c,  k  étant,  un,  npi^ce  ration- 
nel^ pourra  egalejnent  s'exprimer  par  des  fimctîoa9  d^  la,pr!Em»é«.  et  de  la 
seconde  espèce. 

3*.  Qu'une  fonotiou  Un ,  dont  le  paramètre  est  Mpp^agioaite  1  poaria  se 
réduire  indiéflniment  à  la  première  espèce,  si  l'on  peiil,  aatw^re  en  même 
tétwps  aux  4éà\  conditions  nécessaire»  pour  que  lea^  fcHaicUim?  Hm^  ïM, 


\ 
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dont  eilf  4éptnd,  MÎeiît  suso4Bt)t!iUte  d'urne  «eâstllAhle  i^chioUon.  On  a 
déjà  vu  un  ^x^mplg  de  pes  réductions  (vt.  .124)9  etîl  seçait  £i<ûle  d'en 
produire  plusieurs  autre». 


><^M»M^(|W^M^WI|IWWI^WW%»ÉMM»WWWM>»  <WMW»>WM<M^»MWM%^MM(VW»WWWtWWWWV»>W»»V»<»>lM<t%^ 
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lïvh  ^fmptôme  igénéral  pour  reconimUre  si  deuoc  fanetions 
données  de  troisième  ésphoey  qui  ne  diffèrent  que  par  les 
paramètres,  peuvent  se  réduire  tune  à  Vautre. 

i34*  -Pl  ous  avons  admis  trois  formes  dans  lés  paramétres,  savoir,  i2=:cot*  6, 
n  rî?  — ■  1  -f"  i'  sin'  tf ,  »  =  — •  c*  sin*  ô;  et  nous  avons  fait  voir  que  toute 
fonction  qui  se  rapporte  k  h  prèniière  forme ,  peut  être  convertie  eu  une 
fonction  qui  se  rapporte  à  la  «étende  forme  ,  et  réciproquement.  Cette 
conversion  se  &ît  par  la  formule  du  n**  54 ,  et  sans  rien  ch^ger  aux 
deux  autres  âémens  de  chaque  fonction ,  qui  sont  le  module  ç  et  Tanii- 
plitude  9.  Mab  une  fonction  dopt  le  paramètre  appartient  à  la  troisième 
forme ,  ne  peut  îamâis  être  réduite  qu'A  une  fonction  dont  le  parâtnètre 
est  de  la  même  forme.  Cest  pourquoi  nous  nous  bornerons  à  tolnpàrer  suc- 
cessivement,  pour  les  trois  formes  du  paramètre,  deù^  fonctions  qui  se 
rapportent  à  une  même  forme. 

Soit  ï^.  nercot*  fl  j  la  foreiule  (i')  du  A^  106  prouve  que  la  fonetîon 
n  (cotf  8,  e,  ^)  peut  se  réduire  â  ia  ÊoMticm  XI  (oot*  ç,  b^  6)  qui  diffère 
de  la  première  par  aes  trois  A^ens.  ^  6etâl)lablèûftent  la  fotetîoii  II  (cot^  A , 
c,  (p)  pourra  se  réduire  à  la  fonction  II  (cot*  ^,  &,  A);  mais  les  ibncticms 
n {cot* ^,  ï,  6),  n(  oot*ç, A,  A)  qui  ne diJBBàrmt  que  par  l'amplitude ,  peu- 
vent «e  comparer  entre  elles  et  avec  la  fonction  ^cHnplète  II'  (oot*^,  6% 
d'une  infinité  de  manières  par  les  formules  des  n^*  5Q  el  Sg.  ^pposoh9  en 
généi^  qu'on  ait  l'équatien 

• 

iF.(i,  A)  =fc  *F  (b,  S)  =.  ff'  {b) , 
ifk^l  étant  des  nombres  entiers;  alors  il  s'ensuivra  par  les  principes  connvs; 
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iTI  (col'  <p,  A,  A)  =fc  kn  (cof  <p,  ft,  8)  =  IW  (cof  <p,  A)  +  W, 

W  étant  une  quantité  déterminable  par  arcs  de  cercle.  Mais  la  fonction  com- 
plète de  troisième  espèce  II'  (cot*  ^,  è)  est  réductible  aux  fonctions  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce  ;  donc  l'équation  précédente  donne  le 
moyen  de  réduire  l'une  à  l'autre  les  deux  fonctions  n  (  cot*  ^9  3,  A)^ 
n  (cot*  ^,  i,  9).  Donc  eu  général  les  deux  fonctions  n  (cot*  0,  ^9^)^ 
n  (cot*  A,  c,  ^)  pourront  se  réduire  l'une  à  .l'autre ,  si  les  angles  6  et  A  des 
paramètres  sont  tels  qu'on  ait  iF  (*,  A)  ±  AF  (A,  6)  =  /F*  (6),  i,  A:,  /  étant 
des  nombres  entiers  à  volonté. 

Soit  2**.  n  = —  I  +  i*  sin*  9,  la  fonction  II  (n,  c,  (p)  pourra  se  réduire 
à  la  fonction  II  (b*  tang'  f^  b^  G)  par  la  formule  du  n^  1 1 1 .  De  même  si  Ton 
a  n'  =  «—  I  -f-  ^  sin*  A,  la  fonction  n  (n%  c,  ^)  pourra  se  réduire  à  la  fonc- 
tion n  {l^  tang*  p^  by  A).  Mais  on  verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que 
les  deux  fonctions  FI  (A*  tang*  ^,  i,  ô),  n  (6*  tang*  ^,  ^,  A),  peuvent  se  ré- 
duire l'une  à  l'autre,  si  les  angles  0  et  A,  déduits  des  paramètres  n  et  n'^ 
sont  tels  qu'on  ait  iF  (*,  A)  db  ArF  (4,9)=  /F'  (*),  A,  i,  Z  Aant  des  entiers. 
Donc  cette  condition  ayant  lieu,  il  sera  toujours  possible  de  réduire  l'une  à 
l'autre  les  deux  fonctions  II  (/»,  c,  ç).  Il  (n\  c,  ^). 

Soit  3^  /»  £=  —  c*  sin*  9^  la  fonction  II  ( —  c*  sin'  fl,  c,  ^)  pourra  se  ré- 
duire k  la  fonction  II  ( —  c*  an*  ^,  c,  9)  par  la  formule  du  n^  1 15  ;  sembla^  * 
blement  la  fonction  II  (  — -  c'  sin*  A,  CyÇ)  pourra  se  réduire  à  la  fonction 
n  (*-«  c*  sin*  ^,  c,  A).  Supposons  qu'entre  les  angles'd  çt  A,  déduits  des  pa- 
ramètres, on  ait  la  relation  iF  (£?,  A)  db  kF  (c,  9)  =:  /F'  (c?),  1,  k,  l  étant 
des  entiers  ;  alors  on  aura  par  les  principes  connus , 

in(— £?•  sin*^,  c^X)±:kn  (— c»sin*<p,  c,  9)=/n*  (— c*sin*^,c)-t.W, 

W  étant  une  quantité  déterminable  par  logarithmes.  Donc  la  fimction  II 
(.^  c*  sin*  ^ ,  c ,  A)  pourra  être  exprimée  par  la  fonction  II  (— -c*  sin*  9  >  c,  9), 
et  réciproquement.  Donc  en  général ,  si  la  condition  mentionnée  a  Iteu ,  le^ 
deux  fonictîons  II  (—  c'  sin*  9,  c,  ^),  Il  (—  c*  ^*  X^c^p)  seront  réductibles 
l'une  à  l'autre* 

On  voit  directement  un  exemple  de  cette  réduction  dans  la  formule  du 
n^  55.  Mais  le  symptôme  général  que  nous  venons  d'indiquer,  donne  les 
moyens  de  multiplier  à  l'infini  ces  sortes  de  comparaisons,  et  prouve  que 
toute  fonction  donnée  de  troisième  espèce  peut  être  transformée  en  une  in* 
finité  d'autres  qui  n'en  différeront  que  par  le  paramètre. 

La  formule  du  n*  49  9  ^^  ^^^  ^^  P^^  simple  et  la  plus  remarquable  des 
formules  de  comparaison,  est  comprise  dans  le  symptôme  général  donné  pour 
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lesdeuxpremièrepibnnes,  p1Ii8qa'eIrfiâsaDtnss€Ot^6et-^  A,  on  a 

entre  les  angles  0  et  A  la  relation  e  tang  6  tang  A  ^  i ,  d'où  résulte  F  (6,  0) 

La  même  formule  senrirait  à  comparer  les  deux  foncUoD»  Ib»  et  n  -  ;dAiis 

le  cas  où  on  aurait  /»  ss  —  i  -|-  4*  sin*  fl ,  —  =  —  i  +  ^  «i^*  ^>  car  il 

en  résulte  efiopre  t  tsse  tang  0  tang  X. 

•  •  •  . 
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De  r  intégrale  Z  =  y*- 


dk 


+/^)l/(i+y»*) 


1 35.  Ijébttb  intégrale  se  ramène  aisément  aux  fonctions  elliptiques  en  faisant 
i  J^qz^  ^:j^i  mais  le  calcul  mérite  d'être  développé  dans  quelques  cas  par- 
ticuliers y  à  cause  des  réductions  qu'ils  présentent  et  qui  peuvent  je(er  un 
nouveau  jour  sur  Pusage  des  fonctions  elliptiques. 
Supposons  d'abord'  ç  poeitsî^  p  étant  &  volonté  poâlâf  nu  pégatif ,  si  on 


fait  V^  (i  +  yz')  ssj^,  et  «•  =  I  — .  i ,  on  aura  pour  première  transfintnée 
Cette  intégrale  peut  se  décomposer  en  deux  autres  ;  soit  pout  cetjeflTet, 

p  =  r      ^^ 


Q  =fr^^ 


et  on  aura 


•î  '  r= 


f  » 


z  =  î^(P-Q). 


L'intégrale  Q  se  trouve  immédiatement;  car  si  <m  met  au  lieu  de jr  sa  va- 
leur en* foneti^m" de  x,  bn  aura 
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Ainâi  la  quantité  <2  ^^  âotmëe  par  tm  laïc  de  textile  fti />  lest  positif,  et  par 
un  logarithme  si  ^  est  négatif.  Tout  se  rédoit  donc  à  trctorér  hi  valeur  de 

Pour  celçi,  çoit  jr  sa  i  +.*«^»  on  aura 

dette  int^ale  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  dont  le  para- 
mètre ^9t  iflSfltflfHDQ^^\  et  0000  UTOBS  QoiiiM  pow  '^et''OlMec  4es-  lonBMMB  ll^~ 
cessaires.  Mais  dans  le  cas  de  a  =i  a ,  l'int^rale  P  ne  dépend  que  d'une 
fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  réel,  et  c'est  ce  cas  dont 
nous  aUons  développer  ^  cftloaL 

1 36.  Ayant  donc  fait  «=3,  ouyssgp,  il  s'agira  de  trouver  l'intégrale 


Â 


V  -V  T-   'a       .    V  "   i''"   * 


Pour  cela,  soit  r=:  ^^3  eta:s=r  tang  7  ^;  soit  de  plusc  =  j  1^(2  — 1/3) 
ssin  iS"",  on  aura  la  transformée  *     • 


I .  ■  I . 


d'où  l'on  tire 

Pour  avoir  cette  dernière  intégrale ,  soit  j/  (i  -— c?*  sin*  f  )  s  tt  sin  ^ ,  la  dif- 
férentielle /  j!iX>^Vii^^^°^^^  1^*11  A >>  ^^  •^^  înt^rale  sera, .... 

On  n'ajoute  point  de  consitànte,  parte  que  eelte  int^rale  s'évanouit  lorsque 
^  s=  o,  valeur  qui  répond  à  celle  de  2  =  o. 

La  valeur  de  P  dépend  donc  de  la  fanctictf  elliptique  de  troisième  espèce 
n  (— "^  ) ,  et  il  faut  examiner  si,  à  raison  4tf  paramètre  -—  7,  cette  fonction 
ne  pourrait  pas  se  néduine  iodéâniment  à  b  pminière.aip€ice. 

Ayant  le  module-€?s=:^  V^C^"*  )/3),  et  son  coKplanait  (sBs-;  ^{j3t+ 1/^ 


.  (28*«XU  X3CVf.  t«7 

OB  voit  ii»aédiBteBieBt%a^lepasfMqàtr»»B»u~  i  wrvtmpbMeàla.iitnne 

Or  cette  valeur  de  sm  6  est  celle  qûï ,  stuyânt  l'article  24^  ^tU&itr  k  Véqjai^'* 
tion  F  (3y  fl)  =  I  F*.  (6).  Donc  la  rédu^ti^n  de  la  fonction  H  Ç —  ^)  est  pos- 
sible, et  elfe^'efiectuerâ  par  làXoTOuie.du  u^  ii3  qui  donu^ 

11  s'agit  donc  de  faire  les  subsiitii^ons  daus  cette  formule  ;  or  la  valeur 
connue  de  fl  donne  ,^  .    ^-^îg  ^tir'^'^'^  ensuite  par  les  formules  du  n'  60 

V  =  ^  *•  sin  9  sin  6.  (i  +  sin  6)rJi»A^^  -^m  d  =  aT^  V^  ^^$m  L 

•  I 

=  r  sin  0  ;  donc  V  =  -^  Oli-«i'kn  fwjbnd  Jie^jpar  les  formules  du  même 
article , 


'         ,    ! 


'*  '  "-t  a/    f     *    m  A     »^' 


^^r  I  X         »  |/«i8in asm tfg     .         i  ^       *      7»  1/ «  siir 0  sm 9.     , 

W  =  r— T7  arc  tang  --i^ — -j — 7-^  -|-  -5-7^7  arc  tane;      ,    / ^ — rr — ^V: 

Substituant  les  valeurs  ^4*  bt  I;,  ftd^t  de  plus  n^  =  b^  tang*  ^  et 
i/a'=-: ,  on  aura 

^  SinÇ  008^'  .   -     :  j     • 

•--    .      sinf  oosf  .^    ^ rlaofff'    .    si» » .  e»8  »  .   .  L^  _     rA,taiig  ^ 


,  ji;i'-:j 


Donc  la  fonction  II  (— »^)  se  réduit  à  la  première  espèce  par  la  formule 

Substituant  eette\  falêi:»^ -dand^  cèfie  de  fçit^aîèf^  oH  éura  enfin 

D'o{i  Ym  fmLqjoa  Vjnt%iikP  f tid^dt  faitoiici|i:iiiAét>ettdwit04ft»  fbi>C' 
tkm^  eUipii(^ie«9  et  ^pie  son  fx^MHiiom:  km  fMferai&  <|U6  det  ases  dtei^end? 
et  d^  l9ga(Uhmm.  U.€»M:fm<3MMi9nwt  diiintaieder  piK>pfr-^ 

SLon  veut  a^^oîr  la  valeur  d^r^lpts^ie  «^  ==  00  ^^  U  &i|id».i9içf;^^  cjr^^  ce 


qui  donne  P  =  —  ;  d'ailleurs  dans  le  même  cas  on  a  Qfos  ^^i  doiBc.'*' .  •'•' 

r»     *  _-_  ...  -  -* 

^  -  4V/'' 
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137.  Les  rédactions  nomdbfêtiteS  qui  iie  sont  offertes  dans  le  cidcnl  précé- 
dent; y  doûrent  Êiire  présumer  qu'il  est  pôssiUe  de  parvenir  au  même  r^ultat 
sans  le  secours  des  fonctions  elliptiques;  c'est  ce  qu'on  va  mettre  hors  de 
doute  de  la  manière  suivante.* 

Remarquons  d'abord  que  dans  la  fonnuïe  Z ,  on  jpeut  changer  à  volonté 
le  coefficient  ^  en  un  autre  9^,  pourvu  qu^l  soit  dé  même  signe,  et  qu'il 
suffit  pour  cda  de  faire  z^q  =  ^W.R^'^  ^^^  àxsm:,  9:;^.3j  ce  qui  donnera 
pour  le  cas  que  nous  considérons  /?  ss  j,  et  la  fotmtile  proposée  sera 

3& 


/; 


(3+**)V^^+3rt 


Je  fids  s  =    j,     j  et  f ai  fa  tnùîfsfbmiée'  C^        ^ 

3  •' (!-«»)  1/(1 +«^ 

Je  remarque  es^te  qu'en  fidsant 

w  ^r    -^-^ — , 

on  aura  y  Zs  x'^s  (M— 17).  H  ne;  s'à^  donc  que  d'avoir  les  int4;r«Ies  M 
et  N.  Pour  cela , 

Soit,  I*.     j/  (i  4-a:')  c=  ^^ ,  on  aura  M  =?  ^'^JjZTfi' 

Soit,  a^     /  (i  H-or»)  =  ^ ,  on  tura  N  s=a*-?rZf^. 

Ces  deux  intégrales  sont  donc  de  la  même  forfne,  et  peuvent  s'exprimer  par 
les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

-  S'il  fidlait  les  évaluer  séparément ,  elles  présenteraient  une  difficulté  ;  car 
l'intégrale  proposée  devant  être  prise  depuis  Z  sss  o  qui  donne  iT  =  i  et 
t  =  I ,  l'intégrale  M  contiendrait  une  constante  infinie.  H  en  serait  de  même 
de  l'intégrale  N  ;  mais  comme  nous  n'avons  besoin  qq^  de  la  différence  de 
ces  int^ales,  on  peut  éviter  entièrement  l'infini  par  un  moyen  fort  simple. 
On  voit  en  effet  par  la  nàtcOré  de  la  question ,  qu\)n  aura  la  valeur  de  Z 
par  la  seule  formule  -    .  !   ' 
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3, 

pourvu  qu*on  prenne  l'int^ale  deptiis  f  ss  <  :=  .,  *^        jusqu'à  .... 

«  Vi^  ... 

^  =  11=    i    ■      — .  L'intégration  étant  donc  effectuée  entre  ces  limites 
tontes  deux  yariables ,  on  aura  généralement 

3  . 

K  on  veut  avoir  l'intégrale  lorsque  s  sss  oo ,  il  fiiudra  supposer  y^(i4-^)=^9 
€»  étant  in^niment  petit  ;  on  fera  donc  t  ==  ;—  ^^>  et  i4  ===  ^^ ,  ce  qui 

donnera  Z  =  ^^X^  ;  résultat  conforme  à  celui  que  nous  avons  trouvé  par 
l'autre  méthode ,  puisqu'on  a  dans  ce  cas  p  =:  j. 

i38.  Revenons  maintenant  à  la  forînule  générale^  et  supposons  que 
9  est  négatif,  ou,  ce  qui  revient  au  même. ,  considérons  directement  la 
formule 

dans  laquelle  nous  supposons  f  positif,  p  étant  à  volonté  positif  ou  négatif. 

Si  on  Mt  y.  (i  —  g^}  s=?/  et  a*  =;  î  — .  j^  on  aura  la  transformée 

..."         p  , 


(-»+y')V(i-y)' 


qui  peut  se  mettre  sous  la  fonne  Z  =--^  (P  —  Q),  en  &isant 

On  trouve  immédiatement  la  valeur  de  la  seconde  intégrale 

pour  avoir  celle  de  la  première ,  soit  j^  s=  i  —  a:*,  on  'aura-  la  nouvelle 
transformée  -  •  '       i 

•p  ^^   r >      a(i— jr*)cfe^   '  i      \    :  '     •         '  ' 

T.  I.  aa 
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Celte  int^rale  dépend 'çn  génëral  des  fooctioDS  elliptiques  d(Hit  le  para- 
mètre est  imagùiaire,  et  elle  peut  ébre  rbmenée  à  celles  dont  le  paramètre  est 
réel.  Mais  dans  le  cas  de  a  ^  :i ,  la  solution  se  ùmpli&e  iwaucoup  et  de> 
vient  tout  à  fait  indépendante  des  fiiiictions  eDiptiquesj.t^'est  ce  quVn  vé- 
rifiera aisément  en  traitant  la  ibnaule 


comme  celte  dç  fexemple  précédent 

iSg.  On  p^  aussi,  dans  le  marneras,  parvenir  ^uvotônftnt  an  réaabet 
de  l'intégration  sans  le  fecours  des  fooctions  elliptiques.  Et  d|aborcl  comme 
la  vdlear  Ae q  peut  être  pnse  à  volonté,  Euppowns  ^  is:  3  j  Cèqai  don- 
nera  />  :=:  j-,  et  U  formule rproposée  deviecidra  ;..:j  „.  - 


'^f — ^ 


)\/(>-3«0 
Soit  )/  {i  —  S**^  =1 ,  on  aura  la  Unnsformée 

7  —  !  f    C'-O'^        . v^ r  ?**+!  dx 

27c>+'*)  (3*'  — 0,.     ™JV+aaï'-^i  VC3**  +  6**— lî    ■ 

La  première  partie  «st  Tatioan^U»  ;  la  «ecwde  0snâ))e  devxHr  w  décom- 
poser en  deux  fonctions  elliptiques,  de  la  tr^nsième  e^èce,  k  caosedesdeux 
facteurs  du  dénominateur  3x*  -|-  0'^*  ~-  >•  A^ù  si  o^  examine  les  choses 
avec  plus  d'attention  ,  on  trouera  'qu'enftiîsBift' v^(3ii:*H-€^  ~~  i)  =  /'^; 
la  seconde  partie  devient  —  /^^f>  <^^  sorte  qtie  la  valeur  totale  de 
Z  est  ■       ' 

Ainsi  cette  intégrale  se  détsrmiiiJp  ètitièwie^t  p*^  les  arcs  de  cercle  et  les 
loganthmes. 

L'int&rale  / ,    ■  que  nous  venons  de  déterminer  dans  ses 

deux  diflërens  ca»,  se  trouve  mçntforïnéf  page  jj6)  d'ans  la  liste  que  Fuss 
1)  doDpée  4m  ouvrages  d'Xnler^iiiais  Je  mâi)oiEe,0qf  U;  conççnte  n'a  pas 
encore  été  -publié.  Nous  avons  voulu  faire  voir  par  un  exemple  .fuisQ  ^-^ 
marquable ,  que  la  théorie  dm  fçnctMttis  elliptiques  conduit  4'une  manière 
js&te  aux  expOfnoiffi-lea  plu»  :swiplw  an  talêgrafes  <fA  Vy  rapportent. 
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140.  Ind^»endammeiit  des  deux  cas  dont  nous  venons  è^  pari»*,  il  y  en 
a  tax  ttmsièiùe  oh  Vintêgcdle  Z  ne  dépend  que  deif  arcs  die  cercfe  et  des 
logmlhmei.  iC^t  celui  où  l'oii  aurait 

int^ale  qui  se  rapporte  è  la  fimnule  générale  du  n^  1 35;  en  fidsant  7=  i , 
/EisBs~-j-efpc^ss«^i^  On  ne  saurait  alorséviter  de  rencontrer  dans  Fin- 
t^rale  P  des  fonctions  elliptiques  dont  le  paramèlre  est  ioiagînfiire  ;  mais 
la  réduction  de  ces  int^rales  conduira  à  un  résultat  entièrement  indépen- 
dant des  fonctions  elliptiques.  Nous  n'entrerons  point  dans  le  détail  de  ces 
réductions^  et  pQus  pous  bomerqns  à  prouver  par  une  ^utr9  voie ,  que  l'in- 
t^rale  Z  peut  être 'détermina  par  Içs  arcs  de  cerclé  et  les  logarithmes. 
Pour  cet  effet ,  soit  i  -f"  2*  =  4j^  9  ^^  ^^^^  ^^  trapsfo^rmée 

•  ! 

Mais  si  on  considère  *  Tint^rale  T  =  jT j ,  et  qu'on  fasse  j/  (^ —  1) 

=  —  I ,  on  aura  £=2  tpxHti'^ — tk^  i  =  ""  """^^î 

donc  .        »  -  -  ':  -■ 

Ainsi  on  connaîtra  l'int^rale  Z  si  T  est  connu;  or  il  sufl^t  de  faire 
^  =    J^  3 ,  et  on  aura  T  9=sY-~^}  donc  Z  se  déterminera  par  l'équation 


et  par  «otoséqueat  Z  peut  a'ex^triméf  pacles^  arc&  df  cerde.et  \^  loga- 
rithmes. 

i4i*  Kevenons  maintenant  à  la  valeur  générale  de  P  (art.  135),  afin 
d'en  faire  le  déi^eloppement  pour  toute  valeur  de  «;  j'observe  d'abord 

qu\maideirti^  ;;  '  ;.       _    [^  i  ;  • 

Soit  >  9b  i:  4*.^^  oa  pounn:  frire  Je:  pirwmr  «i^pdl^re  cr»  3Qi  Q  étant 
donné  jpar  un  arc  de  cercle  ou  un  logarkbme  ^  et  on  aura 
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Ainsi  rîDt^rale  X  formant  le  premier  membre  de  cette  éqnatictti,  s'expri- 
mera par  la  quantité  connue  Q  et  Tintëgtale  T s=J.   ,  ^  .  ^^.^  .  g^^x 

qui  ne  dépend  que  d'une  foûctioa  de  la  troûdéme  espèce  dont  le  paramètre 
est  réel.  Cherchons  l'expression  de  cette  intëgi»(le.  :  « 

Soit  comme  d-dessus  r^  ce  3,  c*  sa  -^,  x  sss.r-teng  7^^  (m^  aura 

T  =  -îr  /^  .    ,     ,}^     , ,     :  or  par  le  développement  du  dernier  fec- 
teur  on  obtient  .  .     i  ,        ,  „    .  !   ' 

tf+i— r»        ^_  a/*£i^  r+r*~(Ài+  I  ~y*)  c6>») 

Soit  donc  »  =  ^^.        ^  ,  ou  aura  l'intégrale  cherchée 

2r(«+.i— r»)L  î»(«+0  J         4''(«+Oj    ï+»8m»# 

On  voit  donc  que  l'intégrale  T  s'exprime  au  moyen  de  la  fonction  de  troi- 
sième espèce  II  (»)  dont  le  paramètre  est  réel. 

Cette  intégrale  s'exprimecait  encore  plus-  simplement  si  on  avait.  •  •  » 
a  =  r*  —  I  =  |/3  —  I ,  car  de  cette  valeur  on  déduit  : 


Le  cas  de  a  s=  — *  I  donnerait  également  un  résultat  très  simple;  xhais  ce 
cas  ne  saurait  avoir  lieu  ^  puisqu'il  supposerait ^  7=  t). 

Le  cas  de  £(  =  o  donne  T  =  -^  Q  et  P  =  Q,  ce  qui  laisserait  Z  in- 

déterminé  •  mais  alors  on  a  directementZ  p=  -'-—■  t  '\,,a r  ;  or 

/p^^  =  \  V{J^  -=«  )  -  h  fy^^  »  .*  celte  demiètew»^ 

grale  ne  dépend  que  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  4^  la  se* 
conde  espèce. 

La  valeur  de  T  étant  connue  on  aura  l'intégrale  Xi=s  7  Q  — -  T,  laquelle 
tiendra  lieu  de  la  seconde  équation  que  donnerait  la  jmëthbde  générale 
d'intégration  ^i^i)  ;  mais  elle  ne  fournit  aucime  lumière  ]poiCff  la.prémière 
intégrale  qui,  soit  seule  ,  soit  combibée  avec  cc31ë-d/dôiinëra  l'inté- 
grale proposée -IP.G^est  pourquoi  il  faut  faire  tout^Ni  long- les  calauk  qui 
conduisent  à  cette  seconde  intégrale.  ■•^ 
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i4a-  La  substitution  de'^  srtang  i  (p  dans  la  valeur  de  P,  donnera  y 
en  faisant  £*=si-— A  >-pa% 

^_^  (i  +  cosy)*  +  r*sm*<p '         '     . 

~  a(C»  +  3)+Ka— «Dr*— C*— 3]8in»^  +  2co«f(C»— 3)* 

U  fiiut  multiplier  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  la  quantité  qui 
résulte  du  dénominateur,  en  changeant  le  signe  de  cos  9;  alors  le  déno- 
minateur du .  produit  sera 

48ff*H-[4f*(a~ia)(ff*H-3)  — 48^*]  sin*(p+[e*+3— /^(a  — «)•]  sin^ç). 

Soit  ce  dénraoinateur = 4^^*  (^  *H ^y  ^^^  ^  sin*  ?  4:  ^*  ^^^^  9  )  »  on  aura 


T^ = W. 


y 


ycosp-^ — .  :   g^i^  ^        — 9     ysmw-T-^ — ; — gp -. 

On  voit  par  celte  valeur  de  y  sin  0 ,  que  le  paramètre  ne  sera  point  imagi- 
naire dans  trois  cas,  savoir,  lorsque  etzszo^  a ss  -^  i ,  az=^  2. 

Soit  le   nouveau  dénominateur   1  ^ap  cos  0  sin*^  -f"  ^*  ^ûi^  9  =  D  9  la 
forme  connue  du  nûmérateuir  permettra  de  supposer 

ce  qui  donnera  en  substituant  et  intégrait 

p_^Lp^         .         /1M[  +  Nsm*»    fl^    .     /^(M^  +  ysin'»)c/»coa^ 

^  — ;^Q^>V;-t-J ;5 ""a  "*"J  HDÂ  • 

*  ■  • 

La  dernière  intégrale  dépend  des  fractions  rationnelles;  ainsi  tout  se  ré- 
duit à  obtenir  l'intégrale 

^,  r  M  +  Rsin»^      dp 

"^V  I  +  aicoii*  sin ç  rh  »*  sin^#  *  A  * 

Diapré»  les  valeurs  connues  de  r  et  6 ,  il  faut  chercher  l'expression  des 
paramètres  m  et  m' ^  on  aura'  pour  cet  effet 

as  _  (ar'-H3)[C*-H3— V(a— «)} 

'*  ~"  r»ft-ac»»cw«.+  «s»  ~,  C(«*+2«  +  4)  » 


•  -   • 


ni 
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COS  A  = X  ^'       ,V\'   "   ' 

Cette  dernière  valeur  suppose  «t  -f*  <  positif;  si  ^  -|-  i  était  négatif,  la 
valeur  de  m  serait  plus  grande  que  c*  et  atdri  m  serait  de  la  forme 
— - 1  -f-  ^  sin'  fjij  tandis  que  mf  serait  au  contraire  de  la  forme  —  c^  sin*  A. 
On  aura  ensuite  dana  rhypotbése  de  a.+ 1  positif, 

smAe=  — s-ç ,.cos/K4=  — =-| — ^,  Ç^ç=— .fsin/u. 

U  n'est  pas  nécessaire  de  former  l'intégrale  en  ^\  ni,  etc.,  parce  que  cette 
intégrale ,  qui  contient  des  arcs  de  cercle,  doit  a'aeeorder  a?vec  celle  que 
nous  avons  déjà  trouvée ,  et  c'est  ce  dont  on  peut  s'assurer ,  sans  faire  tous 
les  développemens,  en  comparant  le  pai«mètreiiégatifi7i'=-»r*f-6*sin*)E4, 

avec  le  paramètre  positif  n  =  \^.        v^.  Celui-ci  étant  dengpé  par  cot'>, 

on  aura  cot  y  es  ^^i^^y  d'où  tang  ry  =  ';^rç^:f^  î  ^  on  trouvera  faci- 
lement d'après  ces  valeurs  qu'on  a F(6,  y)  *HF(  6,  ft)=sF*& ,  et  qu'ainsi 
les  deux  paramètres  ni  et  n  dont  les  angles  sont  j^  ety,  peuvent  être  ré- 
duits l'un  à  Fautre. 

Il  reste  donc  à  former  la  seconde  intégrale  ;  pour  cela  connaissant  p  et  A, 
on  aura  ^sssy  sinA,  iTiss-^c^sin'A,  ce  qui  servira  à  calculer  les  coeffi- 
ciens 

*~         aiiiA(c4siii<A+ac*fC0s*sin*A  +  O      ^ 
/==:,-i-B, 

g  z=zm(B — i)— 2f  cosA^B-f-i)— 3  —  ^, 
i.=-A=(c«+ac-,cose4.,.)^\     ;,=^-|^-J^. 
et  on  aura  l'int^rale 

Cette  int^ale  et  celle  qae  tious  avcms  d^à  trouvée  serviront  à  déterminer 
Vintégrale  P,  mais  nous  nous  contentons  d'indiquer  le  calcul  dans  lequel 
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on  ne  pei^t  guère  éTÎter  la  prôUxîté,  qutnd  on  ne  donne  aucune  valeur 
particulière  à  «. 

Noua  remarquerons  que  dans  les  deux  cas  où  l'on  aurait  e^zss  r^  —  i  ou 
et  =  —  r*—  I ,  le  dénominateur  i  +ai'  cos  9  sin*  Ç>  +  i'*  sln*  ç ,  se  rédui- 
rait à  I  —  2^  sin*  ^  +  d*  sîn*  ç  ;  ainsi  les  intégrales  cherchées  P  et  Z ,  se- 
raient indépendantes  ^es  fonctions  elliptiques  et  pourraient  être  assignées 
-pÊt  les  arcs  -de  cercle  «et  iés  loganthmes.  {  Fojrez  Fart.  1 24*  ) 

Enfin ,  le  cas  de  a^  =  — -  4  ^^^^  ^^^^  avons  déjà  parlé,  étant  traité  par 
les  formules  générales,  on  trouverait  que  1  -f-€t étant  négatif,  il  £iut  faire 
m=z —  I  «"^^siu^ftet  y?^stn  ■     €^  sîn*  A;  ^e  qui  donnerait  tfsssi  +1/2, 

sin  ^  =  v^3— -'lysiû  \t=s    *^*^  J^^  ,  Or,  ces  valeurs  sont  précisément 

celles  qui  dopoentJP^c,  h)  =8  5  Pc^  F(£>  fi)  ;=s^  F'd  ;  en  peut  donc  ré- 
duire dans  ce  cas  les  fonctions  qui  ont  des  paramètres  imaginaires  aux 
simples  fonctions  de  la  première  fispèce  T(c^9)7^{^7  9)  7  ^^  trouvera 
ensuite  que  ces  dernières  disparaissent  entièrement  du  calcul ,  ce  qui  est 
conforme  au  résultat  déjà  trouvé^(art.  i4^). 
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De  quelques  autres  intégrales  qui  conduisent  à  des  résultats 

remarquables. 

*  .  ■  -  ■• 

143.  VJETTE  intégrale ,  où  les  deux  poljnomes  du  numérateur  et  du  déno- 
minateur masquent  de.  second  terme ^  est  géaéralement  réductible 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèèe. 

En  effet,  m  l'on  décompose  le  polynôme  soud  k  ra^cal  cm  £npbspi:s  réds 
du  second  degré ,  de  cette  manière 

I 


i 
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et  qu'ensuite  pour,  faire  ■  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable 

sous  le  radical,  on  suppose  ;»=: £-^3^,  on  aura  pour  déterminer  p  et  7, 

les  ëquatioiis  -     .  . 

^pq  "¥  Hp  +  y)  +.  2A*s=  o, 
a;?7  —  A(;>  H- 7)  H-  ar  =  o, 

lesquelles  donneront  toujours  pqur  p  et  ç  des  valeurs  rédles,  en  prenant 
convenablement  X^  f»,.  p  (art.  5). 
Cela  posé,  si  l'on  fait  pour,  abréger 

M=3  p'  —  V  4-  f    =  (p  —  ^A)  (p  —  7), 
N  =  9*--A7  +  i'    =(^— 4^)(9--p), 

P  =  ;>•  +•  V  +  A»  =  (;»  +  T?^)  (;>  -  7), 


Q  =  ^  -H  Ay  H-  ;*  B=  (y  +  ^A)  (y  —  ;»), 
oa  aura 

ar*  +  At  "f-  A*  = 


P  +  Qy* 


or*  —  Aa?  -4-  r   s 
et  la  transformée  en  j^  sera 

soit  pour  abr^er  Y  =  ^Z  [é(P  +  Q^)  (M  +  l'y*)] ,  on  aura  par  le  déve- 
loppement de  la  quantité  précédente 

mais  par  la  di£Férentiation ,  on  a 

on  en  substituant  les  valeurs  de  M,  N ,  P,  Q,   ' 

donc 

=-7(^3^  •  Tl^+{r-i^')(9-P)f^  Mn^+k  ^')  i9-P)f% 

Or  les  intégrales  Jy  »  /y^  '  ^  ramènent  par  les  transfonnations  con- 
nues^ aux  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce^ 
donc  l'int^rale  Y  ne  dépend  généralement  que  de  ces  deux  fonctions. 
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i44*  Considérons,  maintenant  la  différentielle  ^~^ ,  dans  laquelle  X=  a 
+  CiT  +  yx^  +  &a?  -^îX^i  et  supposons  que  pair  la  substitution  x  z=zf 
H ¥- ,  cette  différentielle. devienne  -ry, —    ^  .  >-t,  ce  qui  a  lieu  en 


effet  dans  un  grand  nombre  de  cas;  voici  comment  on  pourra  en  déduire 
une  intégrale  assez  remarquable  et  analogue  à  celle  que  nous  venons  de 
déterminer. 

;  •  '  « 

i 

Soit  «■=  I  —  A  cos  9  et  â)  =  ^ ,  on  aura  x  ==/+  û>,  et  en  substituant 
cette  valeur  dans  le  polynôme  X,  on  pourra  supposer  X  =  a'  +  ^'^ 
+  3^*a>*  +  cr'û)' +  6'û)*,  ce  qui  donnera  €'  =  6,  cT'szs  J^-f*4y^>  >*  =  > 
+  if  S"  ■+•  ^'é ,  etc.  On  aura  ensuite 

différenciant  cette  quantité  et  observant  que  dcùz=idx  ,  on  aura 

dC^)=(....+i^..-ii_f;)^,^ 

donc  en  intégrant 

« 

Substituant  dans  le  premier  membre  les  valeurs  a  =  a:— y*,  €*  =  €, 
cT*  =»  J^  +  4/* ,  et  dans  le  second  les  valeurs  «  =  f  >  7;^  ==  "X  ?  ^'^  ^^"^ 

Pour  obtenir  de  nouvelles  réductions,  j'observe  que  Péqnation  --t^  =  "^ 
donne  X=(i  —  c'sin*(p)  -^^jmaîs  d[r==  —  ^-=:_,fifr?.iî5?^  donc 

er4X==^%in-^(p(i-c-8in-^)=^*[ï^c-4.(a>-i)(i=-7-c'(i^^^^^ 
Le  premier  membre  à  aussi  ]pouir  vlaleûr  «fc'^+ff'g^^'+^^g^'o^+cT'g^^+é'g^; 

et  l'identité  des  deux  expressions  en  a  donnera  **== ^,  €'gz=i — ^a\ 

y  =^.c-V-|)  ;  do,^|  i.  +  ^  ^>=^(»^--  ) =5®+*--A-> 
Donc 

T.  1.  _  a3 
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«  —  i->  4- ^  (~^  —  0  î  «fane  «nfia 

/(«:«+icr*+|5.)^=i^+^F(c,<p)-iECc,^)H-coi»l. 

C'est  la  fonnule  générale  à  laquelle  nous  vouliooiB  panreBÎr  ;  on  peut  re- 
marquer que  le  trinôme  ex*  +  ^JW  +  i  >  =  ï^  •  -^-r  >  ^t  que^ est  la  seule 
des  trois  données/",  ^  9  &?  qui  entrs  dans  }e  résultat. 

Le  premier  membre  se  ramènerait  à  la  foimcde  précédeHment  traitée,  en 
mettant  J?^— •  j-  à  la  place  de  x;  car  alors  le  second  terme  disparaîtrait  à 

la  fois  dans  le  polynôme  X  et  dans  le  tiinome  cjc*  +  etc.  Aussi  voit-on 
que  l'intégrale  ne  dépend  que  des  fixictions  JF  et  E  ;  mais  la  réduction  est 
ici  effectuée  d'une  manière  générale  et  très  commode  dans  la  pratique , 

toutes  les  fois  que  la  valeur  de  x^  qui  donne  -p^  t=s  ^—  y  pourra  être  mise 
sous  la  forme  x  0/+  -^rfer^* 

%IL  De  Tdntégraie  Z  ^  /;      ■* . 

145.  Soitv  (i--c*  sin*  (p)  =:c,  ou  sin^^ss  — ;j— ,  on  aura  cos*  (p  — 


et  la  transformée  sera  Zag/.^.^ax  f^^^^txV  *  ï^  quantité  sous  le  radical 
étant  {i  -f-**)^"^^"^^»  ^  *^  ^'^  +j:*s=aa:*z,  onaura  d'abord 
Z  S35  /1/y/  «L?ft»^-.iK«î>  ensuite  de  réquatkn  supposée  on  tire 

a?»/!i  «=.  >/(«  H-  1/A)  H-  l/(z  -  v/3)3 
donc 

Pour  avoir  la  première  intégrale  sent  2  =:  n*  — -  y^^,  '^l]f  aura  pour  trans- 
formée 

où  l'on  voit  ({ue  k  Umîle  de  it*  est  |  (i  -j-  V^3)*.   Soit  donc  u^a  s=s 


/ 
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(.  +  V^g)  C0S4,  *-=^f^>  on  aura  Z' =  ^^J  ^,,  %^,^, 

L'amplitude  -^  se  déduit  directement  de  x  par  la  formule  cos  4  ^ 
■  /•'^i/At  >  ^^  lorsquB  ^:=oon  ax=:  ij  et  4  =  o;  si  ou  fait  ^  =  90*, 
on  aura  x  =  v^^,  ee  qui  donne  de  nouveau  «xf,  =  o  ;  entre  ces  deux  valeurs 
il  y  a  un  maximum  de  4  qui  répond  à  x  =  y  h  ^  ou  sio*  ^  :^         ,  ,  et 

cos*  Çssb.  On  voit  donc  que  l'int^ale  Z'  n'entae  pas  dane  la  valeur  com- 
plète de  Z. 

Venons  à  la  seconde  înt^ale  Z''=  ^  /  v/(.  -  i/A).  7[(. -h  &)>  -  4,']  ' 
si  on  feit  semblablement  *=o»4-v/A,w  |/2=(» — t/t)coB<»yfrs=^'^^^  f  > 
ce  qui  donnerait  directement  ctw  ai  ss    .  \/j,\  >  o"  *"f * 

Donc  enfin  l'int^rale  indéfinie 

on  remarquera  d'ailleurs  que  les  modules  k  et  i  sont  complémens  l'un  de 
l'autre. 

Pour  avoir  l'intégrale  complète  il  faut  faire  ^=:-^^,  ce  qui  donnera 

^|/  =:  o,  û>  =  'tT,  et  par  conséquent  Z*  =  w/    i  rx  F'  ^'  Résultat  très  simple 

eu  égard  à  la  complication  de  la  formule  proposée:   on  peut  remarquer 

qu'en  faisant  c  =  sin  9,  ^  =:  sin  0^ ,  oa  aurait  A:  =:  sin  7  8^. 

4, 
146.  Si  on  proposait  l'intégrale  V=/  ^  |/  (i— c*  sia'Ç),  on  trouverait, 

par  les  mêmes,  subatitufioôs^  Hn^^rale  indéfinie  ' 

1/(2  +  2i)  E(i,  4)  -  (î=^*)  F(i,  4), 
et  l'intégrale  complète 

23.  • 
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11   est   manifeste  qu'on    trouverait  par  la   même  méthode   Fintégcale 
Z  ±=  f — — :^ ,  P  étant  mie  fonction  rationnelle  de  sin  ^,  ou  même  de 

•^  (i— 'c'sin*^)"'* 
sin  ^  et  cos  f. 

^  111.    De  ^intégrale  Z  ^  fi ^ . 

J      l/(l-C*8ill'rt 

147.  Soit  y{i — c*sin*(p)=a:,on  aura  c*sin*^=i — z^c^cos'^ssor' —  6»; 

donc  Z  =  —  l/y?(,  -^)^|/(x3^  b^y  ^  produit  (1— x»)  (ar»— 3')  étant 
(  I  4-ft*)a:'— X*— î*,  soit  bz=:n^^  et  x'  +  /i'=:;ca,  on  aura  d'abord 
Z  =r  —  I  / *""'^  ^ —  j   ensuite  de  l'équation  supposée ,  on  lire 

orH- »  =  Jc*  1/ (z  H- a/») , 

a:  — •  /i  =  X*  v^  (z  —  2/i) , 

ax'=  v/(z  +  an)  4-  V'  (z  —  2») , 


rve 


l/(«+a;»)    *^  i/(«— 2»)' 
Donc  la  transformée  en  z  sera 

z=:  3  r =sË L.  3  r =i!^ 

et  on  voit  que  ces  intégrales  ne  dépendent  plus  que  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Pour  avoir  la  première  P  =  |  C—tt—, .    ,  .T'^  è  ;  ^  > KîÎ'^^^ 

queiH-/i*+3/i*je  — jg«  =  (iH-/i*  — je)(i— «•H-/i*H-(i+/i*)2+£*), 
soit  donc  z=i±^|^\  on  aura  P  =  f/  ^^^.^  ^^L--—-  , 
ft=i  — n+/»%  A*=3  (i4-/ïV+»0=3f<M-2») 

soit  de  plus  ^^  =  4/- .  tang|«,     ^'=sin'-5  8  =  5(1 — cosô);  on  aura 
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La  relation*  entrée  et  ai  est  telle  que  ùù  est  nulle  aux  deux  limités  de 
l'intégrale,  lorsque  ç=:oetÇ  =  7^.  Ainsi,  la  quantité  P  n'entre  point 
dans  l'in  tégrale  complète  Z  ' . 

•  Pour  avoir  l'autre  intégrale  Q  =  |  /  777 ,      .7",  ^6  .g  , ^r,  nous 

ferons  ^8=         _/"^^     -  j  ce  qui  donnera  la  transformée 

A'»=3(i  +  n«-f-n*)=  3(iH-n+n*)  (1  — n  +  n*)=a3i(*'(f*'— an), 

Il  ne  reste  plus  qu'à  &ire,  suivant  les  formules  ordinaires,^=«/-7  taog-^  4^ 

h'*  =s  sin'  -j  fl'  s=  ï  — ,  et  on  aura  Q  =  -t-t-^  ^(^'  4')5  *^onc  l'intégrale 

cherchée 

D'ailleurs  les  modules  A:,  A:',  ne  sont  pas  complémens  l'un  de  l'autre,  et 
n'ont  entre  eux  d'autres  relations  que  celles  qui  résultent  des  équations 

.    Lorsque^  =  i V,   on  a  û>  =  o  et  4  =  a^;  donc  l'intégrale  complète 

Z'  =  — ^  W. 


La  même    méthode  serait  applicable  aux  intégrales  /  "5 * 

fPdçy^Çi — c*sin'(p),  P  étant  une  fonction  rationnelle  de  sin  ^,  ou  même 
de  sin  Ç  et  cos  (p.  Car  dans  le  cas  le  plus   général  on  pourra  supposer 

P=P'+P"  sin>  +  P'^'cos^  +P^  sin  <p  cos  ^,  P',  ¥%¥'",  P*%  étant  des 

\     r       VdA 
fonctions  rationnelles  de  sin*  (D,  or    i*.  l'intégrale  i-y^ — •        . —  setrai- 

tera  comme  oh  vient  de  le  faire  pour  le  cas  de  P'  =  i  j  eUe  se  résoudra  de 
même  par  des  fonctions  elliptiques  qui  ont  pour  modules  ^  et  i^  et  parmi 
lesquelles  pourront  se  trouver  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  a*.  L'in- 
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timie  f  \    ,?r*^'°^  .,  .  ge  rédnirt,  en  fioHmt  i  •*-  €^  «a*  ^  ss  jr'  ^  i  la 

forme  Att^ — îtx  ,  où  Q  est  une  fonètion  rationnelle  de  x^  ;  elle  d^ciMica 


donc  des  fbsttîont  eUipliques  dont  le  module  ert  an  i5*.  3*".  Par  la  même 
transformation  l'intégrale  f-i —     ^^  —  le  réduira  à  la  ferme  f^^*    -jî  » 

ainsi  elle  pourra  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est 
sin  75*^,  complément  de  sin  i5®.  Enfin  l'mt^ale*  /  — 5- 


primera  simplement  par  des  arcs  de  cercle  et  des  log^nthmes ,  parce  que 
la  même  substitution  rend  la  diffikentielle  entièrement  rationnelle. 

S  IV-  Dé  VimégraU  T-  =:f(àr-'  ip  —  fr- .  ^). 

148.  SoitP"'*''s==/^nTi  î  •i  ^*  dififérencie  la  quantité     ",t^    >  et  qu'on 
intègre  ensuite  la  différentielle,  on  aura  cette  formule  de  réduction  : 
c« sin  ç|^  a>8  p  _._(3^ _  ,)  p«r..  4.^2;j(|  +  *•)  p-^^_  (2;,  +  ,)  i.  p..«. 


^•■-•-1 

Soit  de  même  Q**^  s=  T'A*****  <^',  on  anr»  par  un  semblable  procède  la 
formule 

De  ces  deux  équations  on  tirera  aisément 

(2«  +  i)  T»"*'  —  a»  (i + i*)  T"  +  (21»—  i)  b*  T"—  sa  V- , 

en  supposant  V"  =  c»  sin^  caos  (p  ^^  ù*^*  Hh  IF^/ 

Par  Qrtte  formule  il  suffit  de  connaître  les  premiers  termes  T®,  T',  et  on 
en  déduira  auccesûvement  les  termes  T^,  T^^  etc.  ;  or  on  aura 

De  là  on  voit  qoe  k  valeur  de  T^  sera  de  la  forme  êiV'^CV^^y  «  et  ^  étant 
des  constantes  ;  qjue  celle  deT*  sera  de  la  formectV^+^Y^+T'V*,  (et  ainsi 
de  suite ,  tous  les  coeflicîens  étant  constans  ^  mais  différens  d'un  terme  à 

l'autre.  Donc  en  général  l'intégrale  T"  ou/T  A*r-*i*p—  A"^^  \  se  ré-. 
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duira  toujours  à  une  quantité  purement  algébrique.  £t  comme  tou3  les 
termes  de  cette  quantité  ont  le  facteur  commun  sin  ^  cos  ^,  ils  deviendront 
tous  nuls  lorsque  $  s=:  go^.  Donc  en  prenant  les  intégrales  depuis  ^  =  o  , 
jusqu'à  ^  =  90^^  ^OB  aura  «xactemeQi 

théorème  très  remarquable^  et  dont  nous  donnerons  ci-après  une  démons- 
tration plus  directe.  Uscnûjse  précédente  suppose  que  ti  est  un  nombre 
entier.  Mais  le  théorème  n'aurait  pas  moins  lieu,  quand  même /lierait  frac- 
tionnaire ou  irrationnel.  Ainsi  en  faisant  successivement  n  =s  ^^  |,  ^^  etc.  ; 

§  V.  De  rintêgraU  Z  =.fdip\^(l=^^y 

0 

i49*  Si  on  demande  le  temps  de  l'osciUalîoD  dHm  pendule  dans  une 
denri-cSfipse  dont  le  grand  axe  est  vertical ,  soit  ce  temps  =  T ,  la  gravité 
isrg',  te  denn-grand  axe  de  TeBipse^s  i ,  le  demi-petit  axe^is y^  (i  — Ifc*) ,  on 

aura  \  ^V^S  ^^  j  sT'   a^      ^^  ^*'  ^^**®  ^'^^^^^^  étant  prise  de- 

puis ^  =  o  jusqu^à  ip  =  ^  X- 

Considérons  d'abord  f int^rale  indéfinie  et  soit  sin  ^  =J^9  on  aura 

T  —   A4KV^i-i^y )  _  r      ^y  (1  -  i^yj         . 
soit  I  +  Igr^  ^=^2 ,  on  aura  successivement 

v/[  I  —  (1+  ;f  )  j*  +  Ay»  ]  =^*  V  £^'-  (i  +iy} 

•t  «nfin 

nouvelles  int^rales  qu'il  feudra  prendre  depuis  z  =s  i  -f-  ^  jusqu'à  z  =  00  . 
Gomme  elles  ne  différent  que  par  le  signe  de  ^k ,  il  suffira  d'en  considërer 

une ,  par  exemple ,  Z'  z=j  ^7^;^-;^  •  y^^?=(jtm 
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Soit«+  av/A=tt%  ensuUeK=^^^,  c»=^i-=^^,A=v/(i— c«8in*4), 
on  aura  la  transformée 

Or  on  a  en  gënéraiy  ^^^,^  =  ^  (^  **"8  4  +  **  F  — E)  j  donc 

^'  =  v^S^)  ^  ^""^^^  +  »/(=«*+2**)  [A  UDg  4  H-  *•  F  Cc,4)  -  E(c,4)]. 
On  trouvera  semblablement  l'autre  intégrale 

2"=  v^^)  ï"  (*'«)-  V/(a*+2A*)  CA'tang«  +  CF(A,«)-E  (*,«)]  , 
en  faisant 

Au  commencement  de  l'intégrale  oiiz=  i-f-A:,  ona  %p  =  oetû»c=o; 

à  la  un  où  z  s=  00 ,  on  a  4  =  i  ^  9  et  û»  =  ^  ^;  alors  les  termes  A  tang  4  ? 
A'  tang  cû  j  deviennent  infinis ,  mais  il  est  facile  de  prévoir  que  ces  infinis 
disparaîtront  dans  la  somme  Z'  -f-  Z"  qui  compose  la  valeur  de  Z'.  £n  efiet 
laissant  '^  et  câ  indéterminées,  on  a 

donc  lorsqu'on  fait  z  infini,  la  différence  A  tang  4  ""  A'  tang  et  se  réduit  à 

et  devient  par  conséquent  nulle. 

Cela  posé ,  en  Élisant  %[/  =  ûi  =  -^  ^ ,  on  aura  l'intégrale  complète 

ainsi  elle  ne  dépend  que  des  fonctions  complètes  F'c,  E'c,  et  de  leurs  conri- 
plémens  F'6,  E'6  j  d'ailleurs  on  peut  la  réduire  à  cette  forme  très  simple  : 
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Chapitre  xxviii. 

Exemple  de  réduction  dans  lequel  les  modules  des  fonctions 

comparées  sont  complémens  l'un  de  Vautre. 

i5o.  JJeux  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  peuvent  être  expri- 
mées l'une  par  Vautre  j  si  leurs  modules  appartiennent  à  la  même  échelle 
t . . . .  .c'\c'yCyC^c^.  •  .o,  formée  suivant  la  loi  connue.  Cette  propriété  s'é- 
tend aux  fonctions  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce ,  pourvu  qu'elles 
soient  jointes  à  une  fonction  de  la  première  espèce  dont  le  coefficient 
puisse  être  pris  à  volonté.  Mais  si  les  modules  des  deux  fonctions  compa  - 
rées  ne.  sont  pas  compris  dans  la  suite  dont  il  s'agit ,  il  semble  très  diffi- 
cile de  déterminer  les  cas  où  la  réduction  d'une  fonction  à  l'autre  pourra 
avoir  lieu.  Notre  objet  est  d'indiquer  d'abord  quelques-uns  de  ces  cas  et  de 
donner  ensuite  à  cette  rechercne  un  plus  grand  degré  de  généralité. 

Le  premier  exemple  que  nous  allons  donner  d'une  réduction  entre  deux 
fonctions  dont  les  modules  n'appartiennent  pas  à  la  même  échelle  i  se  rap- 
ports aux  fonctions  T(cy(p)y  F(&,fiEi)  dont  les  modules  sont  complémens  l'un 
de  Fautre ,  le  plus  petit  étant  c  =  sin  i5*  =  j  v/(2— v^3). 

On  peut  prévoir  au  reste  que  s'il  y  a  une  relation  entre  ^  et  o) ,  qui 

t/r  — >&*  •  ^  ^  ou  de  déterminer  F(i,â>)  par  le  moyen 

de  F  (c,  (p)y  cette  même  relation  permettra  d'intégrer  fdc»  v/(i— i*sin*«), 
c'est-à-dire  de  déterminerla  fonction  de  seconde  espèce  £  (by  cû)  par  le 
moyen  des  fonctions  E  (c,  ^)y  F  (c^  ^).  d'est  ce  que  les  calculs  suiv ans  vont 
confirmer. 

i5i.  Soit  proposé  l'intégrale  R  =/ -y,  dans  laquelle  la  variable  z 

sera  censée  croître  depuis  2  3so,  jusqu'à  2=1;  cette  formule  peut  être  in- 
tégrée par  deux  méthodes  qui  conduisent  à  des  résultats  de  forme  diffêrente. 
Première  méthode.  Soit  1  —  à*  =  (  '  —  ^)'  ^* ,  on  aura  d'abord. . . . 

R  =  t———^  j  soit  en  même  temps  i  —  z  =  -,  on  aura  R  =  Y  —  ,  et 

T.  T.  ;24 
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substituant  la  valeur  de  z  en  t,  dans  l'équation  supposée  ou ,  ce  qui  revient 
an  même,  dans  l'équation  i  +  z  -|-  z*  =  [i—'z)y* ,  on  aura  entre  t  etjr 
l'équation  <•  —  <  =s  -j  (jr^  —  i) ,  d'où  résulte 

ISP  x-^ f, 

*  —  vuy-o  • 

Celte  transformée  s'obtiendrait  directement  en  faisant 

et  on  voit  que  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  i  ^  >*  varie  di^puis  j  ;=  i  jus- 
qu'à /  s=:  00 . 

Soit  maintenant  m'  =  3  et  m^  =  i  *^  j:*  ^  on  aura 

R  =  mv/3  •/,/ (^4  +  ^+1)  ' 
Soit  de  nouveau  r  zm  |/3^  ^73  r  tiuag  i  4^  9t  c*  «=»  ^t^^»oucs:sin  i5% 
on  aura  ^ 

Pour  déterminer  la  coQStante  A ,  il  faut  observer  que  l'intégrale  R  est 
prise  à  compter  de  z  =:  o ,  auquel  cas  j"  =  1 ,  je*  =  m*  —  i  et  tang  |  ç 

=  ■        ""■  .  Or  cette  valeur  de  ^  est  celle  qui ,  pour  le  module  c  :;;^  sin  i5**, 

donne  F  (c^fp)  :s=^  f  F'cj  donc  on  aura 

R  =  1  w  [F  (c,^)  —  î  rcl 

Pour  avoir  l'intégrale  complète  y  il  fiaiut  fiiire  z  aai  i ,  o«  qui  donne;;^  ss  oo  ^ 

^  s:  « ,  9  33  «r ,  donc 

R>  =  I  mr  F'c. 
i52.  Seconde  méthode.  Soit  i  -^  a'  =  T— Y,  ou  m  =  z  (i  —  z')    « ,  on 


a— r» 


•     ♦  • 


PTÇT+T)- 


Soit  m'  =s  2  et  »i*a  =  «»  —  i ,   on  aura  R  ss  ^  ..^_^T.  .  j, .  Soit 
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aicore  r*  =  3,  ^srrtaDg^û^,  J*=  ~— ,  ou  5  =  cos  i5*j  on  aura  la 
transformée 

et  la  rdation  direct»  e&tre  k  et  «»  ést 

Donc  lorsqu'on  a  z  =  o ,  tàilg  ^  a»  s=  -^  |  et  lorsque  2=1,  tang  -^  ^  =:  <x> , 
ou  û9  =  7.  Or  pour  le  module  &  =  sin  75* ,  l'amplitude  o)   telle  que 

tang  ^  «  =s  i  ==  -i- ,  sitttfirit  à  l'équation  F(i,â>)  =±:  |  F»i  ;  donc  on  a  l'in- 
tégrale  générale 


7» 

an» 


et  l'intégrale  complète  R"  :âb  -^  F '3.  Comparant  ce  résultat  avec  le  précé- 
dent, on  aura  F*A.=  r*F*c=  {/3.F*e,  ce  qui  est  une  propriété  cQpnue 
(n^  44}  y  ™^^  ^^  général  on  aura 

F(M  - 1  F'*  ».  i/3  £F(c,fl>)  -  f  F'c] , 
OU  simplement 

i53.  La  relation  entre  «^  et  f  nécessaire  pour  obtenir  ce  résultat  très 
simple,  se  trouvent  €a  éUmiùant  2  des  àtxùL  équations 

r*  tang*  ^  a>  ssB  1 -#*  m**  (i  —  «*)""ï , 

,  __  r  tang  |  <p.  A  (g,^)  —  cos*  j  ^ 
rtangi^.  A(c,^)+cos»i^  * 

La  première  donne 

s       1^  tang  y  i»  .  A  (fc,  i»)  —  ces*  {  m 
^  ^i«taa§|#./b(»,#)H^OM*î#  ' 

on  a  ainsi  la  Valeur  de  z  etpritûéé  tâUt  par  Pa:ilgle  ùà  que  par  l'angle  (p. 
Kédproquemôttt  e»  et  ^  s'expriment  pai^  la  variable  i,  au  moyen  dès 
équations 

/*•  tang*  I  û>  =  1  +  m*z  (i  — ^  z^)  ~  f , 

r*  tang*  i  ^  =  — 1 -hw»^—:^. 
Gelles-cî  serviront  a  est  primer  ^  par  ctj  on  »  par  f  1  en  substituant  la 

24*  - 
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valeur  connue  de  z  en  ^  ou  de  z  en  a>.  Il  est  remarquable  au  reste  que  ç 
et  a>  aient  en  même  temps  les  trois  valeurs  o,  7^9  "TC^  lesquelles  répondent 
à  ces  trois  valeurs  de  z  : 

Soit  pour  un   moment  /?  =  r*  tang*-5Ç+ ï?  y  =r*tang*i  û>— i  ,  ou 


aura 


donc 


a  = ; ,  p  =  — ^^ ^  y 


,  4^ 4^ 

'^^        (I  — «)•        1— a«  +  » 


ft> 


on  a  aussi 


n3  _  iÇlzif!?_4(L±l±-£) . 

'^ (l— s)3—   ,_2«+«*     ' 

substituant  la  valeur =-4-«-|-  3  j  on  aura 

;^'— 3/?v— 4=0; 

c'est  la  relation  entre  p  et  q  :  on  en  tire 

Donc  r*  tang'  ^  o)  ==  ^^ — °^^' -  (/?  +  3)*,  et  en  extrayant  la  racine 

lang.a>— ^-^;l^-3J—       ^^^^^^___, 

formule  par  laquelle  on  déduit  très  facilement'  tang  7  61  de  tang  ;  ^;  il  en 
résulte  aussi  l'équation 

par  laquelle  on  calculera  trigonométriquement  et  d^ùne  manière  très  simple 
l'amplitude  câ  par  le  moyen  de  l'amplitude  9,  jet  réciproquement,  avec 
quelques  essais,  Ç  par  le  moyen  de  oij  car  on  a  déjà  vu  que  la  différence 
entre  â>  et  ^  est  toujours  assez  petite,  et  qu'elle  est  nulle  lorsque  ^  ==  o, 

^  =  jTT,  (p=:7r.hà  plus  grande  différence  a  lieu,  d'après  cette  équation, 

■    '  I        + 

lorsque  â*  +  ç>  =  '7r  —  3Ç,  ou  tang 0  =  ^(r*  —  j),  ou  cos ^  =  -  ==  |/j, 

alors  A)  —  ^  =  ^  —  4^  =17®  4?'  5S". 

La  valeur  de  tangjûi  étant  connue .^en  fonction  de  tang  ~^,  on   eu 
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déduira  immédiatement 

«în  «  —  '''p»[^+(a~y')8ip«»] 

Ce»  deux  dernières  donnent  ^/^    v=  ^.     . ,   et    en   intégrant  F(i,  «) 

=  r*F(£?,  ^),  ce  qui  s'accorde  avec  Féquatîon  déjà  trouvée.  ' 

II  s'agit  maiiiitenant  d'avoir  la  valeur  deE(i,  a);  et  pour  cela,  il ^fisiut  in- 
tégrer la  formule 

•i«V/(i-*-sin-«)=:î^4^  •(i-C8i«..^)j 

soit  V  =  ^"^tr^ sin^l  >  ^^  aura,en.diflfâreQciant,  et  comparant  la  diffé- 
reni^ielle  avec  l'équation  précédente,  ' 

donc  en  intégrant 

Ainsi)  on  toit  que  la  fonction  de  seconde  espèce  lEJ(b,  'û»),'dotit  le  module 
est  bj  s'exprime  par  les  fonctions  £(c,  ^),  F(c,  ^),  qui  se  rapportent  '  au 
module  c.  La  même  équation  donnerait  la  valeur  de  la  fonction  E(c,  <p) 

exprimée  par  les  fonctions  E(i,  a),  F(&,  û>).' 

Si  on  fait  ^  =  i'X ,  on  aura  û»  =:  ^  ^ ,  V  =  o  ;  donc 

ce  qui  s'accorde  avec  les  propriétés  connues  de  ces  fonctions ,  car  on  sait 
déjà  que-^es  qufitre  jbpctipos  fcyf^ki  E*Cy/E'à.ypesx^0tii  être  déterminées 
par  .une  seule  .d'entre  elles  (art.  43  ^t  44)v      •      :'  i    i.  v  ^      v 

i54.  On  peut  parvenir  i^ux^  qqi^^e^  rés^ljl^M  P^s^Pf:  ^^^iy5^'^'J?î?W>P®*^  > 
considérons  l'intégrale  T  =  / j  j  nous   ferons  suivant  la  première 

métiiode  i-z»=(r-.2)y;T-z=i/ce  (^^^ 
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on  a  &s=^±J^,  donc  T/S  +  Z  ^^  f^^^.  Substituant 
ensuite  la  valeur  my  =14*  1^  tang^l  7,  on  aura 

et  achevant  le  développement  ^ 

T=  i[F(c,^)+r-F(c,^)_a7-E(c,^)]+^  A  lang ^ ^ .  ^"^If . 

Cette  intégrale  est  prise  à  compter  de  ^^cro  ou  de  2:=  -—  1. 
Cherchons  maintenant  la  même  intégrale  par  la  seconde  méthode.  Sî 

Ton  fait  w  =  z(i  — z')""î|  la  transformée  sera  T  ^^Ji/àlJ^îy  Soit.  • . . 
iWii«/*Uûg^|âf-.i,  onautaTrr^^y*j^(r^taiirid^  — 1), 
ou  en  achevant  l'intégration 

'r=  i^[(''-0  F(*,«i»)  — ai*E(*,«)  +  af*tangi»A(i,«)]. 

Cette  intégrale  est  prise  à  compter  de  cv^so^  ou  de  iss*"^  i  ;  ainsi  on 
peut  égaler  les  deux  résultats ,  et  on  trouvera  la  même  valeur  de  G(&,  ei) 
que  ci*deasus. 

Nous  remarquerons  au  reste  que  les  modules  complémentaires  c  et  6 
pouvant  être  changés  à  volonté  dans  les  fonctions  F  et  E ,  on  pourra  de 
même  échanger  entre  eux  les  modules  if  et  b\  les  modules  c'  et  b' ,  et  en 
général  Its  modules  eompMyfien  taircs  relatif  k  un  terme  qudconqne  de 
l'échelle. 

* 

CHAPITRE  XXIX. 

Ex^nple  d&  pédueiion  dan»  l^juét  les  fonetiom  F  «t  B  sont 
rapportées  à  deux  maéUes  qui  n'appartier^nent  ni  à  la 
mène  écheHe  ni  à  t  échelle  complémentaire, 

on» parvenir  plus  facilement  à  noire  bu^neua  allons  caaaiàénr 
diverses  intégrales  susceptibles  ^être  traitées  cHacupe  par  deux,  méthodes 
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»...  ... 

Sût  i--a:V=(i  +  a:«)coif0,  on  aura  d'abord  X ^f^^  +i^^  > 
jc*  =1    Xegg^^^  P^^^  faisant  A:*=:^^  et  achevant  la  substitution ,  on  aura 

^~  l/V5^=SiS?g~â^^*'  ^^'  ^'®*  l'intégrale  prise  à  compter  de 
jr=:oet^  =  ô;  si  on  Fëtend  jusque  â?=s i ,  auquel  cas  f^:sz  j  ^,  on  aura 
l'intégrale  complète  X^ŒgF'it. 
Pour  obtenir  une  autre  expression  delà  même  intégrale,  soit  1     br^>  px^; 

onam«^«=^^j^^i|^,V'(i— «"^««••CP'4-3^^    donc 

Soit  n*=  12 ,  et  />*+  /i*  =/ni ,  on  aura  X  =:  —  ^  /  -J!^.^  ,  ^>x ,  en  &i- 

sant  ^*=s7— *a/}*=7— 4l/^9<u;if^=>  — |/3»Mais  de  l'équation  sup-^ 

posée  on  tire 

p  -^  n  =si  p^^   |/(u  +  an)  ^ 

an;?""i  =  ^{¥  4- ai»)—  V^(tt— ^a»), 
Donc 

Depuis  a:=o  jusqu'à  ar=y  v^(/i*— a/i  +  a),  la  variable  u  diminue 
depuis  u=co  jusc[u'à  u=:a/i|  a'eoiaon  minimum;  depuis ^=7 v^(ii*— -3/2-1-2) 
jusqu'à^  =:  I ,  la  variaMe  u  augmente  depuis  t/  =:an  jusqu'à  u  =  00 .  De  là 
on  voit  Ç20  la  première  latérale  en^  u,  cootanufi  dans  U  valeur  de  X  est 
négative  )  et  parvient  à  son  maxiawu  négatif,  lors<|ue  xs=s7V^(af— «^aiM^a), 
ensuite  elle  diminue  par  les  mêmes  degrés  et  devient  nulle  lorsque  4:  ;=^  i  ; 
ainsi  cette  première  partie  n'entre  point  dans  l'intégrale  complète  X\ 

Au  contraire  la  seocadeintégnilte  qui  patsdft  afiectee  Ai  signe—,  est  positive 
d.ans  toute  l'étendue  de  l'int^rale,  parce  (fjfi  du  est  négatif  depuis  le  com- 
mencement de  l'intégcale  eè  irq^soo  ymfp^vsszn^  A  ce  point  le  radical 
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|/(v  *—  sn)  est  zéro  ;  ensuite  il  change  de  signe ,  et  l'intégrale  continue 
d'être  positive  jusqu'à  la  dernière  limite  ^s=s  t  ou  u  =  oo« 

Soit  A*  =  7  +  an%    ou    A  =  :i+t/3,     et     u  =  A  cot*ï4'~^'*>  ^*= 

=  —  77"P(*j  4)-  S^^^  ensmte  t;  =  X  cot*  7^  +  a»,  c  ;=      JT^    >   on 

aura  1,.^       ■    %  w/  »  i — Tv  ==  ttt  i  ttt — ^  .  ^  x  ^  -rr  F(c,  ^).  Donc  on 
aura  l'Intégrale  indéfinie 

Lorsque  xzzz  i  ,  on  a  %[/  =  0,  et  ^ssa^TT;   donc  l'int^ale  complète 

Egalant    cette    valeur  à  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  X^=^£'A; 


on  aura 


F'c  =  iî^  Pt  =  2.^'  :  F'(sin  45«). 

Nous  parvenons  ainsi  d'une  manière  très  simple  à  un  résultat  que  nous 
n'avions  trouvé  jusqu'à  présent  que  par  une  analyse  fort  compliquée  et 
par  la  comparaison  d'un  grand  nombre  de  formules.  Ce  résultat  au  reste 
est  un  théorème  fort  remarquable,  puisqu'il  détermine  le  rapport  entre 
deux  fonctions  complètes  dont  les  modules  n'appartiennent  pas  à  l'échelle 
connue. 

Les  deux  expressions  de'  l'int^;rale  indéfinie  donnent  encore  la  formule 
générale 

F(c,^)-.F(i,4)=î^>F(A,Ç)5    • 

OÙ  l'on  peut  substituer  les  valeurs  n=y^ias=v/(a\/3),  v/(aA)=:  i-|-v^3. 
A  l'égard  des  variables  f ,  >[/ ,  0 ,  elles  se  déduisent  de  x  de  la  manière 
suivante: 


tangi^  =  -^,  langi4'=^ 
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Depuis  X  =  0  jusqu'à  a:  =  i ,  Ç  augmente  depuis  Ç=  o  jusqu'à  ^  =i  ^ , 
et  ^  augmente  depuis  9  =  0  jusqu'à  9  =  2^;  quant  à  la  variable  4  9  ^^^  ^^ 
zéro  dans  les  deux  limites ,  et  son  maximum  ^jr  =s  9^  a,  lieu  lorsqu'on  à 
«=7  V/(»'— 2»+^), /^  =  '»,  et  ^Œs^r;  alors 

S  n.  Z?«  eintégrale  Z  s=  fy^^^^H]- 


i56.  Soitz'=taDgK,A*  =  i,  oiiauraZ=|/l^j^^^:^j^=iF(A,0. 

Cette  intégrale  est  prise  à  compter  de  zc=:  o^si  on  l'étend  jusqu'à  2=00,  il 
&udra  &ire  (  =  ^tt,  et  on  aura  l'intégrale  complète  Z'  =  -^  F'  A. 

Pour  avoir  une  autre  expression  de  la* même  intégrale,  soit  ^4  -(-  i  =pz*y 


on  aura 


Soit  midntenant  ^  s=:  12^  et  p^ ^H*  =  pu^  on  aura  comme  ci-dessus 

a^     •  <^  =  — --n-- + 


K  (» + a»)  ^^  yC* — ^) 

I       -  •  •    • 

et  ;?♦  -—  7;i^+  13  =:;?*(w'  —  A*),  en  faisant  A*=3n*+ 7 ,  ou  A=3:2+ 1/3; 
donc 


•"W  l/(»  +  to).|/(«B  — A«)     .Wl/^  — an) •»/(«»'  — A*) • 

_  _  4 

Soit  enfin  uss  A-f-sAcot'o»,  c*  = 22   ou  c;s=  ^^,  '  K-^  on  aura 

/'  A  a     p  dé"  ^    Vf        \ 

V^(*  +  »)  .  l/(»*  -  A")  —        ^/^  J  V/(i  -  c*  sin-  •.)  ~       ^^^^^'  ^^' 

La  même  substitution  u  ss  A  +  ^^  cot*  û»  étant  &ite  dans  l'autre  intégrale^ 
on  aura  i  . 

J  !/(•  — â«).  V(^—  A»)~  V'âÂ/  1/(1  — *•  sin»*.)  ~  p(âÂ]  *^C*>  *)' 

doiic  '.         ^r  •  '      c'  • 

Rësttkat  fort  aimple,  o^  il^^t  i^oj^irqu^iliç^  quefe 

T.  L  aï 


•«Il 
i 
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dlêBiè^BbipliMde  » ^ne di£^i]ft'qm|fiff  les inodtdes émw^iMfàmuA^ 
ptêmiùs  Vûnàe  V^m^. 

ainsi  qu'aux  limites  iv  =^iy,'tf  te^/o6  qai  élW^e  liiiilégNile^tSlttlplèle 


Egalant  ce  second  résultat  au  premier,  on  aura 

Nous  avons  déjà  0«uve  Pc=2y^  F»A=ii^F*A;  donc 


F»*  s=  3^i>  torîil!^  F**. 

•A 

rap^rt  très  «impie  èntee  les-  deixt  ^feaction8^Cftinplëmentair.cs  .F'by 
F'c  j  est  d'autant  plus  digne  -de  remarque,  qu'il  se  place  inunédiatement 

liprès^  le-rapport  l|4jànc<nniu  f^i^y^ie*Vy^m'^  ^êfàkWÊqm^êvtsftàÊktS^. 

■4. 

Dans  le  cas  présent,  1:&m(^vi&\:^*^^y^  ,  if  appartint  ni  ^à  î'échelle 

formée  sur  le  modole^sHin  45^^-W^4kiBC^i^  ëchsUes  formées  sur  les 
modules  sin  i5°  et  sin  75^.  On  peut  seulement  observer  qu'en  faisant 
c=±:sinO,  on  aura  2hc  ou,  sin  26  ==  tang*  t5*. 

Nous  aurons  encore  entre  ces  fonctions  indéfinies  l'équation 

laquelle  étant 'Cémbkiée  avec  l'éqaatîo&  déjà  troav^^§  l''''^ 

servira  à  déterminer  toute  fonction T(c,  (f)  ou  F(5^  f^)pâr'làibnction  dont 
A  ott  sih '4â^  ertt  le  tfiddtile.  -       . 

Dans  la  première  formule ,  la  relation  directe  entre  û»  et  ^  peut  se  défaiec 
des  deux  équations 

tangiC  =  ^Scof«  =  i n—^^^. 

Depuis  4  =  0  îusqfolk'^^ss^^t^nfêsabnuin^^  l!angle  jp  croit  depuis  f =0, 
jusqu'à  ^s=^;  pour  chaque  valeur  de  4  etftre  d  et  >  bisons  €ù=:'^  et 
appelons  4'  1&  valeur  correspondante  ^de^  ^',  Ùôr9  on  aiini*pÀ  l%ddiâon^e 


nos  deol  ^<yiatioo|9^  Mc«n;fa2Bii»t'](kour  ^abu^ec  «.^ss^y^aA^    . 

F(c,^).-F(c,,|.)=«[F(A,Ç)H-F(A,4'>]..       •. 

Dans. le j^xeiiieciiifiiiïbre la  diKrcuc»fF(^,,  ^J— F(c^4^xa:oît,par degw» 
depuis  zéro,  ^  est  sa  valeur  loi:s^ua<»  =  o  et  4  =  0,  jusqu'à  sF'c  — 
F(c,  }^)  qui  esbsa»>rie«Mp4enM{tÉ^^|hss^^et  4'^s7i«  €49li9t^eriMâfekjusH»tàl^ 
est  plus,  çiande  qufiJUiJG;)nçti^^  donfi^k  (^m^ÀifiJÇc^  9).*- 

F(c,  4)  passera  successivement  par  toutes  les  valeurs  moindres  que  la 
fonctioD  oempièto-  V^^%  4^  mêm»-  au^Seli^y  doaq  ity;-  aore^^iii-  poiot  oibcette 
différence  sera  précisément  ^ale  à  T{Cj  %),  %  étant  une  amplitude  donnée 
moindre  que  j^j  cettp  fonction  s'exprimera  alors  par  a[F(A:,  40  +F(A,  Ç)}, 
ou  simplement  pa^r^^^.^.^catrl^'M^iinne'de  4jstKM  fôRcli^jis  qui  ont  un 
module  commun  peut  toujours  se  réduire  à  une  fonction  du  même  modu]^ 
Donc  en  géaëral  la  fonction  F(c,  %)  dont  l'amplitude  donnée  est  X  9  pourra 
toujours  être  exprimée  par  ÔLV{fc\  &) ,  c^êst-à-dire  par  une  fonction  semblable 
dont  le  module  est.  A:;:iliM:<^<temèîiie.de  i^^<^on  £(d^)^  fiou^  nous 
contentons  ici  de  linontrèr  la  possfbHitë  de  lâr  réduction  par  des  formules 
analyti^beft  MdkiaiJne^^  car  d'ailleurs  le  dévdi^pement' d^  ce^^^  fonmilei- 
parait^é?mr  êQpe  ' trèi^  cempUqvë*  OocupcnM^oii»  maiaUêBant dcs^  vêinction» 
cpiedoMTont  QjQBwsciaiI^bib^mea];  lea  fonctions  dç  lLsecpiM)^.espècQ9.JS9K9Qé^ 
d'après  les  mêmes  modules. 


§  la.  Z?«  rint^rah  "i^fy^^ 


)  - 


I — cos' 


i5n.  Soit  comme  ci-dessus  x*  ==  — ; r|,  et  A*=  4 ,  on  aura  V  =.  • 

6/^^=K^?(*'  ?)  -  *"(*»  ?)  —  ^M]^^î  ^^"^  intégrale  e^  prise 
à  compter  de  xtsso  et  ^==0;  si  on  l'étend  jusqu'à  xssaLi^^ou'^^ass^^^ 


on  aura  l'intégrale  complète  V*  =  |  (nE** —  FW)ira:g;^. 

CheKdu>o^ii|pîi>teJ9ai^i  liLxu4m9int|%ca]^.f)SMr>  nn^  i^vlbcer^pile^  Soitxomm^ 
ci-dessus  —— jc*=:;fjp,  la  transformée  en  p  sera 


•  ♦ 


et  parcs  q^«^4JB?|^(;e.^l»^35«fgB:^^l),..^^%^,  on  aur*. 

35.  . 
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L'addilidn  de  jp^  kh  partie  algébrique  a  pour  but  de  rendre  cette  quan- 
dtë  nulle  au  commencement  de  Pintëgrde,  où  /;=ob.  Ainsi,  tout  se 

réduit  à  trouver  l'intégrale  U  ==Y^r^^  . 

Soit  pour  cet  efiFet  n*  =  1 2,  p*^n^=ipuj  /tA*=  7  —  2/1'=  7—  4  v/5,  on  aura 

mais  on  a 

Donc  ' 


3U  =  [v/(v4-aii)+v/(u— a»)]  v'(o'+l'*0-2;''  +  T,. 

t 

On  remarquera    que  la  partie  algébrique   qui   entre  dans  la  valeur  ,  de- 
3U  se  réduit  à  zéro  au  commencement  de  l'intégrale ,  parce  qu'alors  u  et  /> 

sont  infinis  et  qu'on  a -=  i;  cette  partie  se  réduira  Clément  à  zéro  à 

l'autre  limite,  par  une  raison  semblable. 

Maintenant  pour  trouver  Ja  première  des  deux  int^rales  contenues  dans 
T,  soit  comme  ci-dessus  t;=s  A  cot*^  %[/— «an,  on  aura 

Mais  par  la  différentiation  de  cot  ^4*  V{}  —  ^*  sin**4/),  on  trouve ^dsément. 

Donc  la  valeur  de  la  première  intégrale  est 

A  l'origine  où  4=0,  cette  valeur  contient  la  quantité  infinie— /ij/A  cot  ^; 
mais  cette  quantité  sera  détruite  par  une  quâmtité  aeipblable  provenant  de 
l'autre  intégrale. 

Celle-ci  se  déduira  de  la  même  formule  en  changeant  le  signe  de  a, 
mettant  c  à  la  place  de  i^  et  iaisaùt  t/sA  cot'x  9  +  21/r,  ensuite  on  aura 


CHAPITRE  XXIX.  197 

par  la  réunion  des  deux  parties 

T  =  »  /A[coti  (p  v/(i— c»sm»^)— cot  i^  /(  r— i'sin'^)] 

Il  ne&ut  pas  ajouter  de  constante,  parce  que  la  partie  algébrique  se  détruit 

au  commencement  de  l'intégrale  où  l'on  a  f/i;  =  v/X.cot^^=:v/A.cot7%|/. 

i58.  Pour  avoir  l'int^ale  complète ,  il  &ut  faire  4  ^  o  et  ^  =:  ^tt  , 

ce  qui  donnera  de  nouveau  cot  ^^  r=  coti4  ^==  \/î'  ^^  ^^^  ^^^^ 

Gomme  on  a  dans  cette  même  limite  Y'ss^U'  et  U'=|T',  il  s'ensuit 
que  Fintëgrale   complète  y'  =  ;^    T';   or,    nous   avons    dë)à     trouvé 

V' =  g .  pl^  î  donc 

Enfin  puisqu'on  a  F'c  =      ^   F*A:,  on  voit  que  la  fonction   de  seconde 
espèce  E'c  s'exprime  par  la  fonction  de  première  espèce  ¥*ey  de  cette  ma- 


nière 


où  l'on  peut  substituer  la  valeur  -tz:=  vv  "T/^  )^^^  ^^— . 

Connaissant  ainsi  la  vialeur  de  E'c,  on  peut  trouver  celle  de  E'&  au 
moyen  de  l'équation  des  fonctions  complémentaires  -  =:E'cF'i-f-£*^  F'^ 
—  F'cF'ij  et  parce  qu'on  a  d'ailleurs  F'i=  3F^c,  on  trouvera 


E'*=(i-;^0^'*+zfc^ 


VKf ^4F' 

ou  E'J=  3E'c— aF'A:. 

Ainsi  avec  la  seule  fonction  c(nnplète  de  première  espèce  F|A;  ou  F'(sin  45<^), 
on  peut  déterminer  exactement,  n(ni-sealement  toutes  les  fonctions  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce  qui  se  rapportent  au  modale  sin  4^% 
mais  encore  toutes  celles  qui  se  rapportent  aux  modules  c  et  5,  ce  qui 
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forme  tms  séries  infimes  de  fimctions  F'  et  E*, 
transoendanle  F'(sin  45*). 

Puisque  nous  avons  troaré  deux  valeurs  de  l'int^rale  indéfinie  Y,  si  on 
les  égde  entra  dks,  on  aam  Féqoatkm  géMvalr 

+{^-*)^»''*)-(^+T>(<'.»). 

dans  laquelle  M  est  une  quantité  algâirîque  dont  la  valeur  est 

1A  =  ^  [coti<|>A(c,^)-ootHA(6r4^I-HV^(^^[/0*+4)-p]. 

et  qui  défient  nnlle  dans  les  deux  limites  de  llntégpUe. 

Cette  équation  générale  jointe  à  une  autre  que  nous  démiQOtxtrons 
bientôt ,  servira  à  déterminer  les  fimctions  de  seconde  espèce  E(c^  p) , 
E(6 ,  4/)  par  des  fimctions  semblables  rapportées  au  module  k. 


ou  en  développant  l'intégrale, 

Cette  int^Eil/e. est  prise  à  oompter  de  z,zs^Oy  ou Ç=: o;  si  on  Fétend  jus- 
qu'à z  =s  00 ,  il  fimdra  faire  Ç s=  ^,  ce  cpî  dcmnera  l'int^ale  complète 

car  le  tenue  algâ)riqa»  \  tang  î  C  [<  *"  ^  (^^  01  "^  réduit  à  zéro ,  quoique 
le  &ctear  tang^Ç  soit  infini;  en  eflbt  lorsque  Ç  diflëreinfimment  peu  de^r, 
on  a  I  — /(i  —  A*  sin' Ç)=  i  A*  gin»  Ç,  et  i  tang  i  Ç.  i  *»  sin*  Ç  =  iA*8in  C. 
uin»  7  Ç  =s  o. 

Pour  avmr  la  même  intégrale  sous  nue  autre  forme,  soit  comme  d-dessos 
z*+  I  zssp^y  on  anra 

U  pwflMère  inbS^pOe  y^^^ss  f /(l^  —  3;,),  eivùte  à  on  fidt 


iiÉL-';. 
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on  aura 


H  =  (;>--;4rf^î,  m»^JB^^l^^^^i  donc 

La  partie  algébriqpie  ^'évanouit   au   coom^epceoieot  de  l'intégrale  où 

2s=o  et/7  =^9  car  il  Êiut  prendre  le  signe  supénêur  depuis  2=0  jus- 
que jE  3=  I ,  et  IHiiféricfnr  depuis  z  se  i  jusqu'à  2  =3  00  /die  s^ëvanouit 
de  même  à  la  fin  de  l'intégrale,  lorsque  z  =i  ùo  et  p  ^  z*,  parce  qu^on 
doit  prendra  le  signoA  iaiérieur  4epuisji  ïSpi  iiJmfu'À.iBLai^  op  ou  depuis 
p=:2  jOMqÀ  :p:=siao .   Ainsi 'Preste  à  trouver    (^intégrale 

ff^f-^-^ap(p'--^)      et 

Nous  donnons  .à  Vipt^rde  T  le  signe  -f-  <]u'dUb  doit  avoir  depuis  z  =  o 
jusqu'à  a  sa  i ,  parce  qu6W«abstitutionfttilténMK<es  feront  changer  le  signe 
de  \/(p'  — '  Ô9  iff>v>tM. it 4pit i'étpp de^xâ»  g  ss:  i.inaqa'à,»ss:m ,  SQJt«pmBie 
ci-dessns  »■♦=  12,  p*+n*=pvy  X*  ==7  4*  a»*,  ou  Asssa 4-  ï/3,  on  aura 

SoiJt ,  ois^Ktensot  «!  17A + aA  fiOi^jf»^  m  aura 

J  a»^2Â  *A(c,f)       y  av/2A  *A(6,^)- 

Mais  on  a  f^J^  ^:^— cot  ^  A(c,  ^)  —  E(c,  ^)  4-  oonst.  ;  donc 
T=— ^i^[cot^A(c,?)  — cot?A(A,(p)]4-E(c,?)-E(^(p)] 

•  . 

On  peut  remarquer  que  la  partie  algébrique  cot  ^  A  (c,  (p)  —  cot  ^  A  (i ,  ^) 
=  \^^^  \t  ,^K  ;  elle  s'évanouit  donc,  non-seulement  aux  extrémités  de 
l'int^ale  où  f  s=o  et  f =^9  mais  même  au  point  moyen  où  ^sa  i  >  v=s  A, 
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Faisant  ^  =  <3r,  valeur  qui  répond  à  2s=:  oo,  on  aura  l'intégrale  complète 

T'  s=  -  »  V^(E«c-E'A)+  "^t"''*"  F'c+  "'•*•;""*  F'i.      . 


Mais  T'  =  6W  =  =;^î  donc 


F»it 


E'«-E-*=(=^+i>"«H-(=S-'-i>'»-MrJ:F5i 

et  si  on  observe  que  n*  +  ^  ==  ^(i  +  V^3)  =  2  \/âÂ|  on  aura  plus  sim- 
plement 

formule  qui   s'accorde  parfidtement    avec   celles    que    nous    avons   déjà 
trouvées. 

Maintenant  si  on  ^ale  entre  elles  les  deux  valeurs  indéfinies  de  W , 
on  aura 

aE{*,  0 -F{*,0=  N  -  2^  m» ,  ») - E(«,  »)] 


formule  où  la  partie  algébrique  désignée  par  N  s'eiprime  ainsi 

Cette  équation  générale  jointe  à  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  (n*  1 58) 
servira  à  exprimer  toute  fonction  de  seconde  espèce  E(c,  9)  ou  E(â,  f  )  pur 
le  moyen  des  fonctions  E(ky  ^)  ou  F(kj  Ç)  ^  rapportées  au  module  k. 
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CHAPITRÉ  XXX. 

'Autre  exemple  de  réduction  dans  lequel  les  modules  des  fonc-- 
tions  comparées  n  appartiennent  ni  à  la  même  échelle ,  ni  à 
des  échelles  complémentaires. 


S  1-    DenntégrakZ^.f'^^^ 


i6o.  OoiT  v/(i-+-z*)  =  —  ,  /w  =  v^a,  on  aura  z'  s=s  #1^- — ^l — —  ,  et  la 

transformée  aéra 

y i^  r      dû 

elle  est  plus  simple  puisque  le  radical  qui  était  du  troisième  degré ,  n'est 
plus  que  du  second.  Dans  l'intervalle  de  z  ts  6  à  z  =s  i ,  la  variable  u 
croit  aussi  depuis  tt  =  o  jusqu'à  u  =  i  ;  passé  z  =  i  jusqu'à  z  =  oo , 
il  faut  imaginer  que  le  radical  |/(i — u^)  change  de  signe ,  et  la  variable  a 
décrott  depuis  tt  =  i  jusqu'à  tt  s=  o  ;  mais  il  suffira  de  considérer  la  pre- 
mière période  ,  bornée  à  u  =  i .    , 

*  1  2—1/3 

Soit  zi  =  sin  f,  ensuite  tang  t  =  -^j—  tang  ^  ^,  c*  =  — T^^^  c=:sin  i5*, 
on  aura 

Pour  avoir  i'int^ale  complète ,  il  faut  &ire  z  =  i ,  ce  qui  donne  u  =  i., 
^  s=5 1  TT,  9  =  9r ,  et  par  conséquent 

z*  =  — i-F"^; 

on  retombe  ainsi  sur  une  fonction  déjà  considérée  bien  des  fois. et  qui  a  un 

grand  nombre  de. propriétés,  savoir,  la  fonction,  dont  le  module  est  sin  i5*. 

i6i.  Pour  avoir  une  autre  valeur  de  l'int^rale  indéfinie ,  soit  d'abord  z* 

-4-.  X  p=:27z,  on  aura  la  transformée  Z:^/-^^ — —    ^^.^ — ,  où/?  décroît 

T,  I.  26 
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depuis  /7  =  00  jusqu'à  ^  =  a ,  tandis  que  z  augmente  depuis  z  =  o  jusqu'à 
«  =  I .  Passé  z  ==  I  jusqu'à  z  =  oo ,  le  radical  |/(p'  —  4)  changera  de 
signe  et  p  augmentera  depuis  p'tzs  2  jusqu'à  p  =  00,  mais  nous  avons  vu 
qu'on  peut  se  borner  au  {^r^âîer  i^iitètvaUe. 

3  Yi  ^U 

Soit  de  nouveau  y(p^  —  3/;)  =  — ,  pu  p*^=^-xZ^  9  ^^  ^^^  ^^  transfor- 
mee  plus  simple  : 


rj       z   r  du 


dans  laquelle  la  variable  u  croit  depuis  u  =:  i  jusqu'à  u  =  y^  =  m*.  Ce 

qu'on  trouve  direcbèttieât  ^at  la  valeur  u  =  -^ — "^-^ — ; 

VX^  + 1  ) 
Puisqu'on  a  («Vi)  (4— «*)  =  —  4  H-  5»*  — ««>  si  l'o^feit  i^-^rn^ssvt, 

on  aura  d'abord  Z  =  |  y  «/(  5^  3^»^—  F)  ^    ensuite   l'équ&tk)!!   W)^)pio^ 
donne 

Il  4-  /n  3=  u»  |/{^+am) ,  ii —  m  =—  u»  v^(<  —  2/»), 


■1  ^ 


dofîc 

Nous  supposons  que  la  variable  u  cr6il  depuis  u  =s  i  jusqu'à  u  =  m*  ;  dans 
ces  deux  limites  on  a  la  même  valeur  de  i ,  savoir,  <  =  i  +  /Ti*;  eïittë  Ces 
deux  extrêmes>)  îi  y  aura  -doBC  un  minimum  de  ^/  leqori  tet  <  =  am^  il  a 
lieu  lorsque  11  =  m.  AiUsi  àans  toute  l'étendue  &e  Httl^rale  que  nous  vou- 
lons "déteMiifiër ,  U  &1it  k^omidéTOr  t  WÊiMe  âêôMflèWlA  (àspdAs  tvai^ï^ 

jusqu'à  ^  =  am;  ce  dernier  point  répond  au  =  /w,  ;>*=     ^^    ^^="6, 

z  =  v/(2  —  i/3)  =  ac. 

On  voit  donc  que  des  deux  intêgi^les  qui  composent  la  valeur  de  Z ,  la 
presiîire  «est  pontive^ét  cmsiaiBle  jusqu'à  t  tacolTi-^  ou  0  «31  m;  dk  décroît 
âaauôle  èt^ichrient  mklle  à  la  làtake  OfkztEat  etini  4^m^  $  fMnt  ti  k 
tetoode  inHégrak ,  elle  èsï  con^teliBlent  f^tive  «t  croÎManCe!;  ffôirci  que 
passé  Iç.  terme  ou  <  =sc  2m ,  le  radicul  v/{<  —  2m)  chai^  de  signe.  11  fau* 
drait  donc  se  borate  i  cette  secondé  intégrale  seule  si  on  Voulait  avoir  la 


dt 
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valei»  été  l^t^gmle  eemplèle ,  mais  ccDtinuons  de  chercher  celle  de  Rn- 
tégrale  iadé6nie« 

Pour  cela  scit  d'abord  P  =/^(„^,^)^  ;;:g^3,,.,,,,^  î   comme   on  a 
54-  ZmH -^  «*=5R(r  -K m»  -*■  t)  [t^  -f^ (1  +  m^  iJ^jn^^n%^^  i]  ;  si  on  fait 

>•  =  (/«+  i)y,  cette  formulé  se  réduit  à  P  =  ^yL^-_^-_._.  Soit 
y  =  -y-tang  i  -«j/  et  ^  =       ,''^  ,  ou  &  =  sitt  75"»,  on  aura  enfin 

Si  on  étend  cette  formule  depuis  'nI.so  ou^=ai««f-/7i*,  jusqu'à  %[/  =  a 

ou  <  =  :i/7i,  0t  étant  déterminé  par  l'équation  tang  -J  a  =  .  ^^-^ —  , 

la  plus  grande  valeur  de  P  sera  -^ —  F  (i,a);  si  on  étend  cette  même  inté- 

|p^€iaH«4eU  de  t^i^  Wl%  jjusqufà  î  ;;?  |  4*  ?^*9  09  aura  de  nouveau  4  ^=^  ^i 
et  l'inté^lç  complète  F^  =  o. 

i6:^.  Yenons  maintenant  a  la  sççQnde  intégrée ^  •  • 

formée Q^:;:/^^.^,^ ^^^^^^^ ,  dans  la<^elle 

* 

A  =  (m+  i)v/3,  ft=  I  -f-m  +/?!'  = 


—  1  ' 


Af*  cos  aft  5P5.|.  (5^*h  4  ^)j  cos  28  =  —  .  ^    '  (4i»  ■+=  5). 

3 
On  obserrerc^  que  la  valeur  vi  =  f/n ,  donne  lien  à  dçs^  réductions  dont 

Toici  les  principid^  : 

îi»(,7HKi)^»,^T>=(/w+i)*(/n*~i),  v/(m*— 1)=;^, 
4''^<«^5  3ti  (/»-«<- i)^(m4^i)  y  3(4»»^)  an  (w^-ci)*, 

Ç03  :.G  ;^  i  (4m+5)  i/(4m-$).,.  tang  ^9  .=^  ^  ^^. 

26.. 


k) 
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Cela  posé 5  si  on  fait  le  module  A:  =  sin  6,  et  son  complément  î  =  co& â  j 

ensuite 7"  =  r  tang  y  a> ,  r  =  V^f")  =  m-^i  »  ^^  ^^^^  Kntégrale 


L'intégrale  commence  lorsque  <  =  i  +'71*9  alors  /  =:  o  et  a^  s=  o;  si  on 
fait  a>  =i7r^  on  aura  jr  z=z  co  ^  <  =  a^Ti  ;  c'est  le  miliea  de  l'intëgrale  com- 
plète ;  l'angle  e»  continuant  à  croître  depuis  ^  =s  tt  jusqu'à  cûssz  a'Tfy  on 
aura  dans  cette  dernière  limite  ^=0,  ^s^i-f-m'^et  l'intégrale  com- 
plète sera  Q'  =  ç^y  F'*; 

i63.  De  là  on  conclut  Z*  =  ;^  (P»  4-Q»)=  ^^^^y  F"*î  mais  on 
a  déjà  trouvé  Z'  =5=  — j—  F'cj  donc 

*'^~     3V/3      "^  ^• 

f  Ainsi  la  fonction  complète  F'A:  se  détermine  par  la  fonction  connue  F^^  dont 
le  module  est  sin  1 5* ,  et  le  rapport  entre   ces  deux  fonctions ,  qui  est 

oAo^  9  peut  aussi  se  représenter  par     ^^  ■  ou  par  |/r      ,     J.  Or  u  est 

aisé  de  s'assurer  que  le  module  k ,  qui  est  un  nombre  très  petit ,  (  car  on 
trouve  log  A:  =  7,05730  61017  i5i68,  ou  X:  =  o.ooii4i  etc.)  n'entre 
point  dans  l'échelle  des  modules  formés  soit  d'après  le  module  primîtîr 
sin  1 5^,  soit  d'après  le  module  complémentaire  sin  'j5^.  Car  selon  qu^'on  fait 
c  =  sin  1 5*  ou  c  =  sin  75* ,  on  a  pour  les  termes  de  l'échelle  décroissante 
c*y  c^"*^  etc.,  les  yaleurs  logarithmiques  suiTantes  où  ne  se  trouve  pas 
celle  de  A:  ; 

c  =?  sin  i5*.  c  s=  sîn  75^ 

c*    8.23885  83o5i.  (f     9*76996  09464* 

c**  5.87572  16597.  ^^    9.02558  78768. 

c'*'  7.45116  69032. 

€?••••  4»  30027  £f5492. 

Si  on  égale  entre  elles  lea  deux  valeurs  trouyées  pour  l'inl^rale  indé- 
fînie  Z  y  on  aura  Péquation  générale 

qui  servira  à  déterminer  la  fonction  TÇh^t»)  par  deux  autres  fonctions  F(c,^), 
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F(d,4)9  rapportées  aux  mpdules  c  et  b;  on  sait  d'ailleurs  que  F  (i>4)  P^^^ 
toujours  se  réduire  à  la  forme   |/3.F(c,a'),  de  sorte  qu'on  aura  TÇk^e») 

=  H^.  [v73  ï'^*'^)  -  V^3F(c,«r)]  =  -,-1^  [f(c,<p)-  |  F(c,«r)]. 
Enfin  il  est  aisé  de  réduire  2F(tf,^)  —  3F(e,a-)  à  une  seule  fonction  F(e,Ç) , 
ce  qui  donnera  F(*,« )  ^  ^^J,^^^  F (c,^)  =  ^^l'  F  (c,?). 

Pour  l'usage  de  ces  équations  il  faut  savoir  comment  deux  des  variables 
9 ,  '^  j  a  j  peuvent  se  détenmner  par  la  troisième  ;  c'est  ce  qui  résultera 
des  équations  suivantes  : 

i^+ô'     ^  ^  "^  "  (^^^+^  *       (-+«)• 

tangï«_.-3p^ ^___._, 

Ainsi  on  voit  que  les  trois  quantités  cot*  |  Çf,  tang*  |  4^ ,  tang*  ~  a»,  s'ex- 
priment d'une  manière  rationnelle  et  assez  simple  par  le  moyen  d'une  même 
variable  u  qui  se  déduit  immédiatement  de  z.  Au  commencement  de  l'in- 
t^rale  on  a  ii  =  i  et  par  suite  f  ==  o ,  %[/  =s  o ,  o»  zsc  o  j  à  la  fin  on  a 
u  =  /7i%  ^ss'TT^'sl/so,  eu  z=  27r'y  au  milieu  de  cet  intervalle  où. . .  • 

z  =  v/(3—  v/3)  =:  2c  ^  et  tt  =  m ,  on  a  tang*  7  ^  s=  tang*  ^  €  =  ^— , 

tang  7  4  =  tang  7  a  =  X-  .  ,  ,  û>  =  'tt.  Dans  ce  cas  particulier  on 
doit  donc  avoir  l'équation  (m* —  i)F'A:=-7r  F(c,€)  —  7F(i,a),  et  parce  que 

(m*—  OF"A:  =  pj  F«c,  on  devra  avoir  F'c  =  F(c,€)  —  -^  F(ô,«)  ,  ce 
qui  est  facile  à  vérifier. 

^     dx- 

S  n.  Z?e  rirUêgrale  V  =  J  ^  (,_^- 

i64-  Soit  |/(i—<r')=3^,  m  désignant  toujours  v/^>  on  aura  la  transformée 
"^^ify^prysoïtp'^zj^,  eten»uile«=  Ji-tangi4,J•=:2^^^ 
on  aura 


^ = d3;/^(i-tw4)  ===  -k  ^  ^*'^^- 
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Cette  int^nJe  est  prise  depuis  «sso,  on^^:»;  si  on  l'étead  jusqu'à 

4:  aes  I ,  on  aura  dan»  cette  dernièTe  linûte  k  «p  i ,  tang  7  4  '^  k  3»  valeur 
qui  répond  à  une  fonetion  F(3,4)  ^=  f  F'3  ;  donc  on  aucA  l'int^rale  com- 
plète 

V  =  — V- •  I  F'i  = -?^  Pc. 

Pour  avoir  une  autre  valeur  de  l'intégrale  indéfinie,  soit  -  —  xzzz  p^on 

8  3 

aura  y{i  —  x')=c;  os  V/'C/^^-t*^^)?  et  la  transformée  sera 

T=r — =# — , 

soit  ensuite  ^{f^  +•  3p)  =  £ ,  ou  ;^'  =  -— ^ ,  on  awa  la  nouvelle  trans- 
formée 

V 1  f ""^ 

dans  laqueUe  tes  Uaâtes  x  s=  o,  j?  es  i ,  eorreq^endent  aux  Kinites  ii  as  i, 
K&=so.  Soit  enfin  u* *f- ?7i^  assi  n^,  on  ftuni 

^  "^  4i|»  y  V/(H-aiî»)-  V(<3— 3m**— 5)  "^  4w»  y  V^(/— am}.  y'(^— 3m«<-5}' 

Ces  intégrales  sont  prises  à  compter  de  <  =  i  +m%  et  elles  s'étendent 
jusqu'à  I  s»  OQ  ^  valeur  qxii  répond  à  de  =  I . 

i65.  Cowid^TQpa  d'abord  f imtégrale  V^fy^^^  ^^^  ^^^_  3^>,_s) ,  où 
l'on  observera  que  «'—Sm^t—  6  5=5(i— -i— m*)  [tHKi+/n*)^+m.^— m*+ï]. 

Si  Ion  jfeit  <=  — -^- — '      ^  ,  ensuite  j^=  — j —  tang  f  ^  et  c»  =  — j^—  , 

"""'^  1/3  * 

on  aura  la  transformée 

A 

Pour  avoir  la  fbnctiou  complète  P*>  il  &udra  &jxej^x=i  ^^taug/^f  .:;&:  -^--  ; 
e(  comme  cette  valeur  de  ^  est  celle  qui  donae  F(c,  f  )  =  ?  F'^i  on  amra 

3^/27 
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CdnsidérMs  en  iedo&d  Ifett  VintëgmteQtïat  J^j^y  ^'  '/n^  t^/<^-^  3  "T^' j^  ^  '^ 
soit  ^  =  **— ÎI — j  ^^j  on  aun  la  transformée 

Q^S^      f    ■       ■    ■  I      ^^mJUmmj  il  *^t      .1    1 1   M  11  ■  Il   I  t 

J  ^/(A»  —  2>^  COS  29 .  J^*+/i>*)  ' 

claûs  lâqueKe 

Ainsi  ]ô  tfrodtdis  las^sinf  ^■~"  J  =îc  cOs  â>  serti  détenninë  par  la  taleur 

il  est  par  conséquent  le  complément  du  module  A:  déterminé  ci-dessus.  Soit 
enfin ;y  =  3^  (/jfc'^—  i)*  lang  ^  « ,  -et  On  aura  rintégrale  cherchée 

Cette  intégrale  s'étend  depins  eozi^o  fù&quPk  la  valeur  de  cû  qui  répond 

à  X  =s  I ,    cetle  valeur  est  donnée  par  l'équation  lang  j  a>  =         ^ 

:^  ^f^ ,  et  «iMis  ftnms  i^r  ti-4a()rés   <|ue  Citte  Vâimr  mippoie  F(r,  e») 

c=:f  F'i,  ainsi  on  a  l'intégrale  complète 


^^  2V^3 


3V/3^"*  +  '^  3(i,.+  i)*«*- 

Réttnissaïit  les  uleux  intégrales  P'  «  Q»,  on  aura  l'intégrale  complète 


»»• 


f»  la  première  onetboée  oa  a  traavé  Y'  ««î:'^-^^  F*c;  ^IdM  ves  deux 

V/fl7 

VflflMrs^  (M  tti  iire  ¥*i  ms^m^  lY  F't *y  mais    nous  a^ons  déjà  traovté 


P^sss^^^l^^Ê'cj  donc  lés tdiietiôn^         Pi^  sont  entre  dDes  Cotnme  i  à 

3 V^  i  âé  sotte  qfuW  à  F'i  =  3  v^3  F* A:. 
Ce  rapport  «ntre  les  daiUL  fcâctions  coffl^léfiiètitKiMs  F'Ar^  F%  "est  d'autant 
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plus  digne  de  remarque ,  qu^il  occupe  en  cpielque  sorte  la  troisième  place  à 
la  suite  de  deux  autres  rapports  déjà  connus.  En  effet  on  a  trouvé  que  dans 
le  cas  de  c  =  sin  i5° ,  le  rapport  de  F'c  à  ¥^b  est  celui  de  i  à  \/3  ;  dans  le 

cas  de  c=       i71/3  ?  ^^  rapport  est  de  i  à  3  j  enfin  dans  le  dernier  cas  où 

Ton  supposei*ait  c*  =x— ^  (4'^+5)  \/{4m^~6)y  ce  rapport  est  de  i  à  3i/5. 

Au  reste  les  fonctions  F  formées,  soit  d'après  le  module  ky  soit  d'après 
son  complément  ij  ont  une  telle  analogie  avec  les  fonctions  formées  d'après 
le  module  sin  i5*,  qu'en  général  toute  fonction  F(A:,  co)  ou  F(i,  o»),  peut  se, 
déterminer  par  une  fonction  F(^,  (p)  dont  le  module  est  sin  i5*,  c'est  ce  que 
nous  avons  déjà  prouvé  pour  F(A:,  û)),  il  reste  à  le  faire  voir  pour  F(i,  »). 

Si  on  égale  entre  elles  les  deux  valeurs  trouvées  pour  l'intégrale  indéfinie 
V,  on  en  tirera 

équation  qui  a  une  analogie  jemarquable  avec  l'équation  déjà  trouvée 

F(A:,  «)  =  ^^^-[^  F(c,  ,p)  -  F(A,  4)]  ; 

mais  les  variables  (p  et  '^  ne  se  déduisent  pas  de  la  même  manière  de  câ 
dans  les  deux  équations.  Quoi  qu'il  en  soit ,'  la  fonction  F(6 ,  4)  pouvant 
toujours  être  représentée  par  |/3  F(c,  Q,  et  deux  termes  tels  que  3F(c,  Q 
•— F(c,  (p)  pouvant  être  réduits  à  un  seul  F(c,  a)  y  on  voit  qu'on  pourra 

toujours  supposer  F(*,  â>)  =  ^ — -~^  F(cf  a) ,  comme  on  a  obtenu  F(A:,  ») 

Il  nous  reste  à  démontrer  une  proposition  supposée  dans  les  calculs  pré- 
cédens,  savoir,  cpie  pour  le  module  i,  l'équation  F(i,  â>)s=:|F'i  est  satis- 

faite  par  la  valeur  tatig  ^  û»  =    ^  '    .   Pour  cela  soit  F(i,  *)==î  F"i,  et 

F  (i,€)  =  j  F**;  il  faut  qu'en  supposant  tang  7  ff  =  t"^  p  ^  valeur 

correspondante  de  c*  soit  égale  à  i*,  or  on  a  dans  cette  hypothèse  cos^=i 
—  sin  a,  et  faisant  sin  as=ar,  on  aura  l'équation  0=  i  —  ajc+c*  (ao:*— <c*). 

Mais  puisque  cos  ^=  i  — or,  on  a  tang* ^ff  =  ^  =  /',  ou  de  =5  .  ^  ; 
donc  c- = ^Ei  =  2ï=i^^^ = i  +  ^  (  3<- +  ^ -^).  Sd»titu».  t 
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les  valeurs  t^  =     31/3     >     7"  =  C'»*  —  1  )  l/3>  on  aura 

ce  qui  est  la  valeur  trouvée  pour  i*. 

$  m.  De  ^intégrale  Z  =  ffds  —  Z'*^*    \ 


166.  Soit    |/(i+a*)  =u,  ou   2'=  ï/(tt'— 1),    on   aura  Z  = 
j(dz  —  i .  —5^).  Soit  ensuite  «  =  i  +  v/3  tang»  i  (p,  et  c*=î^ 
ct=ssin  15°,  on  aura 

2  =  z—     *       r(i+t/3tang'^^)d» 


a— 1/3 
-ou 


OU  en  achevant  les  intégrations 

Z  =  «-  f/Z  [A(c,  4>)  tang  iç,4.A^  F(c,  (p)-E(c,  (p]. 

Cette  int^rale  s'évanouit,  lorsque  i5=o  ou  ^=0;  si  on   ne  l'étend  que 

jusqu'à  »  =s  I ,  il  faudra  faire  ^  =  y  et  tang  i  >  =  t/r^/^j;  mais  cette 

valeur  de  y  ne  rend  pas  F(^ ,  ^)  commensurable  avec  la  fonction  complète 
F'c  j  c'est  pourquoi  il  faudra  continuer  l'intégrale  jusqu'à  ;&  =  oo  ^  et  comme 

4 

dans  ce  cas ,  la  partie  algébrique  z  — «  |/3  •  A(c,  9)  tang  î  ^  se  réduit  à  zéro, 
nous  aurons,  en  faisant  ^z=inCy  l'intégrale  complète  .  . 

.  •-*■■,••-■- 

•  .  S  ....... 

Cherchons  maintenant  la  même  intégrale  par  une  autre  voie. 

•  Soit  comme  ci-dessus,  »'+  1  ^=^p^j  on  aura  15=7/7—1  i^0^**^4)>  ^^ 

Z=z  — i 


i\ 


Dansrintervalledej5£=o  à  j5=i,/7  diminué  depuii5)E>==;oo  ju«^'A^f«t4\2;ïdan9 
Fintervâlle  de  2=  i  jusqu'à  z=:oo ,  />  augmente' depuis /«â3'^jù84ii*à^)5*=«*wv 
et  dans  cette  partie  de  l'intégrale  le  radical  \/{p^ — 4)  est  f^avec  fe  signet— r. 
T.  L  37 


i/(p3-3rt      p\/(p'-ip)       V/(p*-4).V/0^-3p)        p3(,^èS^ 
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De  là  on  voit  que  la  première  intégrale  ^   /  - —  désigne  tine  quantité 

J  vXp'-p) 

toujours  croissante  jusqu'à  nzszi  ou  p=2i  qu'ensuite  cetttf  quantité  dé- 
croit et  devient  nulle ,  lorsque  z  =  oo  ;  d'où  il  suit  que  cette  partie  n'entre 
point  dans  l'intégrale  complète  ;  quant  à  la  seconde  intégrale,  eUe  désigne 
une  quantité  n^ative  toujours  croissante  depuis  le  conunencement  de  l'in- 
tégrale jusqu'à  la  fin. 

Il  importe  d'éviter  les  infinis  que  les  valeurs  de  p  peuvent  introduire  aux 

I  —  — ;V —  0^* — 4)* 
^i  —  -;  j"~^j  on  aura  la  difierentielle 

JtTlT—  P^P  I  ^P ip'—^)dp  !^dp(p^--^)        ', 

3  '     «^      3        .  ,.       3,    .        ^    ,  4       ^ 

donc 

Sous  cette  forme  les  dew^  intcégrales  ^pû  restent  à  détennîner  ont  touî^urs 
une  valeur  finie. 

167.  Pour  avoir  FintégraleP  =  j  /      '^  ^ —  y  soit  ^(p^  —  3/7  )  =  /w, 

^PX/ip'^Sp) 

3  ^  i/3r     cfA  .  ^^      X  -. 

o^P  =  TZr^s?  ûD  aura  P  =  —  -^y  i^(j—y'}  ^  ^^^  i;  =  i  — /*,  et  ensmle 

/=/3.tangK,  ^•^--^^onauraP^^ySii;^^ 
efiectuant  l'intégratibn ,         .    '  ' 

P  =  i»/a7[E(4,C)-(î^)F(J,  Ç)-A(i,0-langK]. 

L'amplitude  Ç,  qui  eit  nulle  k  l'o&îgpine  de  L'int^ale  lorsque  z  ss  o , 
p=ooetv  =  i,a  pour  maximum  la  valeur  Ç  ^  ^ ,  qui  répond  à  /7=  2  , 

u  =  ^ ,  et  pwr  laquelle  on  «  tan^^  h  c=  .«y^    >   Ensuite  ,   p  augmentant 

dq^ttb  /»jm  %  jusqu'à  j^^sbr  go  ,  l'amplitude  (  diminue  et  devient  nnUe  de 
nonsefla  à  la  denaîère  limite  de  l'int^ale  oà  2  7;;  oq  ^  dQ  sorte  que  l'ioté^ 
gralo  ooB^lète  P*  ss  o. 


^ 
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Venons  maintenant  à  la  seconde  intégrale  Q  =    /L  ■     .  .."^  rfi 


Q=  fl ^=^ ,î 


si  Ton  fait  k  C/^  *"  3/^)  =  ^ ,  ou  ^*  =5  -33^ ,  <m  aura  la  tFaiîdft)nnée 
Soit  tt*  +  771*  =: U/.9  on  aura  5m'  —  4 "^ ***  =  "^ (^  +  ^t»*/ — ^), 

WIM~*=:    ^V/(f+2/w)+7V/(^ 277l), 

W»—  a""*»   ^{t   —    7W)  t/(^   +    2/w)    —    f  (^   +   m)  {/(t   —    27W), 

et  en  faisant  toutes  les  substitutions , 

^_  .   r         \t^+mt—im^)dt .  r        {t^  —  mt—jm^yàt 

V  —  y  y/^t  +  :^m) .  1/(5  +  ZmH  —  f)        V  ^^(^  —  ^m) y/^+^niH—^y 

Il  fiiiil  dibeerver  que  le  signe  du  second  terme  change  chaque  fois  que  t 
passe  par  la  valeur  ^==2/71,  ou  pvla  valeyr  ^=  1  +/n*,  c'est-à-dire  lors- 
que Vna  des  deux  radicausi  ^{t  -^stm)  7  l/(5  +  3n^t  —  ^)  devient  nul  j 
car  on  a  5  4- 3m^<  — <'==(i  +  m*— ^)  [i -^-m'+m^rf- (1 -f-^*)^  +  «•}. 
En  effet,  voici  la  correspondance  qui  a  lieu  entre  les  trois  variables  2,11,^, 
aux  deux  limites  de  Pintégrale  et  dans  trois  points  iatermédiaires , 

z  =  o,     4/(2-/3),         ï,     /(a^/3)^     co  ,* 

<  =  I  +  m*,     2/?i,  1  -f-  /w',  2/?i,        I  -|-  m*. 

11  en  résulte  que  la  seconde  intégrale  est  une  quafitité  .q)ii"crbtt  conti- 
nuellement en  même  temp$  qy^e  ^.  Il  n'en  est  pas  de  méfAe  de  la  pi^emière 
dont  la  valeur,  d'abord  négative ,  atteint  son  maximam  lérsqué  u  =  m ,  ou 
<ss  am;  elle  dfamnue  jçusuitQ  ^t  devient  tvulle  lorsque  js  ;=?:  i ,  qu  ii=:7n*  et 
/=  i-f-  7W*.  Cette  période  se  renouveBe  dans  l'autre' partie  de  la  même  in- 
tégrale depuis  z  =  I  jusqu'à  2  =00  j  ainsi  ô^te  int^calf^p'^tcp  point  dans 
la  valeur  complète  de  Q. 

168.  Considérons  d'abord  l'intégrale  dont  nous  venons  dc^  parler, .  • .  • 

\j[  =5  /    ...  ,^ — V.     ..i,      ^   . — ^ .  et  soit,  comme  a-dtessua,  t=  — tt^ -; —  > 
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j^==:rtangi4,     r=^^i^,     *•=  ^-^7^--,  on  aura 


Pour  les  réductions  ultérieures  ,  il  faut  mettre  t  sous  cette  forme •. 

^  = /H ;  ,  et  on  aura 

•^  I  —  COS  A  CO&  4^  ' 

Cela  posé,  en  appliquant  les  formules  du  ii*  144)  ^^  ^^^^ 

Q. .  ,/(.+».).^,/^H-3„-,-.^_^|-g(,^  4)_(1^)F(«,4)]. 

Cette  quantité  est  toujours  négative^  son  maximum  a  lieu  lorsque  <  =  am^ 
alors  %!/  ::^  A  ;  elle  est  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale  et  dans  le  point 
intermédiaire  où  z  =;=?  i . 

Venons  maintenant  à  l'autre  intégrale  Q''=— ly^^^i^^^ 

4 

Si  l'on  fait  comme  ci-dessus  ^=  '     '^V;  »  — >  J^  =5 r' tangue*,  r^=  ^-377 > 

A-  =  i  — ^.^=i(4m  +  5),  onaura 

— </^ i/3  fl&i 

ensuite;  pour  appliquer  à  l'int^rale  Q'^  la  formule  du  n*  i44>  î^  faudra 

Élire  /ï=—  7 — Î7 — rr  ,   et  mettre  la  valsur  de  t  sous   la  forme 

{m  +  !)•  ' 

/  =  /'  -I £ dans  laquelle  on  aura 

r  1  — C03AfCO8ij'  * 

■  •     • 
ê       t  \^  8În*M 

^^  ^  ^     2008^' 

et  l'application  de  la  formule  indiquée  donnera 

4v/3 
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Dans  cette  formule  y  ainsi  réduite  à  une  forme  très  simple ,  il  faut  re- 
garder l'angle  ûê  comme  croissant  continuellement  avec  z ,  et  alors  l'inté- 
grale Q^^  seraau^i  CGRitinuellement  pressante,  confpnnémeut. aux  condi- 
tiops  dont  nous  a?0D9  ^t  mention  ;  la  correspondance  entre  z  et  oà^  dans 
les  points  prâiçîpau^  ^  sora  donc  comme  il  suit  :  .   I 

»  =  o,      y(a— ï/3),       I,     V(2+V/3),      00, 

«  =:  O,  W,  3W,     "  SîT,  4^. 

Ainsi ,  pour  avoir  l'intégrale  complète  qui  répond  k  z  ssco  ,  il  Ëiudra 
faire  ^s=  i  +  m*  et  6é  s=  ^'K ,  ce  qui  donnera 

On  a  déjà  trouvé  Q^  =  o;  donc  Q,  =  Q'V  Mais  la  valeur  générale  de  l'm- 
tégrale  Z  C8tZ=sa—  iW — P+Q;  et  comme,  depuis  z=  i  jusqu'à  2=:oo , 

le  radical  (/?'  —  4)*  doit"  changer  de  signe,  on  a  W==/?  Ti A 

4-  Q»*  —  4)*  (  '  •"  "i)  ^î  dope,  à  la  dernière  limite  où  /?  =  oo  ,  on  a 

W=s2p:=st  2Z  (*) ,  et  par  conséquent ,  «  t-  tW  ==  o  ;  d'ailleurs ,  à  celte 
même  limite.  Pi  ==  o,  donc  Z* = Qi  =  Q"i ,  ou 

y/S 
169.  Par  la  première  méthode ,  on  a  trouvé  Z^  =s  -j~  .  ^  j  égalant  cçs 

deux  valeurs,  et  observant  que  par  un  résultat  précédent,. F'i=:(77H-i)*F'c, 
on  aura 

Au  moyen  de  cette  équation  et  de  ceUe  dés  complémens  -  =  E'itF'{'  + 
E'iF'A:  —  F*AF*«,  on  trouvera  l'expression  de  la  fonction  E"i,  savoir , 


{^yKHetl  ce  qu'on  trouTe  encore  {dus  facilement  en  exprimant  W  en  fonction  de  z , 
car  alors  on  a  sans  ambiguïté  W  =s r- • ,  et  il  est  visiMie  que  lorsque 

«  =  00 ,  la  partie  algébrique  s  —  i  W  se  réduit  à  léra 
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dVià  l'on  irok  que  les fetietieiis  ée  seoonde  espèce,  E^kj  EU*,  se 
exaetement  et  <f «ne  manière  très  nmple  phv  les  fencâtms  de  première  es- 
pèce F'/c,  F'/,  ou  seulement  par  f  une  des  deux^  puisqaVm  aVissS  |/3 .  F'il, 
de  sorte  qu^  toutes  c^s  fonctions  çt  toptes  celles  qui  aj^parlîeonent  aux 
deux  échelle  formées  d'i^rès  les  nKKiules  complémentaires  11:  el  ^'  se  dé- 
termiaeot  par  une  seule  de  ces  fonctions ,  ou ,  si  l'oii  veut  j  par  la  seule 
fonction  F'c,  dont  le  module  est  sin  iS^.  Yoilà  donc  d^u^  suites  infinies 
de  transcendantes  E',  F',  formées  d'après  les  modules  k  et  ij  et  deux 
autres  suites  ibijin^s  d'après  les  madjulçs  sin  i5^  et  sm  ')5^,  qui  toutes  se 
déterminent  exactement  par  un  seul  terme  de  ces  quatre  séries  infinies. 

%jQ,  hss  d^ux  e:ipre$9ion8  que  nous  avon^  pbtenues  de  l'intégrale  indé* 
finie  Z^  é^nt  ^g^lées.  c;R&re  elles  dpMi^ronit  i^&^ifiutiûo  générale 

* 

^♦/3CE(6,4>w(^)F(i;^)3 

dans  laquelle  T  e^  une  quantité  algéji^rique  qui  s'^vai^pqit  au  commencement 
et  à  la  fin  de  l'in^^ale.  Or,  il  0  été  prouvé  cî-dessus  que  toute  fonction  de 

la  forme  E(ô,^)  *^\    Jâ'jFC^?  0>  P®^^  ^^^  changée  en  une  autre  de  la 

forme  \/f^{c,(r)-^Q^^^^T(c^  ^)1+V,  V  étant  une  quantité  algé- 
brique. D'ailleurs  la  somme  ou  la  différence  de  deux  quantités  de  la  forme 

E(c,  <r) —  \i\Jl')^(^y  ^).P9|WJ^  toujiêui^  ^  réduise  à  une  quantité  de 

même  forme,  plus  une  quantité  algébrique.  Donc  l'équation  précédente 
pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme 

Q  étant  une  quantité  algébrique  qui  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale. 
Ce  résultat  joint  à  celui  que  nous  avons  trouvé  pour  la  fbnetion  P(X:,  et)^ 
fvfiwe  qipe  ks  fondons  i&«i  F,  d^nt  le  module  est  k^  m  nédoisent  tMijOHir» 
à  des  fonctions  de  même  nature ,  dent  le  m64ole  est  c.  Nous  nous  contentons 
ici  de  démontrer  la  possibilité  de'  cette  r^diiction ,  sans  développer  les  for-^ 
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mules  par  lesc^iielles  on  peittFefftf^fiaer,  pafôe  que  cette  résolution ,  qui  est 
un  beau  théorème  d'anafyse^  ne  serait  d'aUfcilDé  utiHté  dans  la  pratique. 

$  IV.  De  l'intégrale  U=  /V?!?^, 

171.  Soit  |/(i— 0?^=:  I  — jr^j  on  auraU  ==/\//3  ~/'Xv^V  ^^  ^'^  ^^^  ^^^ 

rier  or  depuis  xsso  jusqu^^l  a:^=siyjr  y  striera  de  mémef  depuis^ =0  jusqu'à 

jss  u  On  pourrait  ûAtê  virrmf  ditérteniidnieiMr  x  àeptA^  x^sm^i  jaffcj^^k 

a:  s  QO|i  &IM»  dafifr  cette  parUe  lUntëgrale  serait  négative,  et  il  est  inutile 

de  s'en  occuper. 

Soit  de  nouveau  j'œ  v  3tang-j4>  **^==""^^ — >  ^'^  ^"^  U=3— ^— 

/■^^^r^Fl^P'  °'  «"  «*=^«^«°'  l'intégration , 

U  =  ;/3E[(*,4)-(*^)F(*,  4)-Zi(5,  >P)tang4]- 

Pour  avoir  l'intégrale  complète^  soit  j:=  i,  on  aura  ;e7=  i ,  4^=='^>  ^^ 
tang  r  X  =  -5-  J  m  cette  Trienr  de  A  dôofoe  F(i,  >)-«=:  |  F*é.  Ayant  donc 

JFffr,  X)=s  F(3,  ^),  on  tît)ûveA  par  les  fbrtEfules  coùnties  (arrt.  60) 
3E(*,  A)— .E(i,^)  =  i»;sin*À?  dans  le  même  cas  A(*,  A)  =t(v^3— i) j 
donc  l'intégrale  c<nii|)lète 

17a.  Cherchons  mmrBtenant  la  même  iatjjgruW- par  mue  autre  méthode^  soit 

* 

ce  qui  donne  la  transformée 

y  V  cp'-  ipy    V  »/(/»• + 4) .  vip'  +3p) 

t  ... 

dails  laqjielle  les  intégrales  s'étendent,  dé  p"^^  co  k  pzszo. 

Pour  éviter  les  quantités  infinies  qui.  ont.Hèu  &  ta  première  fimiCe,  sbit 


vKvfit^-k-^j      Jt 
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% 


V  l^i/0'*+4).i/(p»+3p)         J 


on  aura  U  es  P  —  Q.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  intégrales  P  et  Q. 
s  3 

Soit  y(p*  +  Sp)  ^pUf  ou  ;>•  =  j_^   ,  on  aura 

La  partie  hors  du  signe  i;'(u*—  i)  s'évanouit  au  commencement  de  l'in- 
tégrale ,  lorsque  u  =  i  •  Ainsi  il  reste  à  trouver  l'intégrale  R  =  f  ^/s i 

qui  doit  s'étendre  depuis  u=i  jusqu'à  u=  oo,  et  on  aura  Ps=7;9(v*-—  i) 

_i2H. 


OU 


R  =  2i>3[A(c,  ^)tangi^  +  i^l±iF(c,  1))-E(c,  <p)]. 


Soit  la  partie  algébrique  -  (u* — i)  —  -î-- A(c,  ^)tang|9  =  T,  et  on  aura 

P  :=  T  4-  ^  »>a7[E(c,  ^)  -  (^^)F(c,  ,p)]. 
Dans  la  limite  on  a  usoo,  T  =  o,  ^  ==  ^;  donc  l'intégrale  complète 

p.=  ^a,[EV-(J^)F.c]=^f. 

Pour  avoir  maintenant  l'intégrale  Q^  il  £aiut  d'abord  substituer  la  valeur 
de  ^  en  u ,  ce  qui  donnera 

Soit  v^  =  -  \/(  3^') )  on  aura  cette  réduction 

OÙ  la  partie  algébrique  j  (w  -ri/O  s'évanouit  à  la  première  limite ,  lorsque 
w=  I .  Pour  avoir  l'intégrale  qui  jreste  k  trouver,. soit  m^ssii  et  /n*u'-+-i  ssm/^ 
on  aura  par  des  réductions  semblables  à  celles  des  exemples  précédens, 


r 
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I 

173.  Cherchons  d'abord  l'intëgraleM ^f^^X^Wl^'-^^*^-^)'  °°* 
déjà  trouve  qu  en  faisant  t = — ^^'          ,   y^=^r  tang^  ç ,    r  =  — :j — , 
. a  — |/3  A I  ^  rkk 

servons  en  outre  que  t  peut  être  mis  sous  la  forme  t^=if^\^  ^«Aoosfc^^^ 
qui  donnera 

/=  (/»•+  i)  sin»-|A  —  2mcos*iA,  Ung  JA  =  i s=  jj^, 

(1»  +  i)*sm*A        ,  1 

"  2C08A  *  008  a' 

Appliquant    donc    les    formules   du  n*    144»    ^^  ^  ^^^^    ^^^'^^  -^  ^=^ 

I  dd!^ 

(^H-am)(l'  —  3mV— 5),  /»  =  -4 — ,  on  aura  — ^  =  l'  +  'w/  — f  m*,  et 
l'intégrale  cherchée 


M 


=  7^+1^^7[^'f(<^,0-E(c,0]. 


Cette  int^ale  s'évanouit,  comme  cela  doit  être,  lorsque  t=z  i  ^m^  et  Ç=o  ; 
pour  avoir  l'intégrale  complète ,  il  faut  faire  /  =  co ,  et  ^  =  A  ;  alors  le 

terme  algébrique  fzTf^^  réduit  k  t-i^  m  -{-f^  et  nous  le  laissons  sous  cette 

forme  ,  parce  que  le  terme  infini  t  sera  détruit  par  un  terme  semblable  pro- 
venant de  l'autre  intégrale. 

Quant  à  la  valeur  ^  =  A ,  pour  laquelle  on  a  tang  {>  A  =  .  ,  cette  va- 
leur répond  à  la  fonction  F  (c,A)  =  |  F'c ,  et  on  a  en  même  temps  E  (c,A) 
=  j  E'c  +  i  ^  sî^^  ^\  ^onc  ]a  valeur  complète  de  M  est 

or  on  trouve  f  ^  mz=i  -j—  sin'  A ,  ainsi  on  a  simplement  ^ 

174»  Yenons  maintenant  à  la  seconde  intégrale. .'.'.:  .v. 

^  ^fv  J-Inrl^Z-^al^Ls)  î  °°  *  '^"^^  ci-de»8U8  qu'en  faisant 

T.  I.  *        a8 
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de  là  il  est  aisé  de  parvenir  à  l'intégrale  Pf ,  au  moyen  de  la  formule  de 
rarticle'i44- 

Dans  ce  cas  il  faudra  faire  /  = /^  H ^ 

•^  cosm  — cos^ 

/'  =  i('»+i)'-î('»-0*«>8/*,tangiAt  =  ^^ 

V/27 

on  aura  ensuite  X'=  (i  —  aiw)  (t*  —  5mU  —  5),  — a?^^^^  —  1»/  —  x  /w* j 
donc 

D'un  autre  côté  on  a  m'  A^  r=  ^^  )[  y^(^^)  î  ^«^^  Kutëgrale 

mais  en  substituant  la  valeur  de  i* ,  on  a  -^—  —  1^  K  ^  ==•*— ~^^— — -; 
donc 

«  =^  -  ^[E  M  -  Q^^ÇP^)  F  (V.)]. 

Pour  avoir  l'intégrale  complète,  il  Ëiut  &ire  â»  :=  /x ,  et  nous  avons  déjà  vu 
que  pour  cette  valeur  on  a  Jf  (^V^  ^^  f  ^-^y  ce  qui  donne  ea  m^e  temps 
E  {iyfi)  =  "1  E'i  4- 1  **  sin*/»  ;  or  plus  on  est  près  de  la  limite  /  =  00 ,  plus 

on  a  exactement  7^ ^=»<-^ 'w  +^'î d'tôHcars on  troute  cneorcici/'  =  m 

+      T  '^  i*  sin  '  ît  :  donc  «n  aura  a  la  limite 
3V/3  , 

De  là  on  tire  la  valeur  complète  de  l'înté^le  Q,  saveur  :  ~-  . . 
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Maintenant  comme  on  a  U"  =  P'  —  QS  il  viendra 

Égalant  cette  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  par  la  première  méthode ,  la  - 
queUe  est 

Mettant  dans  le  second  membre  la  \ale\irE'c-^n^—^jF*c==z  T[y^rt   i 
on  aura  enfin 


Tf 


équation  qui  s'accorde  entièrement  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  car* 
dessus  par  une  voie  très  différente. 

175.  Si  on  égale  maintenant  les  deux  valeurs  qui  ont  été  obtenues  pour 
l'intégrale  indéfinie  U  ,  on  aura  l'équation  générale 

E(M)-(^>(*,4')=T+i  j/3[E(c,fl)j-(lg±i)F(c,<p)]  • 

dans  laquelle  T  est  une  quantité  algébrique  qu'on  peut  déduire  de  nos 
formules.  P^  cette  éq«Mtk)n  et  par  celle  de  Fat  t  f^âT  on  pourra  tot^éUfs 
exprimer  les  fiinctions  E(i\a)),  F(i,â>),  dont  le  module  est  i^  par  des  fonc- 
tions semblables  dont  le  module  est  c.  Mais  il  nous  siiffit  d'avoir  prouvé 
que  ces  transformations  sont  toujours  possibles ,  <;ar  il  n'y  aurait  aucun 
avantage  à  les  effectuer  dans  la  pratique;  il  n'y  a  que  les  valeurs  des  fonc-^ 
tions  complètes  qui  par  la  simplicité  des  résultais^  méritent  lès  développe- 
mens  que  nous  leur  avons  donnés.  Nous  avons  donc  quatre  écfaelles  formées 
d'après  les  modules  c,  h^  A:  et  i ,  dans  lesquelles  lès  fonctions  F  et  E^  eu 
nombre  infini  dans  chaque  échelle,,  peuvent  être  réduites  par  des  formules 

28.. 
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algébriques  aux  seules  fonctions  ¥(c^(p),  E(c,9).  Quant  aux  fonctions  com- 
plètes F'  et  E' ,  rapportées  à  un  terme  quelconque  de  ces  quatre  échelles 
infiniment  étendues,  elles  peuvent  se  déterminer  toutes  par  les  deux  seules 
fonctions  complètes  F'c,  E'c,  ou  par  l'une  des  deux  seulement. 

Remarque  générale. 

176.  On  peut  supposer  que  les  fonctions  complètes  de  la  seconde  espèce 
E'c,  E*3,  s'expriment  par  les  fonctions  de  première  espèce  F'^,  F'£,  de  la 
manière  suivante  : 

m  =:  a  ^  p)7'b  +  ^^. 

En  effet,  ces  deux  équations  s'accordent  avec  l'équation  des  fonctions  com- 
plémentaires ,  et  pour  qu'elles  aient  lieu ,  il  ne  s'agit  que  de  déterminer 
convenablement  la  quantité  p.  Or,  d'après  les  résultats  trouvés  dans  ces 
trois  derniers  chapitres ,  on  connaît  la  valeur  de  p  dans  quelques  cas  parti- 
culiers que  nous  rassemblons  ici. 

I®.  Lorsque  c  =  6  s=  sin  45*,  on  a  /?  =  o  ; 

2^.  Lorsque  c  =:  v/a—  i ,  on  a  /?  =  j(j/a  —  i)  =  'i  tangaa*^; 

3®.  Lorsque  c  =  sin  i5*,     on  a  /i=  -jyô  =  7  tang  3o**  ; 

4^  Lorsque  c  =    ,tf^>  ^^  ^  P=  7pi^  =  V/f -siniS^j 

5^  I>>rsque  c*=  ^—  ^ .  ^^(4'»+5)  et  m= ^/a ,  on  a  p=:  ^^^  ; 

6^  Enfin  ,  lorsque  c  est  infiniment  petit ,  on  a    F'c  =  -(i  +  5  c*) , 

E'c  =  î(i-ic«),  F'6=(i+K)logf;donc;,s=i ■'-,. 

2l0g2 


Ainsi  on  voit  que  depuis  csso  jusqu'à  c=:sin45%  la  quantité  p  varie 
par  degrés  depuis  pssz^  jusqu'à  ;?  =  o. 

On  a  en  général  3/?  =  ^  — •  r;^  j  ainsi  p  serait  connue  si  on  connaissait 

la  valeur  àe  ^'^  car  ce  rapport,  qui  est  une  certaine  fonction  de  c,  étant 
désigné  par  4^>  ^^  aurait  a/^s  ^r  — -  4^* 
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177.  Soit  07=  |;7- ,  on  simplement  or=:  pj  comme  on  a  dans  le  cas  des 

fonctions  complètes  ^  =-(E— «F)  et^=Tr(E  —  *'F ) ,  on  aura 

^  =  rr  fai* .  =.  —  i»  —  js^J  ;  ainsi  la  fonction  x  est  déterminée  par  l'équa- 
tion différentielle 

b^c  X  +  **  "^  ^^^  +  i'  =  o. 
Si  l'on*  fait  x^^b*^=:jr^  celte  équation  deviendra 

4«c  ^  4-  ^  —  *•(?•  ?=  o  ; 

mais  malgré  sa  sitnplicité  apparente,  elle  n'est  point  in tégrable  par  les 
moyens  ordinaires,  c'est-à-dire,  par  les  fonctions  algébriques,  circulaires 
et  Ic^rithmiques.  • 

Nous  connaissons  cependant  une  valeur  particulière  x  =  ^ ,  qui  satis&it 
à  l'équation. diffisrentielle  en  a:,  et  on  peut  même  en  trouver  assez  facile- 
ment  l'intégrale  complète.  En  effet,  puisque  F  ss  E  — -  c  7- ,  la  valeur 

j:=«^ :;=.  devra  satbfoire  à  notre  équation  différentielle.  Mais  cette 

oc 

substitution  ne  peut  manquer  de  reproduire  l'équation  difiërentielle  du  se- 
cond ordre  qui  détermine  E  (art.  46) >  et  puisqu'on  satbfint  généralement 
à  cette  équation  en  mettant  clE*c  -|-  a'(F'3  — -  E^b)  à  la  place  de  E ,  on 
aura  aussi  généralement,  en  faisant  a'  =  a^, 

E'c  +  C(P6— E'&) 


valeur  qui  se  réduit  à 

E'g+g(F'6— E'^) 

^~        F'c-f-CF'ô 

Telle  est  donc  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

et  on  déterminera  la  constante  arbitraire  ^,  de  manière  qu'âne  valeur 
donnée  de  x  corresponde  à  une  yaleur  donnée'  ide  c. "Cette  valeur  de  <r, 
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choisie. pour  déteriQiner  la  constaatç,  ne  doit  point  être  l'une  des  limites 

c=:  o,  c==  I  j  car  en  faisant  oz=zOj  ou  a  F'&^=  log  -=00  .Ainsi, quelque 

soit  €y  la  valeur  de  x  sera:t=:  i  ;  tl  en  est  de  même  lorsqu'on  fait  c=  i.  Mais 
po«r  toute  : àutm.  iralemr.  de  ^.  rindétarmination  «esÂ&r  -Suppioson» ,  -par 
exemple,  qu'on  veuille  avoir  x  z=s  o  lorsque  c:  =  sin45^:=.& ,  on  aura 

€  s=  —  y , y\ ,  les  fonctions  F*,  E*  étant  prises  pour  le  module  sin  45*. 

On  voit ,  par  ce  nouvel  exemple,  que  les  fonctions  elliptiques  peuvent 
servir  dans  certains  cas  a  int^ver  de6,  équatioa»  différefilidieft  -qui  ne  sont 
point  accessibles  aux  méthodes  ordinaires. 

4  .  * 

1 

r  •  •  r  ■  ' 

'[J    ■         .  '        . 
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Sur  une  nowfeUê  échelle  de  ffioduies'^^ui  conduit  directement 
4aàx  Jhéof^hmes  de&troisi  chapitres  précédées  et  aune  ir^niié^ 
d'autres  semblables. 

178.  JL  0€H  généraliser  la  formule  de  Fart*.  i53,  supposons  qu'entre  les 
aiqpplîtiides  01  et  ^'im  ail  l'équation 

sîn  ip  f /» +' ^  "sm*«) 
sm  Û>=±    ■  ■■■    \    r   -   a         '  f  (i) 

T  +  ifrsin*^        *  V*/ 

niy  h^  k  étant  des  coefficiens  aoxqtieli  nous  imposerons  succesévtment  di- 
verses condition».  ISX  d'abord,  si  on  Veut  qttei  lei «igles  i»  et  f ,  qui  naissent 
en  même  temps ,  parviennent  aussi  en  même  temps  à  la  valeur  90°  ou 
x'tT,  il  faudra  satisfaire  à  la  condition  m  + A  =  1  +  A:  ;  dès-lors  on  pré- 
voit que  la  valeur  de  coscû  devi:» -avoir  poutl&cteur  cos^;  on  aura  en  efièt 

co8^V/[i  +  (ait  —  m*  +  1)  8În*^  +  A*8Îii*^] 
COS  û>  ï=5  , — ,'■  .   ,       '      »       '         '  < 

t  +  Jb  tm^'Ç 

Pour  plus  de  simplicité ^  nous,  supposerons  qoe  li^.  radical  se  réduit  à 
une  quantité  rationnelle ,  laquelle  ne  pourra  étrie^  que  i  +  ^  sin*  ç ,  ou 
I  —  Àsio'ip.  La  preiyûère  valeur  ne  mè&evtîA  à.  aucun  résultat  ;  ainsi  il 
faudra  supposer  2X:  *-^  ifi*  +  i  s^  -**-  a&.  A  l'aide  de  ces  deux  eooditions ,  qui 
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donnent  A:  +  As=7(m*—  i)  et  A:— A=a/» — .i,  on  aura  :  les  nraleurs  des 
coefliciens  A:  et  A ,  et  celle  de  cos  cù  exprimées  comme  il  suit  : 

^  =  i(m  —  i)*  J     ^^^—       i  +  ksm-^      '      W 

et  il  ne  reste  plus  que  m  d'arbitraire.  Mais  afin  que  la  variable  œ  aug- 
mente par  degrés  de  o®  à  90*,  de  même  que  la  yariable  tp  doBl  •elle  dë^ 
pend  y  il  est  nécessaire  que  h  soit  plus  petit  que  i ,  et  qu'ainsi  on  ail  m  <<  3. 
On  verra  bientôt  qu'une  autre  considération  exige  que  m  soit  ^  i  ;  ainsi 
nous  iuppcBerofis:  toujours  iH»  compris  -entre  1  €t  3 ,  de  sorte  ^tfÈte  les  €€fef* 
ficiess  m,  y  k^Ji  aeront  toos  trois  positifs» 

179.  Cda  posé,  les  équations  (i)  et  (a)  donnent  >par  la  differentiation 

* 

'^ —       »  +  fesin>      '  'W 

et  îparce  que  v/ (»+*)  =  ï  (''^  +  ï)  >  ^n  trouverait  directement  par  l'inté- 
gration de  cette  formule 

tang  i  («  +  (p)  =  —^  tang  <p  ,  (4) 

équation  qui  revient  àl'équalion  (i),  et  qui  est  d'un  usage  plus  commode 
pour  le  calcul  trigonométrique  quand  on  voudra  déduire  ai  de  ^ ,  ou  ^ 
de  a. 
Soient  c  et  et  deux  modules  tellement  liés  entre  eux,  qu'on  ait  l'équation 


i  —  fit*  sin*iïu;=  (j  —  c'.fiin*^  ) .  \    ,   .   .  .— /  ; 

on  trouvera  qu'il  est  possible,  en  général,  de  satisfaire  à  cette  équation  (*). 
11  Êiut  pour  cela  que  les  valeurs  de  a"  et  c*,  et  par  suite  celles  des  com- 
plémens  €^=z  i  — a^-i^'ss  i  — -c*^  soient  .ainsi  ^xj^rimées  , 


wnr  '  loni 


(5) 


et  ou  voit  que  ita  3cqadi(;$K)ns»  ii2^'l>,^  ^  m  <^  3^  «ont  nëeesdfatres  pour  i^e  lesr 
modules  a  et  c  soient  réels  et  plus  petits  que  l'unité 


I  .  f      *  •    ( 


/  •   •     •    ^         ••       •.   ..,'     ..  ■      ...    • 
{*)  Le  saccis  de  cette  recherche  est  fondé  sor  ce  qiie  le  rapport  de  A  («^)  à  A  (ç^) 

peut  Veaprimer  rationiiellemènt'ïans  a»ufétir  PiùSéterminée  fn  à  aucune  condition. 
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Oa  aura  donc,  d'après  ces  condidons, 

1— —  an'f 

valeur  qui  étant  combiDëe  avec  l'équation  (3)^  donne  ce  résultat  très  re- 
marquable  -^^^  =  j^^y  et  en  intégrant, 

F(«,  «)  =  mF(c,  <p).  (7) 

Mous  parvenons  ainsi  à  deux  fonctions  de  la  première  espèce,  qui  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant,  et  dont  les  modules  a  et  c  dépendent  en 
général  de  la  quantité  m  qu'on  peut  prendre  à  volonté  entre  les  limites  i  et  3. 
Puisqu'on  a  en  même  temps  ^=5  7  ^  et  étf  =  -^  ^,  les  fonctions  complètes 
seront  entre  elles  dans  le  même  rapport,  et  on  aura 

/  F*a  5=  mF'c.  (8) 

180.  Four  avoir  maintenant  l'expression  de  £(tt,  fi»)  ,  il  faut  intégrer 
la  formule 

or,  par  les  réductions  connues,  on  obtient  l'intégrale 

E(«,  «)  =  ^E(c,  <p)-(2L±Ai3zii2)F(^,  <p)  +  u,        (9) 

OÙ  l'on  a  la  fonction  alcébriqueU=  — .  — ,   ,  .  ;— . 

Il  en  résulte  pour  la  valeur  de  la  fonction  complète 

E'«=-E>c  — Î2i±iHi:::^^F-c.  (10) 

Telles  sont  les  formules  nouvelles  qui  peuvent  servir  à  exprimer  les  fonc- 
tions F  et  E  dont  le  module  est  «,  par  le  moyen  des  fonctions  semblables 
dont  le  module  est  Cj  et  réciproquement  ;  car  il  est  visible  qu'on  déduirait 
des  mêmes  formules  les  valeurs  de  F  (c,  ^)  et  E  (c,  ^)  exprimées  par  les  fonc- 
tions F  (ctj  cù)  et  E  (a,  ùi). 

181. 11  faut  maintenant  entrer  dans  quelques  détails  sur  les  conséquences 
que  présentent  les  équations  (5)  et  (7). 

On  remarquera  d'abord  que  des  deux  modules  a  et  c ,  ot  est  toujours  le 
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c       m^^^m 


plus  grand,  car  les  équations  (5)  donnent  - = — ^^  ;  or  on  a  m-(-  3  >  m*— m, 

puisque  la  différence  m  +  3  —  (m'  —  m)  =  (i  -f-  m)  (3  —  m),  quantité 
toujours  positive.  . 

Les  équations  (5)  font  voir  comment  les  modules  a  et  c  se  déterminent 
par  le  moyen  du  nombre  régulateur  m  supposé  connu;  réciproquement , 
étant  donné  l'un  des  deux  modules  a  et  c ,  on  déterminera  m  par  la  réso- 
lution de  l'une  des  deux  équations  du  4*  d^é 

i7i*H-(8— i6€e*)  m'4- i8m*  — ^7  =  o,  .    . 

ni4_6m»  +  (8— i6c»)m  — 3=o.  ^^'^ 

Or  ces  équations,  analogues  à  celle  de  la  trisection  (art.  ^4)  ^  résolvent 
par  des  formules  aussi  simples  que  nous  donnerons  ci-après. 

Observons  auparavant  que  si  on  met  —  à  la  place  de  m  dans  les  valeurs 

des  modules  a  et  c,  on  obtiendra  celles  de  leurs  complémens  £  et  ^,  dans 
un  ordre  inverse  ;  c'est-à-dire  que  si  la  valeur  m  z=s  /i  donne  les  modules 

cssind,  asssinX,  la  valeur  m  =:  -  donnera  les  modules  c = sin  (î^— A) 

a=sin(7^  —  ^• 

Pour  fiiciliter  le  calcul  des  modules  d'après  une  valeur  donnée  du  régu- 
lateur m  j  soit  m  =  \/3  tang  M  =  tang  6o*  tang  M  ;  soit  en  même  temps 

sm(M  — 3o«)             cos(M  — So'')      .         j  r  .  .a 

P=       cosM       >y= Hïlif —  ''  ^  ondésigneparc=8in8  eta  = 

sin  A,  les  modules  qui  répondent  à  une  valeur  donnée  de  l'angle  M,  on  aura 
sin'Os/'^^  et  on*  Ass^^.  D'après  ces  fi3rmules  nous  avons  calculé  la  table 
suivante  où  l'on  trouve  les  valemrs  de  6  et  A  qui  réjpondent  à  toutes  les 
valeurs  de  M,  de  degré  en  degré,  depuis  (M  =  3o*  (jusqu'à  M  s=6o^;  il 
nous  a  suffi  de  calculer  cette  table  jusqu'à  M  s=  4^^  >  parce  que ,  suivant 
l'observation  précédente,  les  angles  8  et  A  qui  répondent  à  une  valeur  M 
=3  4^^*4*  â» y  sont  les  complémens,  dans  un  ofdre  inverse,  des  angles  qui 
répondent  à  la  valeur  M  =  45^— -û^. 
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M. 

3o 
3i 
3a 
33 

li 

1 

45 

9. 

38! 13242 
43.7'A 
48.29777 
52.28853 
55.8304» 
59.01366 
6i.c|oii5 
64.5403, 

M. 

8. 

A. 

~3 

i 

6 
7 
8 

II 
.3 
jS 

ii; 

jooSS 
8661» 
62.49 
'46338" 

k 

60 

u 

55 

5,:^?58 
46.28036 
41., 0123 

qo . ooo«o 
Ôg. 76808 

8,. 37851 

54 
53 
5a 
5i 
So 

25:45963 

86.536(!i' 

83.5i3eo 
82.32304 

66.96550 
69.20429 

75 . ooooo 

1 

23.o345o 

16.79435 

■5.00000 

81.05423 
•,(..6,323 
?8.235o5 
,6.6,32, 
,5.00000 

183.  L'équatim  F  (**4i)=9'9lf  ((')?)  9Ùl'(»ip«utpr««4rei  toIodU  ^o 
des  modules  «et  c,  donne  en  général  le  moyen  de  passer^d^nf  hitrvis&t*' 
nii(l^oi\  4^  fiinotipAs  F,  4'un  pipdi^le  donné  k  un  roodluù  plw  giwt^*  ou 
de  çjç  mémjç  ipodule  ù  hq  module  plus  pe^-  La  vém^  opération  pouvant 
être  rëpçtëe  pour  le  module  ainsi  dëd^,  4u  WOctuIe  prin^^  oq.  Toil  fju'à 
partir  d'un  terme  donné,  la  série  des  modqlei,  «uxquel»  les  foaetions  F  sont 
ra{)pcgrtées ,  peut  âtr«  pnJoBgée  i  V'iMSm  tant  dan»  Teidre  da»  modules 
eioissaus  que  dan»  Voedre  deftuoduke  <ïécrokaanat  ;  d»  U  natt  pv^conié^ 
qwent  une  aou.v«Ue  ^éU^  de  module», .eaeentieUenunit  différente  d«.  l'é- 
«hçHe  qos  noua  cwviatfBOBft  .^éj» ,  nBÛ  qui  aun  dea  proprîâés  analogues 
pour  multiplier  à  Viafyn  k  «PvpvNivQ»  4»  JoKction»  F  ,  ainsi  qu»  eoUa 
4es  £>B9tioa»  E. 

JetoiBis  un  povp  d'«eU  «W  W  toUftau  préoédenl  fioar  voir  d^iu-quelquw 
exemples  comment  se  forme  la  série  da»  nodulea  construite  ^après  ua  pre- 
mîer  module  donné. 

Soit  le  module  donné  nn  i5*,  si  on  veut  passer  de  ce  module  à  un  mo- 
dule plus  grand,  il  faudra  &ire  fl  =  i5*,  et  on  trouvera  dans  la  table 
X^s-^S"}  ainsi  on  peut  passer  immédiatement  du  module  c^sin  iS"  à  son 
complément  b  ^  sin  75*  ;  la  valeur  correspondante  de  l'angle  M  est  45* , 
ainà  celle  du  régulateur  m  sera  m  =  (/S  tang  45°  ^  |/3;  et  on  aura  entre 
les  fonctions  F  (b,  at) ,  F  (c,  ç) ,  l'équation 
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F(*,oi)i=/3.F(c?,(p), 

dan$  laquelle  les  amplitudes  âi  et  f  doivent  satisfaire  i  Téquation 

UQg  i  (#-+^)  t=^  '^'^^^  taog  ^.  Noua  panrehona  dono  aiain  de  la  maniéré  le 

pluâ  directe  ati  résultat  principal  dû  chapitre  XXTIlI  ;  liiais  néùâ  pouvons 
obtenir  en  ontTe  une  infinité  d'autres  résultats  semblables. 

I^assôns  en  effet  du  modulé  sin  7$^  à  un  module  plus  gitend;  on  voit  par 
la  table  qti^en  fiiisanf  9  =  7^^^  la  valeur  correspondante  de  X  est  comprise 
entré  89*^,768  et  90**.;  la  vraie  valeur  est  89^,95462  etc.;  ce  qui  donne 
déjà  un  module  siâ  $9^993462  très  peu  différent  de  Funité,  celui-ci  serait 
suivi  d'un  modtde  qui  différerait  encore  beaucoup  lùoins  de.  la  limite ,  et 
ainsi  de  suite. 

De  même ,  si  pour  prolonger  la  suite  des  modules  dans  un  autre  sens , 
on  veut  passer  du  module  sin  i5^  à  un  module  plus  petit^  on  cherchera 
dans  la  taEle  une  valeur  de  6  qui  réponde  à  la  valeur  donnée  A  =  i5*  ; 
et  on  voie  imàiédialement  que  la  valeur  cherchée  de  ft  doit  étfer  c'èmprisè' 
entre  (^  et  o%93r9!i  ;  kr  vraie  valenr  est  o%o6538,  coiïiplément  des  t^^i^ij^i 
qui  ont  âé  trouvés  pour  le  terme  correspondant  de  l'échelle  ascendante. 
On  pent  remarquer  au  reste  que  les  modules  complémentaires  aiûBt  trouvés 
sin  o%o6538  ,  sin  Ô9'',93463,  sont  les  mêmes  que  nous  avons  désignée  par 
k  at  i  dans  le  chap.  mLX  ;  oe  t^  etplique  pounpkoi  ïeë  fonction  raj^poa^ 
tées  \  ces  modules  peuvent  se  ramener  aux  fonctions  dont  sin  i5*  et  sin  75.* 
sont  les  modules.  Mais  ôni  Voit  en  inêmé  temps  que  les  résultats  trouvés 
pour  ces  termes  particuliers  de  l'échelle  construite  sur  le  module  primi- 
tif 8În  i5*  I  peuvent  s'éiendre  à  une  ififinité  d'autres  termes  de  la  même 
échelle. 

i83.  RpendMpour  secénd  exemple  le  module  sin  45**  3  en  faisant  6c=45®9 
on  trcmvé  que  la  vatetir  correspondante  de  X  est  comprise  entre  87^3785 1  et 
88%i3i88;  la  vraie  valeur  est  87^,9414^-  Ai^si  le  module  ûnj^^  sera  suivi 
dumodulesin87%94i4o-  ^  on  fait  ensuite  A=s  4^*9  ^^  trouvera  que  6  est 
conipTis  entre  i%86di3  et  2^,6ai49;  1^  Vraie  valeur  est  2%o586o  complé- 
mentde87^,94i4^*^^^^^  1^  module  sin  45*  est  précédé  du  module  sina^,o586o, 
et  celui-ci  le  serait  d'un  module  beaucoup  plus  petit^  et  ainsir à  l'infini.  Nous 
remarquerons  que  les  modules  qui' suivent  et  prëcèden|;t  imipédiatement 
sin  45"*,  sont  ceux  que  nous  avons  désignés  par  c  et  6  dans  le  chap.  XXIX. 
On  explique  ainsi  pourquoi  les  fonctions  rapportées  k  ces  modules  peu- 
vent s'exprimer  par  celles  dont  rin  45*  est  le  module. 

29.. 
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Au  reste  y  ces  deux  exemples  sont  les  seuls  où  l'on  rencontre  a  la  fois 
les  modules  et  leurs  complémens ,  les  uns  dans  la  série  ascendante  ,  les 
autres  dans  la  sérié  descendante.  Dans  le  cas  du  module  primitif  sin  45%  ce 
terme  tient  le  milieu  dans  la  série  totale  y  parce  qu'il  s'identifie  avec  son 
complément.  Dans  le  cas  du  module  sin  i5* ,  ce  terme  et  son  complément 
sin  75"*,  qui  le  suit  immédiatement ,  occupent  le  milieu  de  la  série. 

184.  Puisqu'à  partir  d'un  module  donné  c,  on  peut  former  une  suite  in- 
finie de  modules  croissans  jusqu'à  la  timite  i,  et  une.  suite  infinie  de  modules 
décroissans  jusqu'à  la  limite  o ,  il  conviendra  d'adopter  pour  cette  nou- 
velle échelle  une  notation  conforme  à  celle  de  l'échelle  ordinaire.  Nous 
désignerons  en  conséquence  les  modules  de  la  nouvelle  échelle  dans  l'ordre 
croissant  par  c ,  c,  c^^ ,  c^j^ ,  etc. ,  et  dans  l'ordre  décroissant  par  c,  c^j  c^j  etc. 
Nous  afiecterons  les  même  indices  aux  complémens  6  de  ces  modules, 
ainsi  qu'aux  quantités  m.  et  aux  amplitudes  qui  leur  correspondent.  De 
cette  manière,' on  aura  pour  les  fonctions  F  ces  deux  suites  d'équations, 

mF(c,  f)=F(c,,  f,),  m,F(c„  (p,)=¥(c,„  (pj,  to„F(c„,  ^,,)=F(c^„  ^„,),  etc.  y.. 
F(c,  ^)=m,F(c.,  (Po),  F(c„  ^.)=to,.F(c..,  ^,.),  F(c^„  (|>.^>=m^,F(c,.,,  f,^); 

et  la  loi  des  amplitudes  donnée  en  général  par  l'équation  tang  j  {(Pf + ^) 

=s  f"~r'j  tang^,  se  reproduira  dans  les  équations  semblables 

tong  i  (^/i+^0  =  ï  C'^'^- 0  tong  <p.,  tang  J  ((p -4- ^o) =T  (/«oH- 1  )  tang  (P.,  etc. 

A  l'égard  des  fonctions  E,  l'équation  (9)  exprimée  dans  cette  nouvelle 
notation  sera 

E(e„  y.)=|ECc,  y)-.<'^-^')j^-'»)F(c,  y)+U,       Ci3) 


m     ^    '    '  ^  2m 


U  étant  mis,pour  la  quantité  algébrique  («^'Xi^+S)  ^       M^^^)*^»^? -, 

Cette  équation  ^  accentuée  convenablement ,  s'appHquera  a  deux  autres 
termes  consécutifs  quelconques  de  la  même  échelle. 

Dans  le  caa  des  fonctions  complètes,  où  l'on  doit  faire  à  la  fois  ^  =  ^ ^ , 
9/  =  ~  'ir ,  les  formules  seront 

a 

V'c.  =  mF'c,  p  ! 

E'c.  =  JE'c-^"  4-  0  (3  -  m)p.^  y         .        (.4) 

Nous  Gonclur^ms  de  ces  formules  que  dans  la  nouvelle  échelle  de  modules , 
comme  dans  l'échelle  ordinaire ,  les  fonctions  F  et  E,  rapportées  à  un  terme 


CHAPITRE  XXÏI.  22g 

quelconque  de  l'échelle,  peuvent  s'exprimer  par  les  fouctipus  semblables 
rappwtées  au  module  primitif  c. 

^  i35.  Il  importe  maintenant  de  faire  voir  par  quelles  formules  on  peut 
dédtûre  les  modules  c#  et  c»  du  module-donné  c.  Pour  cela ,  nous  remarque- 
roDS  que  par  les  équations  (5)  on  a 

Donc  entre  deux  module»  consécuti&  c  et  c,  et  leurs  complémens  b  et  b,^  on 
a  cette  équation  très  simple 

l/(^C/)  +  /(W/)  =  i.  (i5) 

Si  l'on  considère  dans  celte  équation  c,  et  b,  comme  les  inconnues^  et  qu'on 
fasse  ^(cc,)  =:  ^  +  icâr,  ce  qui  donne  \^{bb,)  =  i*  —  bcx,  on  aura 
c,  =  c(c4-ix)*,  bfzss  b(b'^^cxy^  et  l'équation  pour  déterminera:  sera 
(^{c  +  bxy+  b*(b  —  co:}^  =  1 ,  ou 

Cette  équation  tombe  encore  dans  un  cas  de  facile  solution  ;  en  efiet ,  sup  - 

postms  que  le  premier  membre  soit  le  produit  des  deux  facteurs 

•  -    ■•  • 

x*  +  2X\/(ê  —  i)  •+•  2ê  «+■  T  —  al, 
a^  —  2X{/(b  —  i)  +  2«  4-  I  -h  3I; 

il  faudra  simplement  sati^aire  aux  deux  conditions 

I'=i+6-f-É.,IV/(*-i)=C^; 

d'où  l'on  déduit  «=  v'fTs^sY  I  =^*^(»  -h"*  4-  <*)•  On  doit  prendre  J 


toujours  positif^  mais  j/(£—i i),  dont  la  valeur  est  — r^  ,    devra  êtte  dû 
même  signe  que  c*—  i*. 

Cela  posé ,  le  second  des  deux''^cteiùrs  de  notre  équation  ne  donnant 
que  des  racines  imaginaires,  on  tirera  du  premier  deux  racines  réelle^  que 
nous  désignerons  par  x,  et  x.;  ces  radnes  sont 

Xo  =  =pi/(€  —    l)  —    »/[a|/(l    +«  +  «•)  —  €—  3]r   ^      ^ 

i 

en  observant  de  prenllre  pour  v^(i  —  i)  le  signé  sup(^rieur  si  on  a  c  >  i , 
et  l'inférieur  si  on  a  c  <  6. 
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La  racâaie  x,^  stibstitoée  pour  la  valeur  de  x^  servira  à  déterminer^/ et  b,\ 
la  racine  x^  servira  de  même  k  déterminer  o^  et  h^.  En  ^fièt,  ai  OBI  t^ut 
Aëdiiire  les  fnodules  Co  et  bo  des  modales  données  «  et  & ,  on  aîira  &  ré- 
soudre inéquation  ^{cc.y^\/(bk.yst;n  y  laquelle  en  fitisant  y^(e<?o)^sac^4*^^9 
\/(bb.)  =  &*  —  i^co?,  conduit  à  la  même  ^qnation  en  Xy  qne  tiottè  tenons 
de  résoudre.  . 

Donc,  étant  donnés  les  modules  c  et  b^  on  trouvera  les  iuivans  c,  et  b,, 
ainsi  que  les  précédens  c^,  b.  ^  par  lés  ibrmutes 

c,  =  c{c  +  3x,)%     c.  =;  <?(c  4-  *JC»)%  1  ,    . 

b,  =  *(*  —  c^,/,     *.«*(*-  «:0%  j  ^''^ 

oà  â  faudra  substituer  les  valeurs  d^  x,  et^^r.'^^nées  par  les  équations (i  6). 

tes  mêmes  formules  serviront  à  déduire  <vi  de  r,,  c^  de  c^^  etc.  ;  elles 
serviront  également  à  déduire  c^  de  c^j  ^m«  4e  c«»3  çtc«  Ainsi  on  prolongera 
à  volonté  la  série  des  modules  tank  dans  Vprdre  'croissant  que  âans  l'ordre 
décroissant;  mais  nous  donnerons  bientôt  un  moyeu  plu^  fiicile  ^'atteindre 
le  même  but. 

Il  est  bon  d'observer  que  lorsqu'on  est  parvenu  à  un  module  c  très 
petite  le  module  suivant  c^^  qui  se  déduit  de  l'équation  l/(^Ct)+v/(W^)s=i, 
est 'donné  d'une  manière  très  approchée  par  la  formule 

c.  =  ^£:»(i+iç«4-^V^4.etc,).  (i8) 

Ainsi,  dans  la  nouvelle  écbelle\,  9^  passe  d^on  trè»- petit  module  c  au 
module  beaucoup  plus  petit  tj^c^,  de  sorte  que  le  décroissement  est  beau- 
coup plus  rapide  que  dans  l'échelle  ordinaire  où  Ton  a  c*z=s^c*. 

L'approximation  vers  l'a«tre  Hmite  n'est  pas  moins  rapide ,  car  si  le 
module  c  est  déjà  très  près  de  l'unité ,  son  popiplément  b  sera  très  petit. 
Biais  le  complément  sùivânf  3/  étant  dëtennini^  par  Féquation  \^{bb,)  + 
l/(cc,)=z  ip  semblable  i  cdle  /jue  nous  vepons  de  résoudre ,  on  en  tirera 
de  même  .  " 

|86.  li  reste  à  calculer  la  valeur  de  m  qui  répond  an  module  donné  e^ 
cette  valeur  devra  être  tirée  de  l'équation      :  , 

Soit^  pour  cet  effet,  /  =  i?  (4^*^*);  on  aura  la  fôrmi^e 

m=zdz\/(i'-  J^)+\/l2  +  ^  (.9)    ] 


dm»  bqubUe  on  prmdra  to  âgae  supéciwr  potur  ^(fr^J")  lî  c  >  &  ^  et 

La  même  formule  servira  à  caloufet  un  aotra  terme  quelMQqse.  m^  tant 
de  la  suite  ascesdaute  my  nhym,^^  etc.,,  que  de  la  suite  deaœndante  m , 
-nig,  m««et<L^  îl-suffira  pour  cdia  de  mettre  e^  au  lieu  de  c. 
-  Mm  il  y  a  ua  meyèn  plus  simple  de:  calculer  la  suio  des  Taleura  de 
m;  et  d'abord  pour  déduire  m,  de  m,  il  Êiut  observer  que  d'apràs  lea  équar 
tioM  F  (c^y  ^)  wa  rri£{Qy  ^)  j^  F  (c^y  p^  sa  m^F(4?/,  ♦#) ,  ou  a  ces  deux 
valeurs  de  e/>  : 

.  ^*="-^ — is;? — >  ^'°^ — 161a,     '  '• 

Faisant  donc  1^  =  jp^  ou  apra  à  résoudre  Téquatiou-. 

■    »  '  »  •    • 


•        • 


On  satisfait  &  cette  équation  eu  &bant  0?^=-^  -•  >  aîuâi^  en  supprimant  _. 

3 
facteur  inutile  ^  Hr  ^  1  <K^  p'aHM  pki$  i  foudre  fU^  l'équation  du  troi- 

siwe4e6vS 

Or  cette  équation  ,  traitée  par  les  formules  ordinaires  conduit  à  une  valeur 
très  simple  de  x  ou  de  m,,  laqueUe  est 

"»'  =  it*+»^('"'— 0]'.  '(aû> 

Ofi  dédcive  sinUblâbleBieiit  m^àèm^j  ^m^è  nr^^,  eée.y  ijeqm  pefinelirà  die 

QWtiuuo!  iudé0MQnealk  mite  oroiavaiM^  1»  »  mr  »  iO/^>i  etc.  »  dpirt  la  Usoâte 

^t3. .. 
P«w  déduîm  mt^  ^  iki  ^^  l'éqwiti^fv  i  r^^MKwdis^  ^er» ,  c*  faisait.  iVa^^^r, 

(«-o(.+D=("— '.)•(. +!)• 

Or  ccitte  écpatiou  résulta  d«  celli?  que  uous,  yonçus  de  réapudr^  ^  iQrsqjafeii 

3  i 

cbange  a  la  foia.^  ea-^^  eft  n^  «mi-.;  an  déduiM  donc  d«i  1%'  solution 
précédente 


•    / 1  ■ . 


•5;="TC-+ya-)3-o         <"■> 
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Cette  fôrnitile  'senrira  à  calculer  m^  par  le  moyen  de  m ,  semlJableineiit  tHoJ 
par  le  moyen  de  itIq,  et  ainsi  k  l'infini.  On  prolongera  donc  k  vokmté  la 
suite 771,  m.y  m^^y  etc. ,  dont  la  limite  est  i. 

Supposons  qu'on  soit  parvenu  a  une  valeur  de  m  y  très  peu  différente  de 
l'unité,  et  soit  cette  valeur  ms  i  +  a»,  si  on  désigne  par  mo  le  terme  sui^r 
vaut ,  on  aura  ni«  s=  i  +  «j^?  ^'  7  ^^isi  cm  voit  combien  est  rapide  Tapproxi- 
mation  vers  la  limite  i. 

De  même,  à  l'atRxe  extrémité  de  l'échelle,  si  on  est  parvenu  à  une  valeur 
très  approchée  delà  limite  3,  soit  cette  valeur  m=s3(i— âi) ,  la  valeur  sui- 
vante ,  encore  beaucç|up  plus  approchée  de  la  limite,  sera  rn^ss  3(i— i^âi^). 
Donc  vers  les  deux  >  limites  de  Féchelle ,  on  a  paisiblement  ' 

m.~i  =  .î^(m-i)»,    1-.,  =  ^,^-,)'. 

187.  Voyons  maintenant  quel  est  Fùsagé  des  formules  précédentes  pour 
calculer  les  valeurs  approchées  des  fonctions  F  et  E. 
Il  résulte  des  équations  (  1 2)  qu'on  a  successivement 

F(c,  ^)  =  moF(co,  <Po)  =  rnjn.^(fio.y  ^.o),  etc. 

Or,  quand  on  a  prolongé  la  suite  CjC^yC^^y  etc.,  jusqu'à  un  terme  c^  assez 
petit  pour  être  n^Ugé,  on  a  avec  une  exactitude  suffisante  F(c^,  Ç)^)=^^. 
Donc  alors  la  valeur  de  la  fonction  ^{cp  (p)  est 

F(£?,    ^)  =/71^o«*«  •  •  l^/«^/A*  (33) 

Quant  &  l'amplitude  ç^,  on  la  déduira  de  9  par  la  résolution  des  équa- 
tions successives  : 

tengi(HHPo)=ï(i4-wOt?»g*o  tang»(foH-^oo)=Kï-H»4tong^o* ,  etc.; 

ce  qui  n'eiige  ^  eomme'on  Voit,  d'autres  données ,  outre  l'amplitude  9  ,  que 
les  termes  de  la  suite  m^ ,  m^. ,  ttIooo  >  etc.  Dans  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète ,  il  n'y  a  point  d'amplitudes  à  calculer ,  puisqu'elles  sont  toutes  égales 
à  7 ^;  on  aura  donc  simplement 

F*c  =  mjm^. . . .  tn^.^ir.  (2) 

Dans  ces  deux  cas ,  la  suite  m»,  m^,  etc.,  doit  être  prolongée  jusqu'à  un 
terme  m^  dont  la  difEérence  arec. l'unité  puisse  êtreHa^ligée. 

Une  autre  valeur  de  la  fonction  F  (c ,  ^)  peut  être  obtenue  par  le  calcul 
des  termes  croissans  m,  m/,  m,^,  etc.  On  a  en  effet 

F(c,  <py^^V(c,,<p)-=::^t(c„,  <)J,  etc. 
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Supposons  que  la  suite  des  m  soit  continuée,  jusqu'à  un  terme  m^  dont 
la  différence  avec  la  limite  3  soit  négligeable ,  alors  le  module  c^^  sera  telle- 
ment près  de  l'unité,  que  le  quarré  de  son  complément  (^^)*9  qui  a  pour 
valeur  |(3  -—  m^) ,  sera  aussi  une  quantité  négligeable.  Mais  dans  le  cas  où* 

i*  est  négligeable ,  on  a  F  (c,  ^)  =  /--^  =  log  tang  (45®  +  ï^)  >  pourvu 
que  ^  ne  soit  pas  trop  près  de  90®  \  donc  on  aura ,  à  cette  exception  près , 

et  la  valeur  de  ^^  devra  être  tirée  de  la  résolution  de  l'équation  tang|>(^/  +  ^) 
=  7  (i7i  -4-1)  tang  f  et  des  autres  équations  semblables. 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes ,  on  aura  ^^  ==  7  "tT  et  F  (  c^ ,  ^^  ) 

=  logi^=ilogj^.  Donc 

Pc= î .iiog-ii-.  (a5) 

Ces  approximations  sont  encore  plus  rapides  que  celles  qu'on  obtient  par 
l'échelle  ordinaire  |  et  elles  ont  l'avantage  de  n'employer  comme  élémens 
que  la  suite  des  valeurs  de  m. 

188.  Par  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  F'^?,  on  obtient  l'équa* 
tion  suivante^ 

où  M  désigne  le  produit  1  • .  .m^f^m^omjnmimj^.  ••  'fn^j  terminé  d'une  part 
au  terme  n^ y  qui  entre  dans. le  premier  membre,  et  de  Fautre  part  à  un 
terme  qui  ne  difiere  pas  sensiblement  de  l'unité. 

Et  comme  on  peut  remplacer  m^  par  m  y  en  supposant  que  m  désigne  le 
terme  de  la  série  qui  ne  difiere  de  3  que  d'une  quantité  négligeable^  on  aura 
plus  simplement 

^^8  3_^  =  ^ {^nmjnf,jrnooo ••••!)?  (26) 

équation  qui  peut  servir  à  calculer  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque 
au  moyen  du  nombre  connu  tf. 

Pour  cet  effet)  prenons  m  de  manière  qu'on  ait  3-— m=.i3a^',  a  étant 
un  nombre  entier  à  volonté ,  et  i  un  exposant  assea  grand  pour  que  ar^  ap- 
partienne k  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  n^liger.  Si  d'après  la  valeur 
m  =  3  —  1 2a""',  on  calcule  par  la  formule  (3 1  )  les  termes  de  la  série  dé- 

T.  L  3o 


234  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

croissante  m^,  m^^  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  qui  ne 
diffère  plus  sensiblement  de  Funité,  on  aura  avec  una  exactitude  suffisante 

Icç a  =  T  (mmoHioo* . . .  i).  (27) 

1 89.  Les  formules  pour  l'approximation  des  Jonctions  E  ae  déduiraient  de 
l'équation  (12),  appliquée  successivetnent  aux  différens  termes  de  l'échelle; 
mais  la  quantité  algébrique  U,  qui  change  d!'une  équation  à  Pautre,  com- 
pliquera les  résultats  quand  il  s'agira  des  fonctions  incomplètes ,  et  à  cet 
égard ,  les  formules  calculées  sur  l'écfaelle  x»fdbïtfire  méritent  la  préférence. 
lie  inâme  inconvénient  n'a  pas  lieu  pour  la  fonction  complète  E^c ,  dont  la 
valeur  peut  être  trouvée  p«âr  les  formules  (f  4)  appliquées  «uccesàivémetit  aiux 
noAdules  ô^,  c^^j  etc. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  l'écbeUè  des  modules  o  •  •  «  c«o ,  c» , 
c  j  c,j  Cg^.  ..ly  formée  d'après  le  module  primitif  ù;  litaîs  pour  t%>nserver 
l'analogie  avec  l'échelle  déjà  connue,  il  importe  de  coimdérer  aussi  la  suite 
des  modules  complémentaires  1  •  •  .^oo 9  ^09  i^ ,  ^/,  &;^«  •  •  .o  formée  sembla- 
blêoiient  d'après  le  Module  primitif  h.  Les  propriÀés  (des  ibncticms  F  et 
E  ,  irappôrtées  sQcoessivemefft  aax  teodulies  ooalpris  dans  'cette  seconde 
suite ,  seront  les  mêmes  que  les  propriétés  ^hmtvém  dam  l'autre  ^auîte  , 
tiiais  il  y  a  de  plus,  eiïtre  les  deuiL  sakes  de  fofioticwsy ^quelques  ^propriétés 
particulières  qui  méritent  d'être  remarquées. 

Et  d'abord  les  équations  générales  ^  pour  l'échelle  des  modules  b ,  de- 
vant être  de  même  forme  que  celles  *qili  ont  lieu  pour  l'échelle  des  mo- 
dules c,  on  pourra  mpposer 

et  on  aura  rgénérakment  »  sss  -^  oanfQMfiémant  à  -l'observation  déjà  faite 


(aif't.  «181).  Cette  'ttiême  Mk^n  «nftfë  les  «teéfieiens  j^éguktenrs ,  m  et  n , 
aura  lieu  Clément  pour  deux  autres  termes  consécutifi.  "On  %dtiv^ra  *en 

3         ^        3        .  _   3 

—  ,  etc. ,  »o  —       , 


effet,  par  les  formules  de  l'art  186,  #irS=s  — ^  ^I^^^ZT  >  ^^^-  >  ^^ 


3 

iioo  =:  — ,  etc.  De  sorte  qu'a,yant  déjà  calculé  pour  l'échelle  des  modules 


f». 


c'ja  suite  des  termes  m^,  /ito,  m,  m^,  m^^,i^tc.,iDmM9n  déduit  iimiiédîaite- 
nMnt  les^èMiMfs  'n^,  /i^,  n,  n^,^^^^  . .  qui «ppttMiMftailt-à  Véofa»tte  des 
1BkKl<d6&  b.   '    ' 

*8i  m  ftittltip1îe^mretttHes4eB<d«nx  ié^mticWs  ^^,  ^)  't^  »nF^, ,  4>)  y 
T{c,j  f  .)t=fc'm?îF(c ,  (p)  ,  Oti  éniWdwa 


CHAPITRE  XXXL  -  ^35 

on  aura  seinblablement 


ainsi  de  suite.  D'où  l'on  voit  que  le  (acteur  3  et  ses  puissances  remplacent 
dans  la  nouvelle  échelle  le  facteur  2  et  ses  puissances  qiri  ont  lieu  dans 

rwlrç  échelle  (art.  85), 

L'équptiop  que  000s  avons  donnée  entre  tes  fonctions  F  qui  se  rapportent' 
aux  deu]^  tenues  h^  b,^  servira  Clément  &  comparer  les  foiieiions  qui  se 
rapportent  à  deux  autres  termes  consécutif  de  la  même  échelle.  Les  fonc- 
tions E  se  compareront  de  l|i  même  manière  au  moyen  de  Téquation  générale 

E(b-  +)=|e(*„  4,)-fi±^ii=iî)F(*^,  4,)+V„    (3o) 

où  II»  quantité  algébrique  V,:r: ^ j^-^,  ,+  l(,'J:}^^^i3)sin^,  >  «' 

dam  Je  Pa9  4^  foBÇtisiiW  complètes  »  ox^  ajira  ^implmqeat 

JSxûA  dfms  la  nouvelle  échelle  la  coniparaispn  4es  fonctions  c^n^pletes^  tfint 
pour  Tëch^e  des  modules  c  que  pour  celle  de.  leu^  çpmplf^m^s  b^  peut  se 
faire  par  le  moyen  de  la  seule  smte.  • .  it^oqi  ïï^o^  m^  m^p  m^.  •  • .  calculée 
d'après  un  premier  terme  donné. m. 

190.  Nous  remarquerons  enfin  que  de  l'équation  (29)  et  des  équations 
semblables  prolongées  indéfinifioient  y  on  déduijt  pour  le  cas  des  fonctions 
complètes 

DwG  si  bfg  est  de  l'ordre  des  quantités  néglig^Ues,  auquel  cas  F^(c^)=s 


•^ 


èlogi:!^-  (30 


b/A        »     *>  3  —  nift 

FV  _        

Cette  ëqoation  appliquée  au  cas  de  c^3,  donnera  l'expression  de  tt  par 
un  logarithme,  savoir  nczsz  -■-  log-^^ — ^  où  m^  doit  être  un  terme  éloigné 

à  volonté  dans  la  suite  m  y  m^,  m,^,  etc.,  calculée  d'après  le  module  primi- 

3o.. 


y 
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tif  m,  qui  convient  à  c  =  sin  45® ;  on  verra  dans  l'exemple  II  ci-après,  que 

4.-1 

ce  module  m=v/(5+  2^/3)  =  2cosi5**v^3. 

De  même,  l'ëquation  précédente  appliquée  au  cas  de  c=:  sin  i5%  où  Ton 
a  /?i=y/3,  F'4=:v/3F'c,  donnera  pour  tt  cette  seconde  expression.... 

*»•  =  — log^— — .  Ces  formules  sont  analogues  à  celles  que  nous  avons 

trouvées  dans  le  chap.  XX. 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  dans  quelques  exemples  comment ,  à 
l'aide  de  la  nouvelle  échelle ,  on  peut  parvenir  directement  et  d'une  ma- 
nière très  simple,  aux  résultats  contenus  dans  les  trois  chapitres  précédens. 

Exemple  I, 

m 

191.  Soit  m  =v/3 ,  on  trouve  immédiatement  par  les  équations  (5)  c  =: 
sîn  1 5®  et  a  ou  c,  =;sin  7$®,  ce  qui  est  déjà  connu  par  la  table  de  l'art.  181.  Ré- 
ciproquement,  étant  donné  le  module  c=sin  i5®,ou  c^  =  "^  ,  on  trou- 
vera par  les  formules  (17)  et  (cg),  c,  =  sin75°  et  mz=:\/3.  C'est  une  véri- 
fication qu'on  pourra  faire  sur  ces  formules ,  en  observant  que  la  substitution  ' 

des  valeurs  6=  f**,  cr  =  -î,  où  l'on  af6=v^2,  donne  lieu  à  différentes 

réductions  telles  que  V/(ï  +  At*-H;t^)  =  i+jtA,  (iX+i)(/(/Lt*— i)=v/3, 
après  lesquelles  le  radical  cubique  f^  disparait  entièrement  du  calcul. 

Puisque  le  module  c,  est  égal  dans  cet  exemple  au  complément  du  mor- 
dulc  c,  on  aura ,  en  mettant  £  à  la  place  de  c,y  l'équation 

F(i,  <pO=v/3F(c,  ^), 

dans  laquelle  les  amplitudes  ^  et  p,  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 

tongï(*'+f)  =  5(i/3+i)tang?  =  *v/3.tang^. 

On  peut  donc  ^  par  cette  équation ,  exprimer  toute  fonction  F  dont  le  mo- 
dule est  b ,  par  ui\e  fonction  semblable  dont  le  module  est  c ,  et  réci- 
proquement. 

Il  en  est  de  même  des  fonctions  E  pour  lesquelles  on  a  l'équation 

E(&,  «p.)=/3E(c,  ,p)-,F(c,  y)+  \%f^i:X^ 

On  à  ainsi  une  démonstration  très  succincte  des  résultats  obtenus  par  d'aïu- 
tres  voies  dans  Je  chap.  XXV III. 


•  *. 


CHAPITRE  XXXI.  aSy 

Exemple  II. 


192.  Soit  c=:8in45*  =  (/îj  si  OQ  fait  pour  abréger  r==v^  (2  v/3  —  3) 

=  2  sin  iS^^S^  on  déduira  des  formules  (17) 

c,  =  c*(i  4-  r)%        Co  =  c3(i  ~  r)% 
.       b,  =»c»(i  —  r)%        K  =  c\i  +  r)*î 

d'où  Ton  voit  que  les  modules  C/  et  c^ ,  qui  suivent  et  précèdent  le  module 

primitif  c ,  sont  complémens  l'un  de  l'autre  j  il  en  est  de  même  des  modules 

c^  et  Coo  9  et  en  général  des  modules  également  éloignés  du  terme  moyen  c. 

Dans  le  même  cas  on  aura ,  par  la  formule  (19) ,  /n  =  v/(3  +  2  v/3) 

=s  3  cos  i5'v^3  ;  et  de  cette  valeur  de  m  on  déduit  celle  àe  m^  par  la  for- 

3 

mule  (ai),  savoir,  i?io  =  — =t/(3v/3— 3). 

Cela  posé,  les  fonctions  F  rapportées  aiux  modules  Co,  c,  c^  ou  3o,  seront 
liées  entre  elles  par  les  deux  équations 

'P{Ky(p,)=^mY{c,<p),    F(c,f)  =  /iioF(c.,(p.), 
auxquelles  correspondent  les  équations  des  amplitudes 

Si  dans  l'expression  des  modules  c,  et  K  >  on  met  au  lieu  de  r  la  valeur 

■ 

Nous  retrouvons  donc  dans  ces  valeurs  les  modules  désignés  par  c  eXh dans 
le  chapitre  XXIX ,  et  les  propriétés  des  fonctions  relatives  à  ces  modules 
peuvent  être  exposées  maintenant  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  di- 
recte, au  moyen  des  équations  précédentes  qui  ne  sont  susceptibles  d'aucune 
réduction  ultérieure. 

Ayant  obtenu  deux  équations  entre  les  fonctions  dont  les  modules  sont 
Co ,  ç ,  &o  9  on  pourra  réduire  l'une  à  l'autre  deux  de  ces  fonctions  à  vo- 
Ion  té.  Ainsi,  par  exemple,  toute  fouctii»  F  (c^,  ^^  dont  te 'module  est  c^ 
se  réduira  à  la  fonction  F  (c,  9)  dont  le  module  est  c,  au  moyen  de  l'équa- 

tion  F(Co,  ^0)  =  —  F  (c,  ^),'el  en  déterminant  l'amplitlideippàr  l'équation 
tang i  (f  +  (p.)  =  ï  ("».  +  i)  tang  ^^ 
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De  même  on  pourra  réduire  l'uue  â  l'autre  les  deux  fonctions  F  (3«,  ç,)  et 
F  (c,  ^),  au  moyen  des  équations  F  (io, ^/)  =  ^F  (c,  ^),  tang  J  (^,  +  ç) 

Enân,  s^il  était  question  de  réduire  l'une  à  l'autre  les  deux  fonctions 
F  (&o ,  9/)  >  F  (c«,  Ço)  >  dont  les  modules  soiit  complémens  Tun  de  Tautre,  on 
aurait  pour  cet  effet  l'équation  très  simple 

et  la  relation  entre  les  ampHtudes  ç,^  ç^  se  déduirait  des  deux  équations 

^^SÎ  (?+fO  =  T  ('^-f-  i)  tang  (P. 
tang  i((p,+  ç}=;i  {m  +  i)^  tang  (p. 

La  possibilité  de  ces  réduction»  a  été  démontrét  dans  le  chapitre  XXIX , 
mius  la  complication  des  formules  n'avait  pas  permis  de  Içs  effectuer,  et  il 
ne  feUait  rien  moins  qu'une  théorie  fondée  sur  les  propriétés  de  la  nouvelle 
échelle  pour  faire  disparaitre  les  diflScolléa  inhérentes  à  ce  genre  de  trans- 
formations. 

Au  reste  la  réduction  des  fonctions  £  se  fera  de  même  au  moyen  des 
formules 

dans  laquelle  U  désigne  la  quantité  algébrique •  •  ^ 

?r"'  '^"t-  ,  i€^)mffx)sp  ^        ^^  ^    ^^^^^  fonction  semblable  de 

am  I  +\  (il»*—  i)  (i»+ 3)  sin*  f  . 

JSxempU  III. 

igS.  Kevencma  à  la  valeur  prinntive  c  =  on  i5*  qui  donne  C/  s?  sin  76* 
= 6  ;  si  d'après  le  module  c  nous  cherchons  le  module  précédent  c^  et  son  com- 
plément b^j  K  sera  en  même  temps  égal  au  module  c^^  qui  suit  c^.  On  trou- 

'2  -^  1/3 

vera  c.  et  K  par  les  formules  (17)  en  fiôsant  c  s=s  sin  i5%  ou  c*=: — j — • 

ceqm  donne  « sr  /ti*  ^ fi étant  i/a),  v^(ï  -«H^'+O^^  »  +  M' 

et  V^[3i/(i+«4-i')— €  — a]  =s/ift  i/(ft^ —  i)î  on  aura  donc  x.... 

—  _  (;4— i)  /(/w*  —  i);  et  parce  que  |5=:i—  i/3,  -  s=  a-f-  V3  , . 


CHAPITRE  XXXI.  »3& 

oo  aura 

Substituant  la  valeur  ^3  =  (AC-f- 1)  \f{/Ji^  "^  0  >  ^^  ^^^^  P^^^  simplement 

Ces  valeurs  de  <»  et  è»  :^accorilent  avec  4es  Tal^wt  ûes  modules  Résignés 
par  A:  et  i  dans  le  chapitre  XXX.  Ainsi  nous  pouvons  présenter  de  la  ma- 
nière la  plusisimple  et  la  plos  directe  les  résultats  auxquels  nous  ne  sommes 
parvenu  «qne  'par  une  voie  tres^  ktboneuse  dans  ce  chapitre,  et  au  moyen 
des  propriétés  de  9a  nouvelle  -échelle  nous  pourrons  rendre  efijsctives  les 
»ooinp«raMoiis  »ou  véductiens  dont  nous  -avions  seulement  démontré  la  pos- 

«bîUié. 

jNoub  counaisaoïis  fjuaftre  tormes  iConsécatî&  de  la  nouvelle  échelle ,  sa- 
voir Co^jc?,  tby  i^i  ceê  quatre  termes  tionneixuMf %en  aux  trois  équations  sui- 
vantes entre  les  fonctions  F,  et  à  trois  iSquatioos  correspondantes  entre  les 

amplitudes  : 

«    ■     • 

F(*o,  (Psé)  =  '"'F(*.  9r)j  tangK*,,  +  <p,)  =  ^(m,  +  i)  tang  f,, 
F(*,  90  =  'wFCc,  ç),  tangi((p,  +  <P.)  =  i(/w  +  i)tAng  ?, 
f?(cy  (p)  =  7?iiF(co,  ^o),  tang  i((p  -:H  ^o)  =  iC'Wo  +  i)  ^^  iPo- 

On  observera  d'ailleurs  que  de  la  iV^leyr  m  =9^3  On  déduit  "^  — A  J"  ^/ 


3  3 1/3 

et  m^z=s  —  =  :  jL-iè**  "^^^^t  donc  c^i^^l|da^s  ees^cjuations  qui  offrent 

les  moyens  de  comparer  deux  à  deux  les  quatre  ^ucAioas. 

Si  on  veut  comparer  les  fonctions  F^Co,  ?o)^F(^o)  ?/j)  à  la  fonction 
T(cy  ^) ,  on  aura  pour  cet  effet ies  équations 

Si  on  veut  compateriaiite  dybs;^3>|M€li^  F^Co^  lipo^,  ^^oj  O  >  ^^^^  '^ 
modules  sont  qooyilémens  Vjffk  de  AVutre^  ^^  )|I^)bj|^€Viil  \WM  /rilflB  dos 
trois  équations  précédentes ,  ce  quiidoippca 

Quant  &  la  manière  de  déduire  f,^  de  ^o)  ou  f •  de  %pOn  ne  «peiitÂtrbuver 
rien  de  plus  simple  que  les.Jmi6,é|SpiaUo|ftaidQ»^J9pl^^ 
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termédiaire  qu'on  ne  pourrait  éliminer  sans  compliquer  beaucoup  les  ré- 
sultats. 

On  comparera  semblablement  les  fonctions  E  qui  se  rapportent  a  nos 
quatre  modules ,  au  moyen  des  trois  équations 

E(A,    ^,)  =  IeCc,  >)  -  ("»+-)  (3 -»»F(e,  ^)  +  U, 


m     ^    '     '  ^  an» 


E(c,   <p)  =  J-E(c„,  q>.)  -  (2îd:^^IIfî.JF(co,(p„)+  U., 

OÙ  Ton  connaît  les  valeurs  des  quantités  algébriques  U/,  U,  Uq. 

A  l'égard  des  fonctions  complètes ,  il  est  iputile  de  reproduire  ici  les 
valeurs  que  nous  en  avons  données  dans  le  chap.  XXX. 

Nous  observerons  en  général  que  les  mêmes  formules  qui  établissent  la 
comparaison  des  fonctions  F  et  E,  dont  les  modules  sont  Co  et  ^o?  tant 
entre  elles  qu'avec  les  fonctions  dont  le  module  est  c,  s'appliqueraient 
paiement  aux  fonctions  doi^les  modules  sont  Coo  et  3oo,  et  à  tme  infinité 
d'autres  .comprises  dans  la  même  échelle. 

Exemple  IV. 

194.  Prenons  encore  pour  exemple  le  module  c  =  f/a  ^—  i  dont  nous 
avons  fiadt  connaître  les  propriétés  (art.  87);  on  aura  pour  le  calcul  des  formules 

(17),  ^•=2£?,  €=  j^,  v/(€  — 1)  =  7*,  /(i  +  «  +  €0  =  î+/2j  donc 

et  par  ces  valeurs  on  obtient 

c,  =  c»(2  +v/3)'  =  i6c»8in<75°, 

h,  =  i»[i  —  ic(i  +V/3)]*  =  i6ic»  sm<  If  \ , 

Co  =  c»(a  —  v^S)»  =  i6c*  sia*  i5», 

bo  =  J»[i  —  ic(i  — 1/3)]'— i6Ac»sm<7«»i; 

on  aura  en  même  temps  J'zssaCy  v/(i— J0==*'>  v/(ï"+*J^"t*^)^=2"~''^> 
m=|/6  —  c  =  1  +  séc  i5»  ï=  ^^£^,/îi*— i  =  3à»in  i5*an  aa''icb57»i, 

An  moyen  de  ces  valeurs ,  on  aura  les  équations 


CHAPITRE  XXXÏ.  »4i 


F(<?«,  *j  =  m,t(c,,(p,),    tangi((p„  +  ^,)  ss  {(m,  +  i)lâDg^,.       » . 
De  méoie.'n  sn  &it  n=sr^^ .'  n'^.— 7,  on  aura' pour  .le»'modulei  complé* 

•  ■ 

mentaires  ces  équations 
F(3,  4)c=  «F(*,j  4,),'   teigi(4.-|-.4,)=  i(» -fi)tâng4,, 
F  (*/,  4,)  =  »,F(A„.  4 J ,    tang  ^(4/  -f  4/i)  =  ï  (»'  +  0  tang  4/i> 

les  suites  des  unes  et  des  autres  pouvant  être  iudëfiniment  prolongées. 

J'observe  maintenant  que  par  la  propriété  particulière  du.  module  c  on 
peut  réduire  entre  elles  les  fonctions  F(&,  4))  F(^>  ?)?  ^°  ^  P^^^  <^6( 
efièt  les  équations 

»  •  ■ 

r(c,<p)  =  t/2.F(A,(p')  ,,  :,   sîn  (2<p' —  ^) ss:  €?  sin ^  î 

E(c,(p)  =  |/3  [E  {b,^') + £?F  (*,^')]—  ^^^^       ^°g  (^  —  *0  =  ^  tang  W 
On  pourra  donc  réduire  entre  elles  les  fonctions  F  (ô^,  4/)>  F  (c,,  ^J  dont 
les  modules  sont  complémens  Pun  de  l'autre  j  on  réduirait  de  même  les 
deux  fonctions  F  {c^^  ^^J,  F  (  b^^^  4/i)>  9P^  ^^^  ^^^  I^  même  cas  et  une 
infinité  d'autres  semblables* . 

Yoid  les  formules  à  employer  poulr  la  réduction  des  prenuères  et  les 
équations  cprrespopdantes. des, an^litudes         

F(c,,^,)  =  roiF(c,^),       taiigi((p,  +  ;^)=i(in+i)iang(p, 
F(c,^)=  V<a.F(4y),       tàng  (<p~^')=».ctang(p', 
F(J,4)=nF(i„4,),     tangi(4+4,)  =  i(ii4-i;)tang4,. 

Étant  donné,  par  exemple^  la  fonctibn  F*(^/9  4/)i  ^^  4éterminera  4  P&i* 
4,,  au  moyen  de  Pequation  tang  ^  (4+  "^J  =  ï  C'?  "4-  ')  t^^ng  4/5  feîsant 
ensuite  ^'  s=  4  9  ^^  déterminera  (p  par  l'équation  tang  (^  —  4)  ^^  ^  tang  4  9 
enfin  (p  étant  connu  on  déterminera  ^^  par  l'équaUon  .tang^  (^^  +  9)*  •  • 
ss:-^  (m-^  i)  tang  f  j  ensuite  on  déduira  du  produit  des  trois  équations  pré- 
cédentes 

•  r'C<'.,'>^>=3v/aFfc4/),'^ 
ce  qui  donnera  l'expression  de  F  (J^,  4^)  par^  le  moyen  de  F  (c^,  p^).  Pbur 
avoir  en  particulier  une  équation  entre  Jes  fonctions  complètes  y  on  fera 
4^  ss-î^y  ce  qui  donnera  4  =7^=^9'9  f  =  ^9^/  =  ^;  donc  on  aura 

F*  c/ss: -^  F'i,  S3  wF'c , 

et  on  conndit  la  veteur  de  «,  qui  donne  lieu  à  bette  équation. 
T.  t.  3i 


•     / 


^51  FONCTÏOWS  ECLIPTIQDES , 

19^  PoorilaNCMiBacaîsqa  èp»  JK^iaçUons  £  09  a«ra  .«emblaUeménl  les 
trois. ^à^yations       ,.    '   :-i  ^       -        '  .    '    ^ 

E  ( c,  ^ )  =  V/a . E(*,^')  +  c/a  .F(*,(p')  —  «■«n'^ , 


au  moyen  desqu^les  (Hif)eutexprim.er  les  fonctions  £(&g^y  4^^»  ^(^x*  ^J  P^'^ 
}e  moyen  des  fonctions  semblables  E  (Cff).f  F.C^i^)^  ou ,par  le  jnoyeci  des 
fonctions  E  (^,4)»  ^X^>4)-  On  peut  aussi  exprimer  la, fonction. £  C^/i4J 
par  les  fonctions  £  et  F  dont  le  module  est  c;  et  réciproquement  y  ce  qui 
est  un  nouvel  exemple  de  la  réduction  entre  de&  fonctions  dont  lès  modules 
soDt^ompiémens  fun  de  l'autre. 

filans  le  twi  jdès  i^Adions  coâiplètes  lies  Ibrmùles  m  âmplifiènl  el  don- 
nent : 

E'c,  =  :î  E'«  —  tm+r)p-i>^  j.^    p.    __  ^, 

t  ^     •        •  • 

pb,  =  I  E'i  +  i2±lL^l=L!Û  F'*, ,  Th,  =  i  Fi. 

Substituant  les  valeurs  n  =  — ,  T^t^  =  V  ^'^^  ^^  seconde  iequation  devient 

I      -  • 

"■■*•,--■. 

et  parce  que  les  valeurs  de  £f«^  E^pyV^c^F^  peuvent  être  exprîoiées  ^par 
une  seule,  de  ces  tarapsciéqdantes,,  jpar  exemple  pat  F'^^r  on  expdipera  de 
même  les  foncsllionsX*tf^  f*c, ,  E'*^,  P3^.  ■    '  ". 

•Poui^  Êâlit^  là  vérification  numqriqûe  des  deux  empâtions  pnkM^d^ntes^ 
on  peut  ^exprimer  les  coeflGxnens  en  Bgnes-  tmonoméliim  de  pptt?  ma- 
niere  : 


'  * 


Viy,  —  3^eo«i5"  u,  tin  ^5?  ^,  ^ 


•  ii9&<I<bi»avxn»^V^êl€|^^'d^  ce* qui  précède  Iwprop^^iétés  jmodpttle»' 
qui  distinguent  la  nouvelle  échelle  de  l'ancienne^  cependaninous  devons  fiiire 
encore  remarquer  que  si  lès  deux  échellea  sont  formées  d'après  un  même 
module  prim^U^ç.^; .il  ne  pourra  y  ^nrfûr  swcw^ sHllr^  jMsnerÇoffMWPiqiitre 


ks  deux  suites  c,  c\  (/'...^c^  c^y  à^^  eht,  prcSdtog^  âaiisiiHQ<  den^ou-^ans 
1  autre.  .     * 

Car  supposons  qu'on  eût ,  par  exemple  c^  =  c^y  on  aurait  également  le 
comj^éflieDt'i^^sa:'^^  Mais  par  les^  propri^ftÀ  des  ibnttioiïs'coûipfètfes  on  a 

d'une  part  j;j^  =5:  ^^F^  >  ^^  d'autre  part  p-^  ±=  3*  p-^  j  équations  qui  ne^ 

peuvent  s'accorder  entre  elles,  puisqu'on  n'a  pas  a*  =3',  ni  en  général 
a/"s=5>.      -    ■     .   ^-  .       .   -. 

Si  l'égalité  entref ïirar têWtacs'  dardeux  suitfes  iie  f>èut atofrlietf,  "fl  n*en 
est  pas  de  même  de  l'égalité  entré  le^eomplémeiKt  d'im  modulé  pns  ààmk 
une  suite  et  un  terme  pri&dans  l'une  ou  dans  l'autre  suite.  Ainsi  on  pourra 
avoir  sans  sortir  de  l'échelle  nouvelle  £  =  c^y  ce  qui  alieu  lorsque  c=:sin  i5^, 
puisque  alors  c^  s=i  sm  75*=:  b  ;  on  pourra  avoir  semBIâblement  4  ==  c,^ , 
mais  ater»  on  aurait  i^  sîs  c;  =  sin  45'' ;  on  pourrait  atissî  avoir  i=c^^., 
mais  il  s'ensuivrait  b^  =  c^^,  et  par  conséquent  c^  s=:  sin  iS^.  Tous  ces  càs'^ 
réduisent  aux  -detts'aeuk  dans  lesquels  <  le  iBéduHpniiiitàNst  im  %6^  ou 
sin  45*.  "  ,  - 

Mais  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  cas  en  passant  d'une  échelle  à 
l'autre  y  et  il  en  résultera  une  infinité'  de  soïufioiis  nouvelles  du  problème 
où  L'on  mf/ïppOÊe^^e^itmsfer  des)  fime|30n»  dont;  hê- mùMm  sont  eWetpté-^ 
mens  l'un  dé  l'autre,  et  qui  soient  réductibles- mlf<ie)ie0V ^^^1^ ^^V 
les  foflyclÎMiS'  qui  oni  pour  moctolerski  i5^  et  ni  jS^. 

197.  Poop  en  donnée  im«  exemple '^chepch0iifl»Tdleià^i&'ll^cllë^i^ 
qa'on  9ûLtb^3sa!y.  ok  pourphiade  olartinous  kiemê  ostté^^.  L'éqmilîmMnippMéiii 

donne  9  s::  -^ ,  et  on  en  tire  i^  fi  —  «■)  'c=s  /^ctc ,  ou  J*ff^=  ^ac  j  sub- 

a 

stitnant  les  valeurs  données  en  £caictieQ&  de  m  pari  kséqualiclist  (5)y  oc^âtiiia 
à  résoudre  l'équatioa  .  ' 

(3  -f-  jm—- «i*)»"  a»  8«  (m^-f-  i)ri  —  3>. 

Soit  3  —  m'=2ma:,  on  auta  ('i-|-ar)*i=4(i— ^)  ou  x^  +  GoJcsSj  donc 
jc  =  — 3-f-2ï/3,  et/?i=:  — x+v/(a:'+3)=(i+  v/^)(y-^y6y. 

G)nnaissant  le  régulateet  9t«,  "on  4a  deduiM  tt  ss  ^= sin  i5^  et 

c.=  (m-r- 1)  sin  i5^  ;  ces  valeurs  peuvent  êtrev  çxpnméea  ^ 

l^es  trigonométriques  ^  et  par  ce  moyen  on  auia  immédîateimnt  leu(s  lo-^ 
garitbmes  comme  il  suit  :  •  ^ 

Si,. 


:i44  FONCTiONS  ELLIPTIQUES, 

m  —  I  ss  16  fiia  i5*  sin  7"*  7  sin  87^  j, 

^        =  16  sln  i5*  cq^  7**  y  cos  87®  j, 

c=;  lôsin*  i5°  «07"  y  sin  3^"  i,  8.g3o95  7a4o3  5i3o5 

c^  =  16  sÎQ*  j5»  ços  7'»  i  cos  87»  i,  9:^93584  76645  8 1985 

mm  %  • 

Le  module  e  étant  ainsi  détentiiné  on  aura  les  équations 

F  («/>  ?/)  =  '«F  (Sy  <P\  tang ï  (^/  +  ^)=ï  (*»+ 1)  lang  <P, 

F  (*,  «,)  =  i  (1  +c,)  F  (c^,  »),    tang  ( o»  —  «'  ) = c  tang  «#'. 

De  là  résulte  en  faisant  â>  :=  ^^ ,  l'ëquatton  • 

F(*i«')=ï'»(i4-OF(c,<p), 

dans  laquelle  la  relation  entre  les  amplitudes-  oif  et  ^  doit  être  tirée  des. 
deux  équations  suivîtes  ^  où  il  y  a  un  intermédiaire  m  qui  pourrait  être 
éliminé  : 

tangi  (a+0)  =s|(/?i+i)  tang^,  tang  (âi  —  <i^  =  ^  tang i»"" ; 
si  on  fait  a»'  =  ^  tT  ,  on  aura  û»  =  7r ,  ^  ss  ^-^  et  par  conséquent 

Oa  aurait  des  équations  semblables  pour  déterminer  E  (6,  âi')  par  le  moyen 
de  E  (c,  ^  et  réciproquement. 

On  connaîtra  donc,  les  fonctions  complètes  E'^,  F'3,  par  le  moyen  des 
fonctions  E^c,  F'cj  ensuite  par  l'équation  des  fonctions  complémentaires,  on 
pourra  déterminer  E'«  par  F'^,  de  sorte  que  les  trois  fonctions  E^o,  E'&,  F^6 
seront  exprimées  par  le  moyen  de  la  seule  transcendante  F'c.  Ces  résultats 
pourront  ensuite  être  étendus  à  toutes  les  fonctions  dont  les  modules  ap- 
partiennent, à  l'une  ou  à  l-aqtre  des  écheHes  filMrmées  diaprés  le  module  c. 

198.  Supposons  pour  second  exemple  6=  fû'y  a  étant  mis'poar  e^y  on 
aura  c  =  C^  j  et  par  les  formules  de  l'article  .78  .qui  donnent 

on  trouvera        .».      -        .  .  _  • 

ensuite  la  condition  a^'-f*  ^*=:i  9  donnera  une  équation  entre  a'ÇS^^  ^^  h*^ 
dans  laquelle  siibstitnant  les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctions  de  m  tirées 
des  équations  (5)  /  on  aura  l'équation  nécessaire  pour  déterminer  m. 
Ibasokitiao  serait  pénible  par. celte  T-die;  il  est  plus  simplede  partir  d'une 


•'    j  1  i 


«  • 
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valeur  supposée  de  c,  d'en  déduire  c'  ou  a;  ensuite  de  a  on  déduit  suc- 
cessivement et'  =  -T~  »  ^  =     \~f  *  et  il  reste  à  voir  si  cette  valeur  a"  est 

égale  à  6  complément  de  c.  Après  un  petit  nombre  de  tentatives,  on  trouve 
que  la  valeur  de  a',  qui  doit  être  égale  ai'^  ^  approche  si  fort  de  cos  i5^, 
qu'il  y  a  lieu  de  croire  que  l'égalité  par&ite  a  lieu.  Supposant  donc  cette 
^lité,  on  aurait  «'=  sîn  75® ,  et  =  tang*  87^  x>  *'  =  cos  i5*,  cf  =  sin  i5% 
c  =s  tang*  7^  7.  Or  ces  deux  valeqrs  de  c  et  et ,  satisfont  à  l'équation  • . 
|/(etc)  +  V^C^^)  =  I-  Ainsi  les  modules  trouvés  c  c=  tang*  7®  ~ ,.  • . .  •  • . 
fit = tang*  37^  j ,  sont  ceux  avec  lesquels  on  a  exactement  b^sza!'  y  ou  c= f  « 
U  reste  j^  trouver  la  valeur  correspondante  du  r^ulateur  iti  ;  or  comme 

on  a  en  général  -  =  ; — XT>  ^^  qu'en  faisant  i5^  =  6,  on  aurait 

I — 00s  t  i-p-sîn6     .    n       1/3  — I  û        t/3+i      .    A         -I 

c  =  — ; 2,  et= — .  -.    ;iSinfl  =  ~r7 — ,  cosB  =5-2^—-;! — ,  sm  8  cosfl 

i+cosfl'  x+siné'  aV/2    '  2^/2     ' 

=  ^  ;  on  trouvera  aisément 

m  =  (3-{-a|/3)  (3— 2 1/2)  =  8 sin 6o*  cos*  1 5*  tang*  m* 7 , 
log  m  =:  o,o449*^  68042  17563, 

111  =  9  —  6/2  +  61/3  —  41/6=1,10906  45000  4t366. 

U  est  inutile  au  reste  de  poursuivre  plus  loin  ce  calcul  qui  aurait  pour  ré- 
sultat d'exprimer  la  fonction  F  {b^  ç)  par  la  fonction  F  (c^  4)*  La  possibilité 
de  la  réduction  n'est  pas  douteuse  puisque  le  module  e  fait  partie  de  fé- 
chelle  dont  le  module V  =  s^Q  i^^j  car  alors  le  module  b  fait  Clément 
partie  de  l'échelle  dont  le  module  est  V  =  cos  i5®  ;  or  en  général  les  fonc- 
tions F  et  E  dont  le  module  est  c^  peuvent  s'exprimer  par  de  semblables  fouet- 
tions dont  le  module  est  sin  i5^;  pareillement  les  fonctions  F  et  E  dont  le 
module  est  bf^  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  semblables  dont  le  mo- 
dule est  sin  75^;  cela  résulte  uniquement  des  propriétés  de  l'ancienne  échelle  j 
donc,  puisque  par  le  chapitre  XXYIII,  les  fonctions  dont  le  module  est 
sin  i5^  peuvent  s'exprimer  par  celles  dont  le  module  est  sin  75*,  il  s'en- 
suit que  les  fonctions  dont  le  module  est  cf*  peuvent  s'exprimer  par  les  fonc- 
tions dont  le  module  est  bf^  et  réciproquement.  On  aura  en  particulier 

#    /         F'i  F'y 

•  F'6  =s  j2|/3  F'^,  ce  qui  est  uae  suite  de  l'éqnatioi»:  générale  .^:;=  a  ^77-7, 


puisque  dans  le  cas  de  c'  =  an  i5*,  on  a  F'd^=  v/3  F*c^. 

199.  Appliquons  maintenant  les  formules  de  la  nouvelle  échelle  aux  fone- 

tiens  de  la  troisième  espèce.  Soit  pour  cet  eflfet  ^^^^^Ir^ — .  ^  .^.      y  la 
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transfbim^  sn  f  sera 

en  &isant  D  ^=  (i  +A:  sin'  ^)*  +  r  sîa*  ç  (w  +  A  sin*  fl>)*. 

Lie  polynôme  D  aura  toujours  un  facteur  réel  1 4"  ^  ^^  9  >  de  sorte  que 
nous  pourrons^  supposer 

et  il  faudra  satisËiire  aux  ëquations 


it/> -+^  —  =  Af  +  2^^- 

Gnssidérons  pour  plf&  de  simplicité  itt  et  ts  comme  lea  dieux  étémen&dbn-- 
nés,  nous  en  déduirons  les  valeurs  des  autres  élémena  comme. il  suit  : 

ensuite  la* fraction  sou^  le.  6Îg|ci&  étant  ainsi*  décomposée  ^ 

m  (i  +*  «n»  rt*  _^.       A  ,  B+  C  ain*  e 

nous  aurons  en  intégrant  La  formule 

p  désignant  rintégraleyig^  .  ,+/3^>yy^3i^4^^  U  faut  v^lir  mam«e* 
nant  quelle  est  y  suirant  les  différens  cas^  la  valetir  de  I^itégrafe  P. 

aoo.  Pubque  dans  les  fonctions  de  la  troisième  espèce  un  paramètre  positif 
cot*6  peut  être  remplacé  par  un  paramètre  oégatifde  là  forme— -i  4-^*sio*9, 
nous  pourrons  nous  borner  à  considérer  les  valeurs  négatives  de  n,  savoir, 
les  valeurs  plus  petites  que  c*  représentées  par  — -  o*  sin*  0,  et  les  valeurs 
plus  grandes  représentées  par  —  i  +  4*  sin*  fl. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  soit  n  =— -  c*  sin*  0,  on  aura  en 
même  temps  j  =  -*^c(*'sia^ A,  de  sorte qM  les  deux  parMoètres  n  eT r  se* 
ront  de  la  même  espèce  à  laquelle  nous  ajirons  donné  le  nouk  de  logarithmi'- 
(jue,  Eu  effet,  par  la  substitution  de&  deux  valemp8.dfrii.et.de  y.«.  en  trouve 

^        sin  é  (m+  h  sin*  é) 
8m:\a&  ■>■  >■  >Tn  ^^  ./v 
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de  sorte  que  l'équation  entre  les  angles  X  et  6.,  est  aembladbie  i  l^éq«iation 
entre  les  amplitudes  û»  et  ^ ,  et  peut  ^re  mise  sous  la  forme  plus  simple 

En  vertu  de  cette  propriété  l'angle  A  augmente  avec  l'angle  d  par  degrés 
insensibles  y  et  ils  parviennent  simultanément  à  la  même  valeur  ^  ir.  Donc 
toute  wleiir  du  paisamàtce  i^^ps  «—  c*  «sixi'.fi  4épondim  à  mie  Taleiir  «embla- 
ble  du  paramètre  y  =  —  a*  sin*  A  et  réciproquement. 

Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  valeur  de  l'int^rale  P ,  il  laut  connaître 
les  facteurs  dju  -dénomtnttieor  i  -f^/nnn*  f  -{•^'«in^'Ç;  or  eis  dësrgniint  ces 
facteurs  par  i  -f-  vl  sin*  9^  fX.  i  +  /^'  sin*  ^* joa  aura  par  le^  ftxaastulw  préoé* 
dentés  et  en  substituant  au  besoin  les  valeurs  connues  de  Jï,  A:,  c%  a*  en 
fonctions  de  m ,  ces  deux  équations; 


nm* 


»'  -  fi'  =  v/<p*- 4^^=  4^—?^.  y  [«^1  -H  1^  (C  +  n)].     . 

La  conséquence  ^énécale  qui  résulte  de  ces  équations  est  que  les  para-- 
mètres  fi'iét  n^^rarcncAiiiMigkiaires'toutes  les  ibis  que  le  paramétré  n  sera  dé' 
la  forme  — c*  sin*8;  alors  le  paramètre  r  sera  de  la  ménie  forme  ■  é^yktf>\,  ^ 
CMUMB  iioas  lÏBiwisâéjipros^é.  fl«i^y  a  d'exmptÎMi  qvre  lorsque nss-^e*, 
ejt j^ass-v*-^^, ^OFB ;les  deux  papBoràbw À)  nsoBt  égaux  et  réels,  mais  les^ 
formules  eakalées  pour  ce  cas  partiqulieir  .ne  ccm4ui8çnt.^paji4ix  .résiikats: 
déjà  connus  par  les  formules  (7)  et  (9).  ,     .     . 

Dans  le  cas  génénA  Péquation  Wly^a^  û»)  =£  Ail  (is,  c^  9)  *f-P,  ne  donne 
réquivaleqt  de  la  fonction  II  (v^a^o^)  que  par  une  expression  beaucoup  plus 
composée  dans  laqu^le  3  &udrak  «ubatituer  la^mleur  de  P  donnée  par  la 
formule  de  l'article  lai.  Alors  la  fonction  II  {y^^^  oi)  serait  exprimée  par 
deux  fonctions  semblables  |I  (»^  c*,ain*ô,^^)',^n  (  -^  o*  sin*)U,  c,  ^),  ou 
pour  l'une  des  deux  seulement,  si  elles  étaient  réductibles  entre  elles. 

;toji.  Ou  peut  ansaî  par  un  procédé  invcarse  déterminer  l'intégrale  Ptoom*^ 
posée  de  deux  fonctions  dont  les  paramètres  sont  imaginsùi^^par i'^prassion  ^ 
P=:n  (y,«j  ùi)  ---.AUln^c^  (p)^  ponyposée  de  deux  fimctions  dont  laSiptift- 
mètres  sont  réels ,  ce  qui  fournira  une  nouvelle  aolutiùn  du  problème  résolu 
paria  formule  du  n*  121.  ~  '  «    - 

Pour  parvenir  à  cette  nouvelle  solution  il  faudrait  détuyâiineT  tes.  demt 
éléflfteoB  m  loft.»  par  le  jnoyeii  du  déBODÉmalewidûflBé  i-H~7^  ^^  ^  *h 
f*  sin^f  que  nous  représenterons  par  i^2rcosy  sin*  ^'^r^ùa^^i  On  a«ta 
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donc  à  résoudre  les  équations  . 

ar  cos  9^  =  aA:  '"'^  H*^ir"  • 

Soit  pour  cet  effet  m=:  i  +20:  y  on  aura  hssiX^^  k=i  2X  +  x^y  .... 
n  =  ^^^      . — rp ,  et  1  équation  en x  sera 

o  =  jc*  +  2  (i— r)a:'î— ar(a+cos^)  «•  — arr  (i — r)^/*. 
Soit  a:' —  r  =  arT* ,  on  aura^4-  2  (i  — r)^  — ar(i4-co8^)  5=0;  donc 

^  =  r— I  db  v/(r*  +  arco8  j^  +  i), 

Connaissant  la  valeur  de  x  qui  doit  être  positive  et  plus  petite  que  l'unité, 
on  connaîtra  m  =  ajc  +  i ,  et  ensuite  u  =  — -  — ^î — ^. 

A  l'égard  des  coefficiens  B  et  C  qui  entrent  dans  Fint^rale  P ,  on  les  con- 
naîtra ainsi  que  A  par  les  équations  A  =    ^J^     ~       i  yt^Bg^^^'A, 

C + /iB  =  aw*  —  2  Ar  cos  >^. 

a03«  Examinonsmaintenantle  cas  oùl'ona  nss— -i»f»  ^  sin*  0,  alors  on  peut 
prouver  que  r  doit  être  aussi  de  cette  forme ,  et  qu'on  aura  y  es —  i  -^^'sin*  K 

En  effet  substituant  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  p  =  '^  _^\r  7  ^t  ré- 
duisant les  quantités  A,  A:,  &*,£*,  en  fonctions  de  m,  on  trouvera  les  deux 
formules 

.     y  ^^^  fin <  [1»—  X  (m+  i)*  sin*  t] 
^^^  ^  ~  ,-i(3-m)(in+i)8in'8  ' 


c^^'^—  i-.i(3  — ;ïÔlî^+l)sînT 


ou  plus  simplement  encore  la  formule  tang  7  (X— 8)  =  ~  (m^- 1)  tang  0 , 
au  moyen  de  laquelle  il  sera  facile  de  déterminer  l'angle  A  par  le  moyen  de 
fl,  et  réciproquement. 

Soient  y  et  ^  les  plus  petits  des  angles  qui  satisfont  aux  équations .... 

siny  =z  ,  sin  J^  =1       .     ,  ou  cos  J^z=z  i  — sin  >•  on  déduira  des  for- 

mules  précédentes  : 

i^.  Que  depuis  0  ==  o  jusqu'i  0  =  >  9  l'angle  A  augmente  depuis  A  s=  o 
jusqu'à  A  =?:i^j  .    , 
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Q?,  Que  depuis  0  =:  9^  jusqu'à  9:ssJ^y  l'angle  X  augmente  depuia^s=  j  tt 
jusqu'à  A  ==:^;  t 

3^.  £n6n ,  que  depuis  BssJ"  jusqu'à  0  =  ^  ^tT,  Faligle  X  augmente  encore 
depuis  A^  =s  ^  jusqu'à  A=:  f  9r. 

'Il  y  a  donc  trois  valeurs  éa  paramètre  is  ss  — •  i  4*  ^*  sin*  0  qui  donnent 
la  même  Taleur  du  paramtètre  rs=-«-  i  -f-^^  $i<^*  A,-et  osF^oîttjuè/fes  va« 
leurs  de  8  seront  toujours  comprises ,  la  première- entre  zéro  et' ^y* la  se- 
conde entremet  cT, la  troisième  entre  J"  et  -.^.^        :^  >> 

Dans  toùs-ces  bas  la  valeur  de  X  lie  déduit  facilement  de  celle  de  8,  non- 
seulement  par  l'équatiou  tang  ^  (A  -^  6)  =  |>  (m  —  i)  lang  0  y  mais  encore 
par  l'une  ou  l'autre  des 'équaUons  * 

•  •  •  •  '  ' 

tang I A s=  tftPg ; 8 cot— ^  cot --- ; 

»■  %     .  -     -  I 

ce  qu'on  peut  vérifier  en  mettant  successivemient  au  lieu  de  m  les  valeurs 
,  a         ■       •      ,i>«4*cos/;'  •      ♦ 

Il  est  visible  maintenant  que  si  on  désigne  par  0^  8^9  8^»  les  trois  valeurs 
de  6  qui  répondent  à  upsméme  valeur  de  A^  et  qu'avec  ces  valeurs  on  forme 
les.trois  paramètres  n^^=s^  «j—  i  -f-  A»  ain''8  ,  »f  =?— ^  i  -t-  ii'.sin*  6',  ••-... 
11'=;—  I  Hr  ^  ^^*  ^9  le  dénominateur  D  de  la  formule  à  int^i^  (art.  ipgj) 
sera  le  produit  des  trois  facteurs  (  i  •+•»  sin*^)  (i  •+•  V  sin'  ^)  (i  +ii''.8in*  9)f 
car  en  prenant  pour  n  l'une  des  trois  valeurs /i^  n\'  nf,  il  en  résultcfa  tou- 
jours la  même  valeur  de  A ,  et,  par  conséquent  la  même  valeur  da  para- 
mètre F.  . 

Cela  posé  la  fonction  II  (y,  a,  ci)  rapportée  au  module  a^  pourra  s'eipri- 
mer  par  trois  fonctioiis  semblables  rapportées  au  module  e,  au  moyen  de  la 
formule  générale 

n (f, «,  «)  =5  An  (il,  c,  (p)  +  A'ii (a',  c,(p) ^  A'n (n\  c,  (p), 

'■■•.* 

dans  laquelle  les  coefficiens  sont  ainsi  déterminés .:         '  •  '    *  -  ;  -  :  — . 

.  _^^       mjk'-ny .  A/       ^    -mitron' y  ^„ m(k^n'y 

!2o3.  La  formule  précédente  ne  peut  guère  avoir  d'autre  usage  que  celui  de 
transformer  une  fonction  donnée  U(f'j  dj  s»),  dont  le  paramètre >'  est  de 
la  forme  —  1  +  €*  sin*  A,  en  trois  autres  dont  le  paramètre  est  de  forme 
T.  I.  3a 


\ 
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MaMbdiflb^  'f*  qlu  «Dit  ^K>ûr  module  »wiiiiBon/r;lflC  «mue  <k  la  nouvelle 
échelle  immédiatement  inférieur  au  module  donné  a. 

iPoar  <M  dKit,  il  fendrai  préalcMMiMt  *4éâuiie  ^  wodule  a  4e6  valeurs 
de  c  et  de  m,  ce  qui  se  fera  par  les  formules  (JF^  ët''(ig)y\ët^eiKo^'ééAvàre 
de  TAOglê/fldimé  Ayle^troîft-aBgks  fi^^^^df'^IMurJftrfésoUltionjde 
4aiigj(i^**--;d)ffS;(77i-r-A;)ti^g(l,  ea.dbaerwfÉil:fqi«f  oès  raogles  idûîrent 
dire  ie|i%iniéi;«nfere  dtsïUmitaa  tdétfeimaëes  par  lea  (angles  ^y  lek  9^. 

La  transformation  dont  il'  ^agit  poucra  rittrà' lamploylêe  ^c^iaott 
d^ïiyproiimaliiap^  si  le  module  a  déduit  de  a  «esjt  asaQz  pieti^t  pour  ^'on 
puisse  uj^ligeif.  les  termes  de  L'ordre  c%  ou  au.moUis  iQeni^  de  l'prdre  c^ 
Car  si  on  peut  n^liger  les  termes  de  l'pFdiFP  o^^  on  ,axii^  iSinipl?pif^ 

n(/ï,  c,  <P)  =  /Luf!;».^  =^ïm y  ^S^^i  tang 4. s=  & sin 9  tang  (p ;  et 
si  on  ne  peut  négliger  que  ;les 'teraies  de  l'ordre   c^,  on  aura 

n=  /  ^\  y*  .  i    r    =  TTin  +  1^1^**'  ^itl-  Mûw  on  voit  que  ces 

au)i3nenS(d!appraxima[tiQii  sont:b(M»éft9.et  qiiaiiâiQii{|Mro«iidait  à  tineaéooiide 
transformation ,  la  fonction  proposée  serait  tAMfohnée  .csu  neuf  aiflrea^  ce 
qui  entraînerait  une  trop  grande  complicadoft. 

'2o4*  "Ài-ôn^xaîiiittie  -tes  d&ffërMtes  %rincAéB  par 'felÀfiiélIes')^^       peut 
être  déliât  tte  0 ,  ^on  ne  tnati^oera  ^pas  îde  Teniarqoer  qti'tf  èi^te  xme;^ ntle 
a&aloRkr  entre  bes  formules' et  celles  qùî/^aiislâ  nouvelle  ëchéllel  âonnent 
h  relation 'entre  les  an^Htudes  m  et  ^,  anàlo^qiii  semBléïvat' in^f^ 
une  troiMétné  éâiell)?  fliSérënte 'des 'deux  aiïtres. 

'En  ieffilt,  à'on  cottVitfère'  A  cotttme  fonction  th' la  VaHàblè '6' bti 'aura  pax 
la  dtiBSSretfâaiion  : 

,i^i(ii»--R)(54«n)ipiïP«    "' 

Ibnnideilttl  ëtAnt^iat^iéë  dontoiertitlBdtafëiGltftemeAePêqttftion'^ 
tang|(X — 6)  =  |(  OT  —  I  )  tang  6. 

Ensnitetyé^tlon  »fas  /^^ fv*  daasIaqù^'ogaaiSëûUBrBlés valeurs 

»=— i+i*Mn*fi,   i'=±<<Mi*H~''^siB*X,  donne 

...  I— i(i»  — i;(3-t-m)fui*d 

'*■**■      *  'tfX  mti&- 


>«>'î'^D»,^*tvl 


/*  ''t  sSt 


Comparons  maintenant  cette  équation  avec  celle  qui  résulte  de  la  seconde 
écfaeHe',  nous  mummêy^m'y^  joignaat  lia,  équatâoni  dai  «mpliUidaij 

F(€,  X)= /iiF(A,  fl),    tangi(A— 9)=K'''— O^^gO^ 

Soit  B  s=;€ûj  on  aura  l'équation  F(f,  X)  =  3F(S,  9),  dans  laquelle 
lesafnplitoidff  ^  •et  ^  antjefUre.eUefl^  ^i^e^i^  qmi  diuupMsr^jy^  F^ 
mination  de  a»  les  deux  équât^ca^t . .    .  '  ^ 

.       ..r-\.-^\\':t..:f....  3+11» 

tangi(A  — «)  =  i(m— i)tang«,    tangi(«  +  ^)  =  -5j;p  tang(p. 

Delà  pa  voit  que  l'éqjaatioQ  F(^^  A)3;=ndF(&y  Qj^n'est  qu'une  combipiai^n   - 

defë(jiia(tida>F(5,  «r>s0^:F(£^.f  •>  dflOMe'pntlà  dmkwbUc  AheHo)jWiie« 

réauatiôn  de  la  tripGcatîdn  des  fonctiotis  É^  (^eilt  le  moàtÙé'  ést/6l  ïfriPf 
a  donc  dans  ce  résultat  rien  qui  é^tiséë  un^  ti^ï^tiië  éçliieliy  dc^tttodàH^^    < 
mais  on  peut  en  déduire  une  cbnsiéquëncé  t^  rëinAf^kUlé  ^^^ 
tion  de  la  %nctionc  F.  ^ 

dépend  d'une  équation  dwnéoMkamà^gB&ç  lèfcSahBiJbarprébctfbw^iiIdliifK 
BcnutwIcNik»  ûfU^fH  -4ei  réchiirr  ee(^  éqnliefi  :  du  BCOBrtèniè'âegiré^-  éeux 
du  troisièma:^  ■  ",.':ij".    :  •  '  ••'^■:;.   .;*":•'    .-. 

En  efièt,  pour  satisfiôpe^à  l'équa^on  F(f ,  X)^3FÇ€y  9)r^n  l'on  con- 
naît le  module fiCei Fa^pStq|3B^y\Urain[^l^^  r^ulateur 
m  par  le  module  donné  S  ou  par  ao^  coçaj^ément  a^  pe  w^  s^,  ftn^  par  la 

formule  de  l'art.  186,^  ensuite  on  délermiii^a  ûi  «par  l^quation.. 

taiigf(X— »)i=i(/ir— i^tattg*»,  c'ésf^-dîre,  en  fiitetteWgf^iistec, 
par  l'équation  .    '        '    '  .    .     ..i   .  . 

.     in^-TT^s^Ci-^m^ytàngfX.  .''  '   ' 

Connaissant  âi  on  déterminei»  i9.p^rré«|iaaaBrttf)gK49^*4^)r^ 

qui  se  réduit  pareillement  au  troisièntat  d^ré. 

Ainsi  y  la  résolution  de  l'équ^Uon  4î^fi9!^iéme  degré  est  réduite  à  celle 
de  deux  équations  du  troisième  %  ce  qu'Û  aurait  été  .pautrétoe'  di^cile  de 
découvrir  par  une  autre  voie. 

La  trisection  de  la  foncBSb^looitt|iBttf^àè  îëfaud>tt>#)»eg  aisément  par  ces 
m&nes  formules  en  Élisant  Xsstt,'  ce  qui  d(mne  colimss^m^  mais  elle 

s6*téitt^'éncbre  i»!tfs  aîsëmêtat^ât  lès  flkifatdëi'à^^^ 

•     •        .  -, 

32.  • 
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^      . 


t 

De  quelques  formules  générales  qui  peuvent  se  ramener  aux 

fonctions  elliptiques. 

A  nature  des  fonctions  elliptiiqaes  étant  connue  et  approfondie , 
il  importe  de  ramener  à  ces  transcendantes  le  plos .grand  noniî>re  de. for- 
mules intégrales  qu'il  sera  possible.  G>mme  la  multitude  en  est  infinie  et 
aussi  variée  que  les  substitutions  qu'on  peut  mettre  en  usage ,  nous  nous 
contenterons  d'indiquer  quelques-uns  des  cas. principaux  où  cette  réduc- 
tion a  lieu.  r  . 

,  I.  On  peut  réduiije  aux  fonctions;  dliptiques^Kn  t^prale  /    v  jg^^r^n^g^» 

dans  laquelle  P  est  une  fonction  rationnelle  àex.     - 
'  Car  si  on  fiât  jb^sss,  on  pourra  supiposer  P=filI+Ni/i5y  M  et  N  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  z,  et  l'intégrale  proposée  deviendra 


'..*  •     i .       •-  \ 


dont  les  dèujt  parties  sont  comprises  dans  les  foncâons  elliptiques. 

i  "      '  ■>  dans  laquelle  P  est  une  fonction 

rationnelle  de  x^  peut  se  ramener  aux  fonctions  elliptiques.' 

Car  on  peut  toujours  faire  P  =  M+Ni:/ Jd  et  N  étant  des  fonctions 
rationnelles  paires  die  x.  Considérons  la  partie 

Vxdx 

^{M  +  e:^  +  yx^) 


Si  on  fiiit  y{A+Cx^'i*yx^)^ssZy  ce  qin  donne 

il  est  clair  que  par  la  substitution  de  la  valeur  de  x^y  Vxdx  ne,  contiendra 
d'autre  radical  que  l/C^'*-^  4^>  4*  4>^^)>  ^^^^  toute  la  difficulté  se  réduit 
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à  intégrer  une  quantité  de  la  forme 

dans  laquelle  Q  est  une  fonction  rationnelle  de  z^. 
Quant  à  la  partie  -7 ,  sion&it  Y(ci^Cx^+ya:^)zs:xjr^ 

y{m  +  es^  +  yx^) 

on  aura 
J^_-^C+i/ffl-4<«r+4^) 

D'où  Ton  yoit  que  la  transfermëe  en  jr  contioidra  une  partie  rationnelle 
et  une  de  la  forme 

R  étant  une  fonction  rationnelle^  de  7^;  donc  la  formule  proposée  est  tou- 
jours réductible  aux  fonctions  elliptiques. 

m.  On  résoudrait  absolument  de  la  même  manière  la  formule .... 


fPdxy{a  +  Cx^  +  ya^)y  P  étant  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Ces  deux  cas  comprennent  la  formule  JVdxÇa+Ça^+yx^y^^^  et 

aussi  la  formule  fQdjr  {a  +  Cf -^^ 'yj^)  ^,  Q  étant  une  fonction  ration- 
nelle de  j^;  car  en  faisantj^  =  x*-,  cette  dernièfè  idevient  un  cas  particu- 
lier des  deux  autres. 

TV.  On  peut  réduire  aux  fonctions  elliptiques  la  formule 

/Prfr(«-î-Car  +  >«*-f-J^jr*)^^,  P  étant  une  fonction  rationnelle  de  a:. 
'  Cette  ^réduction'  peut  se  fiiire  de  plusieurs  manières:  et  d'abord  si  on 
fait  l'une  ou  Pautce -des  suppositions  . 

t/^(«  4.  Car +>x*  4- «^ac»)  s=  «  |^«r+ z, 

la  transformëe  en  z  sera  comprise  dans  les  fonctions  eUiptic[ue8.  On, peut 
aussi  faire  dispi^rattre  à  yolontë.Ie  coèflident  «  où  le  cordent  J^  sous  le 

radical;  .il  fcut  foire  pour  cela  «=m4-j',  ou  «sn»-f«i,  et  prendre 

pour  m  une  racine  réelle  de  Féquation  A'i^Cm'^ym^'JrJ^ni^zsso.  Supposons 
qu'on  lût  fidt  disparaître  de  cette  manière  J^y  alors  on  fora  a+Cx'^x^zsss^y 
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ce  qui  donne 

•  / 

et  en  substituant  cette  valeur  daiA  la.fi>nnnlp  prpdWlMp  »  toute  la  ^iffi^^té  se 

réduira  4  intëgoerone  diflereotielle^de  la  foutf '^^mA^_  ^^a  iSK  iiQ<^(^^ 
une  fonction  rationnelle  de  z. 
y.  On  peut  réduire  aux .  fonctioM^  ^]j|j|^jtM{ues  la  formule. .  ^ , 

/IPcbe 
y^»+Cx+'ix^  +  f:^+yx^+6^:j^':^y  ^ *^»«'»'  "°«  ^°''*i°»  W^j^nneUe 

de  a:. 
Car  si  on  Êdt  x^^^^issxZf  cette  formule  deviendra  d'abord 

ensuite  comme  onaa^ss^isdbf  i/('2'—  4}j!  ^^^  valeur  étant  substituée 
dan»  P,  te  rftûhSftf  SBW  de  la  fbrmelffdfc'WyCi'— •  M  rt  N  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  z.  Der^ilud'oil  iir 

X  —  I  ss  î±:  ac^  V/(z— a), 

Donc  toutes  les  substitutions  étant  faites,  la  formule  proposée  sera  composée 
de  deux  parties,  1  une  de  la,  forme  J  TTySHllSÂl  ^  étant  une  fonction  ration- 
nelle de  ;5)  et  Qdésigaantle  polynôme  a(j?«^3«)Hf'C(af—a)+>«^+/> 

tionnelle  de  z.  Donc Ja  toan^fi^vm^  en.  *-t^  '"fpfpp^^^  j^''  les  fonctions 
elliptiques. 

VI.  On  pourra  donô  int^prer  de  même  la  foïtaiùlej^.g^\  ,  ff[  ,^         » 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de jf . 

Car  si  on  fait  F  =  ]!^-f-rT^,  M' et  N  étant  des  foncC&tis  paifM  de  j^^ 

et' qu'on  appelle  11  le  radical,  la  partie  ^- rentrera  dànft le  bâSTprécédenf/ 

en  £usatit  ,tt:BQ  etj:^s=sia:.  Vautre  partie  ^^  se  réduit  pardU^mènt  a 
une  fonction  elliptique  en  fidsantj^  =  x.  , 


Vn.  Dn  peut  ramei&er  mît  foiiiCftions  élBptiques  la  formule /^.J^^      , 

P  étant  une  (onction  i^tionnelle  de  x,  pourvu  que  a  et  y  soient  de  même 
signe. 

C!ar  en  ^Rusant  y  ::is'mi^*H'mar^±sjr^  cette  formule  'setreuyera'oompme 
4aBs4e  pas  pvéoëdQnt. 

VIIL  Soit  pK«|pa0ë  la  fio^iide  Z  ^jTTFT^^J^Â'y  Q^Wtune  fonction 

rationnelle  paire  de  sin  ^ ,  et  i>i  ëtant  plus  grand  que  l'txïiité. 

.JPenr  xraa^iièr  iceite  fommle  aux  «fi)Bi;?6ans  ;eUiptii|ue&,  soit  .4'^^<d 
iiiss-T-7-^  on  yoit  que  9  doit  être  la  .plus  grande  valeur  de  ^.  Soit  donc 

sin9q;^9ÎnAsin<>)ry  et.c=sinA,,la  tl^nsfibrmée  sera  '^^^^J.^f,^^'  »j^y  ^^ 

.Q: deviendra  par  la  substitution,  une  fonction  rationnelle  paii^^^e^stn^f/; 
de  sorte  que  la  formule  proposée  sera  ramenée  aux  fonctions  ^elliplaqiies. 

IX. .  &  an  avait,  h  JformriiB  Z  ^/i/i  iJ^sm*  »)  *  ^  étant  positif  et  d'une 
grafnâenr^-'qiidconqne,  il  suffirait  povr  rameper  ncette  quantité  auK  fonctions 

X.  Soit  propose  la  formule  Z=j(^^^^^j^^^^,  dam  laquelle/, 

'  >  Qû($amti^sb»^fissjB^^ni^  0(  oo.prea(JUa,li'ii)4ét«rmin4e  )a,4(llliM4ère 
que  tangms-,  alors  k 'qiinlUté  j^^*^- <K>*'f H^'A nnt^'dttvUttdniide  k 
tormef/'^ds^m^^ ,  -i^on  aura  JQd^ss=i  (M  -fOSCism  4 Jcos  4^)^  >  Jtf  ^^^  I^ 
étant  des  fonctions  paires  de  sin4-  La  partie  ^^^  f^-^J^^  P^"^  ^^^  ^^'^* 
çj4ufi,i3»fiçpneUe  enifeisapt  à  ipté- 

'grer q^e4a^âîflei*eiitiiéllé  ^^^'j^W^  '« 

grale  ne  dépend  que  desTonctïons  elliptiques. 

XL  Si  l'on  a  plus'gén.é(alament' 


V/(*+ 1  co8»:f  >  »in  »  +  /  OOS^f  TJr- ffrôfÇi»*  f irj^^ 


Q  étant  une  fonction  rationnelle  de  ànp  et  coê^i^^ima^img'iÇssSy 
ce  qui  donne  sin  9=  ^x^^^  cos y  =  ^3:^^ ^lftp  =g 74,» jfr jttljiJ^ansformée 
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en  z  ne  contiendra  qu'un  radical  sous  lequel  la  Tariable  ne  passe  pas  le  qua- 
trième degré  j  elle  sera  donc  généralement  réductible  aux  fimctions  elliptiques. 

XII.  Soit z=/t,(,+tf.in.,^^(,+^.in>y)>  Q  ^t»"*  ^'^"^ «"« «>»«- 

tion  rationnelle  paire  de  sin  ^ ,  si  on  &it  tang  ^  =  m  tang  4 ,  m  étant  une 
mdelerminëe ,  on  aura  sin»  ^  =  _j-j-j^j--^j^ ,  co8«  ^  =  -_-^j-p-~-j. 

<i!^  =s  ■  ,  •  »T^co^j>>  **  ^  transformée  sera  Z  =  /— ^7^1  «l"**  laquelle 

Soil  «/?i'  +  Cm*?=a,  ou  '"•ss-— 79  on  auraRss  A+B  sin^-j^,  A  etB 

étant   des  coeflBiciens  connus;  et  l'intégrale  sera  réduite  à  la  forme.  • .  •  • 

1  yf/T^  ^  ,^ dans  laquelle  Q  sera  une  fonction  rationnelle  de  sin*4^,  ainsi 

elle  sera  ramenée  aux  fonctions  elliptiques. 

Cette  solution  suppose  la  quantité  ^  (ft-f-Q  positive;  si  elle  ne  l'était 
p^^^  non  plus  que  y  (>+  /)  qui  pourrait  la  remplacer ,  on  ferait  tout  sim- 

plement  sin  <p  =x,  ce  qui  donnerait  Z  =/^(,_,,).  v(M^i'%Viy^-^' 
et  cette  formule  où  Q  peut 'être  supposé  une  fonction  rationnelle  de  x^  est 
ramenée  au  cas  I,  dont  nous  avons  indiqué  la  solution  j  on  peut  même  sup- 
poser que  Q  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  sin  f  et  cos  (p  ;  alors 
Q  se  réduira  tou jourS'  à^la  forme  0^+  Q^  i/(  i  — «•)  9  dans  laquelle  Qf  et  Q* 
seront  des  fonctions  rationnelles  de  x ,  et  on  aura 


int^rales  qui  rentrent  toutes  deux  dans  1^  méthodes  connues. 

ao7.Nous  ne  multiplierons  pas  davantage  cea  exemples  de  réduction;  ils 
suffisent  pour  indiquer  les  substitutions  à  faire  dans  les  cas  analogues  &  ceux 
que  nous  avons  développés.  Nou^  terminerons  en  réunissant  dans  un  même 
tableau  quelques-unes  des  formules  les  plus  simples  qui  se  rencontrent  fré- 
quemment dans  l'application  des  fonctions  elliptiques. 

J  à  ~     \  9  VJl  fQ|.|jmies  principales , 
/Arf(p==E(c,*)V       . 


A 


*dp         I  Y?        c^smp  cas  p 


t  '  • 


'5    •  —  - 
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0       ■  <  • 

f^^  =  ^,  (F-E), 

-____-(F-.E)H r^-— i         ^ 

/<^  sin*  » I    ,,|y        ,,pv         »inf  co«» 

/^^=2£if  :^,Atangi(p  + F- aE, 

/Aiiip  tang*  ^  =s  A  tang  ^  4- F -r  aE ,  ' 

/a»  <?(p  =  Ç  a  8in>  cos^ 4-  î-t^ Ê  —  I  F, 

À££p  sin'  ç  =  —  §  A  sin  f  cos^  +     o>     E  4-  jû»  F» 

toutes  ces  intégrales  sont  prises  à  compter  de  ^  ss  o. 

:2o8.  Les  formules  suivantes  font  connaître  les  diffërentielles  des  fonctions  F 

et  E,  eu  faisant  varier  le  module  c\  et  celles  de  la  fonction  n  ss/t— - —   .  ,   .  ^ 

.    ,   ;  •  .    ^  ,    .  .  —  •^  ^^  +  '^ ."?  ^^.^. 

en  faisant  yari^  soit  le  module  Cj  soit  le  paramètre  n. 


-  -  I 


\  •  » 


'  d&   I 


(«H.c-)îg=^n+f.(E-^F)-^iiî^^21f,      , 

«=(i+»)(i4--). 
T.  I.  33 


358  FONCnORS  ELLIPTIQUES , 

Relativement  aux  fonctions  complètes  F*,  E^,  qa  doivie  CMume  exemples 
qui  peuvent  être  utiles ,  les  intégrales  suivantes  prises  à  compter  de  c  ;=  o. 

:i09.  lEafij^  ponr-faitqr  du  Modules  iu  medule-^^  et itciproquement , 
on  a  les  formules  suivantes  relatives  aux  fonctions  F  et  E  ; 

F  (c,^)=ai^F(C,r),C=f=^,taDç(q)«»— 1»)  =  étang (p, 

E  (c,  *)  =ri-^ E(oo,^-)-(~^F(c-,r)+^', 
F(c*,(p«)  =  0  +  *)F(c,(p), 

Les  deux  premières  formules  pçuyeat  servir  k  vérifier  un  résultat  dont  pous 
avons  &it  mention  (a(i^  9o);  ekt^s  donnent 

or  on  a  E  (C,  ^)  -  é^Ffe*,  ♦^»/^'^^e?£?<;«j  >  q""*^  '"'n*»^  P°" 
«itive  ;  de  même  sïb  f^êst  positif  depuis  ^  =:  o  Jusqu'à  ^  =  }«.  Donc  dans 

aura  en  général  "E  (à^lfy  >  (F  («,  ifO  >.  ^  ^  JwtiqJtfT  %••'«  >  ^'«>.  QS  qû 
est  le  résultat  que  nous  voulions  vâifier.  De  plus  puis(|se  /  ^  f  «^  «^  ^''' 

>fdfi'  cos»  ^°,  ou  >7  ^'  4"î  MO  a^,  on  aura  en  génëral 

E(c,  1»)>  *F(c,  <p)  +  ^^ ^-,  ^  Cf<p«  +  ^  ri»  ,^^  et  en  particulier 

E'c>Wc+.j^.J. 


IV 


CtiAtlTllE  «Xitttf.   "■  iSg 


«     .      *      ' . 


<w»ii<»<<wwwwti>^»iw<awiwiwy<<w<>w^<<Mi^^ 
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V 

Déi^eloppement  des  ^Ufférem  cas  i^mpris  dam 

Z=y^^^  P  éKiâitl  unefçnetiûih rationnelle 4é 
polynôme  de  la  forme  «  +&c*  +  >ar*+JW*. 


aïo.  JN  ous  savons  déjà  fait  voir  (art.  206)  que  cette  int^gcala  peut  toujoiu^ 
être  eipiimée  par  ded  fonctiofis  elfiptiquéSy  itiaii  fl  me  sera  pas  mtftile  de 
dërdoppier  ks  diffiéreiw  cas  ctn^prb  dana  cette  iomàà»^  coimm  netia  l'avofts 
fait  (art.  6)  pour  le  cas  où  le  polynôme  ne  passe  pas  le  quatrième  â«gy^>  ^ési- 
à-dire,  pour  fe-ûu  d&/=sd.  Now  dbtiehditms  aiilri  un  Wtam  ttombre  de 
types  qui  facifiteront  l>eaucoup  les  applications  die  la  &ndu1e  proposée. 

Le  polynôme  Q  se  décomposer  totijchom  en  frois  fircteors  r^els  de  la  forme 
fi^^^gy  oii  en  tm  &cteur  réd^*-f-g^  et  deux  acteurs  inîagînaîres  for- 
mant le  facteur  trinôme  oc^  ^^2mx^  cos  9  +  m*. 

Chaque  fccteut  réel ,  dans  lequel  on  '  peut  oipett^  tout  multiplicateur 
commun  positif,  est  susceptible  des  trois  formes  j:r^-f-ci'^,  a*— -«t%  a*— x*- 
d'où  il  paraît  suivre  qu'en  n'admettant  que  des  fccteors^iéilladâttslQ^  t^po» 
lynome  serait  susoaptîMe  de  ^7  formes  ;  mais  on  trouvera  aisément  que  ces 
27  formes  se  réduimut  k  7  essentiellement  différentes. 

D'un  autre  côté ,,  s'il  y  a  des  facteurs  imaginaires^  le  facteur  réel  qtii  les 
contient,  fwnm  se  confiner  weê  léi^trek  forkés  qtiî  6Mivt€lmefat atf  êiô- 
teur  réel,  ce  qui  fera  trois  formes  distinctes.  Ainsi  nous  aurons  en  tout 
dix  cas  à  enmioer ,  et  dai»  ebacwi  de  cnbb  c»s  il  fimdM  téÊiùùèté  Éêpkté^ 

wtsot\t$àmtîoTm\A<di^Z';^j  dms  lea^pudbt  m  d^ 

compose  la  formule  proposée ,  lorsqu'on  faîl^  comma  cela  est  touioiirs  possi- 
ble ,  P  =:M+Na;,  M  et  N  étant  dé» fonctions  titknmallw de  a:*. 

33.. 
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Cas  I".      Q=  (a:*  -I- «•)  (x*-^ amx'  cos 9  +  wi*).    Limites  f  "Z.^ 

au.  Pour  avoir  l'int^rale  Z'  =  /^q  ,    soit  xz=:  a  tang  %[/  et  ensuite 
sin  n|/=^,  ce  qui  donne  immédiatement  oc^  =     _     ;  soit  en  même  temps  : 

A  y/  ^  *       û   I       a\  N       **cos'6  — m  ^         «•sine 

A  =  ^/(a*— 2/iMt*cosH-|-  m*),  cos  aAss j ,  sm  &a  =  — ^ — , 

on  aura  pour  première  transformée  Z'  =/^( ^ V  +  ^A^ts  2A  .  ^y»  +  m')' 
dans  laquelle  M  est  une  fonction  rationnelle  de^.  Soit  ensuite 

7=sv^j.tengi(p,  c«=8m»X  =  i  — (^ 2: ), 

la  substitution  de j^  =:  -j  tang*  -î  ^ ,  ou  directement  par  celle  de 

JC*  =  1 — ^  ^u~cos^j —     j^  quantité  M  se  changera  en  M'+  M'  cos  O , 
A  —  m+(A  +  7»)cos^'.^  °  '  ^' 

Mf  et  M'  étant  des  fonctions  rationnelles  de  sin*  ç  j  donc  on  aura  cette  trans-r 

formée  finale 

"^  ai/An»  y  V/(i  —  c»  sin»^)  "*"  2{/AmJ  {/{i  — c»8m*f)' 

La  seconde  partie  s'intègre  par  arcs  de  cercle  et  par  Ic^arithmes  en  faisant 
c  sin  9  =  sin  0»  ;  la  première  partie  dépend  des  fonctions  elliptiques  dont  le 
module  est  c.  .    ^  . 

Au  reste  on  peut  observer  que  l'amplitude  ^  ne  croit  pas  indéfiniment , 
car  la  plus  grande  valeur  de^  étant  i ,  ^  ne  doit  pas  surpasser  la  limite  dé- 

A 

terminée  par  l'équation  tang  -:  f  =  v/— . 

Venons  maintenant  k  la  seconde  formule  Z'  =  f — ^,  nous  ferons.  •  • 
oc^zrzjr^  —  eL\  puis 

=  v/(ot*  —  3/iMt*  cos  H  +  m*) ,  cos  a/i  =: j ,  sm  a/ti=  , 

*  * 
et  nous  aurons  pour  première  transformée  Z"  =  1   ,,  ^  , — i — "^ ;  ,  ,,v; 


Soitensuite^=  V/A.tangiû),  ;t  =  sinAt,  om  h^  =  \  ^  (^^^^f^Y 
on  aura Z" isz  — -==  .  /  — — —     .  /.  :  et  comme  N  eft  fonction  dé  r* ,  on' 
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pourra  supposer  N.=  N'  +  N"'-cos  «,  N'  et  W  étant  des  fonctions  ration- 
nelles de  sin*  etj  ce  qui  donnera .      ' 

La  première  partie  est  intégrable  par  les  fonctions  elliptiques ,  la  seconde 
Fest  ^ar  arcis  de  cei'cle  et  par  lô'garithmes.  .     '  •     • 

Remarquons  que  les  modules  c  =  sin  A-^-^-s^^vsîn/t^  sont  tels  que.  •. 
A  *|-  A^  =  90^  +1^9  c'c^^  1^  seule  relation  qu'ils  aiçnt  entre  eux  ;  car  d'ail- 
leurs ils  n'appartiennent  pas  à  la  même  échelle. 

Cas. IL  Q=:(ct^—ai^)(x^  +  2mx*cosi^m^).        limites!*^''' 

313. SoitJ?s3ttsm\I/>onaura777^=    .PA^^    ^  i  Jl^a —     ^^  *. — i"7~î — rît 

•  •  '  ' 

A*  =  a*  +  amflt^  cos  8  +  m*,         - 

^         '«■  CCS  $  +m     .       ^        ce*  sin  I 

cos  3  A  = T f  sm  aA  =     .     .      » 

»  •    -    ■    '  •  *         -    » 

Soit  ensuite  tang4  ^=*\/t  •  tang|  f ,  c*=sin*A  =  i  — |  .       ^^.  y 

on  aura  la  transformée  Z'  =  'j./.    >  /  ,..    ^7.'V  v*  Et  comme  on  a 

3V/(A7»)j    V/(i — c*sin*^) 
x'  :?=.«>*  sib*  4  s=»  — 7 — -*'^i\7'?^    I   '    ^N  î  sî  on  substitue  cette  valeur  de 

jc^  dans:  M,  le  résultat  sera  de  la  forme  M  =  M'  -{-  M''  cos  ^ ,  M-  et  M'  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  sin*^  ,Sce  qui  donnera  finalement' < 

"^  2  i/Ârô  J  1/(1  —  c*  sin» 9)  "^  2  ^/i^î  J  V^(i  — c*  sîn*  ^)  * 

La'pfemière  partie  dépend  des  fonctions  elliptiqui^.dont  le  inodutè  esl  Cy-Ia 
seconde  est  int^rable  par  arcs  de  cercle  et  par-k^antinnès,  C^  int^rales 
s'étendront  depuis  j:  =  o  jusqu'à  x^=eLj  ou  depuis  f  =  o  jusqu'à  *^  =  ^; 
par  conséquent  si  on  veut  avoir  l'intégrale  complète ,  la  seconde  partie  de- 
viendra nulle  et  il  suffira  de  tenir  compte  de  la  première. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  seconde  fbrînulQ.i2^'^=;5  /  —g-  •  si  on  &it 
toujours  x,:s9€t  sin  ^  >J>^  ^ura  pour  première  transformée  .  ^ 


Z 


"-/i 


ùtSd^^  sin  ^ 


!/(«♦  sijqfl ^  +  anM^cos 8  mn* ^  +  i»*)' 
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Soit  ensuite  cos^p^j',  on  aura  P'^'f  y^j^.^.^^^%1^^^^ 

A*  W I** -h  a^»»*  co$  fl  4»  W, 

Soit  enfin  ^  =  ^çoti  a»,  ce  qui  d()9Mre directemei^ 

siVmfBktk^mi/Am  *^gf+''''ty*P,  Hâfl'^B)^«M«i,  on  «ira 
pour  dteraière  trsflslbmiée 

La  seconde  intégrale  ne  dépend  que  ^es  arcs  de  cen^  et  des  l(^rithmesy 
la  première  s'ejqpfknefa  par  des  fonctions 'tlliidîq^  éfsoX  le  moddb  est  k. 
Au  reste  les  modules  cssinX,  Ârsssinfc,  ont  entre  eux  cette  relation 
A+f6=^(7r  +  6),  oqmfliie ; dmis  k  CHS  L  fi:  ftut  observer  aussi  que 
l'amplitude  a»  croit  depuis  la  valeur  asp^i?  déterminée  par  FéquatiQn 

tangjbss-ï^— ,  jusqua  û^ssitt. 

Cas  m.  QM*••^«^)t«*^»W^••^^)» 

ce  casiM  mmèna  au  pyéoWetit»  en  fiôsanl;  m^zsi. 

Cm  IV.    .    Qw(^+<(x*+fi*)(a:-+X).      Lknitet  |J2« 

ai3«  IioiiituppMBMks|pi«Ie»£u3teuca  sont  écritadanaroriredolcar gtaii*» 
deur,  de  sorte  jfaW  ait  «<€  et  €<>•  Soit  JCifi9si€itattg4r  tt  enraUe 

sin  4/  =J^,  OIS  lûl|t  d'un  ooup  or*  =  *^3>  on  aura  —j^  =s 

^  ^iîf  11         y  si"  ^  ,  „  •y  sin*  y 


a^» 


^«PlJrr:;^^  *^«?(îrr?5^  on  au«  z  g^^^^^.^^.^.^^^^^;,^.^;^^. 

Et  cotnme  dans  ce  cas  M  est  une  fonction  rationnelle  de  sin*^,  it  n'y  a 
pas  lieu  de  partager  cette  intégrale  en  deux  autres  ^  on  remarquera  seule* 
ment  que  la  valeur  de  ^  ne  peut  s'étendre  que  depuis  f =o  jusqu'à  k  valeur 

de  ç  qui  dosnie  sin^^garT   ,       ^^  tos  ^«ar  -. 

Venons  maintenant  à  la  seconde  £brmule   Z^  sa:  j  -^^  ;   ^   oa   fiiit 
a:s=atangx|/,  et  iSMmla  cbs^aça^jj^^p^^ 


tmsnBEJXXBL  a63 

tmmâtfnà    .    . 

dattâ  kM|aelle  N  C||àLiifi  fonctimi  de  x^^  deviendra  Hmatkm  de  sin^o»  par  la 
subslîlàttion  j:*:of  |K^**«^>Uiig^  Oi-^ert.  Cette  nôinreirii  tol^rale  s'étendra 

dqpwîi  tpMli^^.^s^ ^Ê^'ï^êrTCj^aa  «m^  «F  ^>  ia«ViK>'i^  ^saR|«>  valeur»  qui 
répondent  M»  limites  #cs:a^:4;HBÇDi<  ..    .  . ,  «^     .     . 

•       •        •  .  • 

Soit  ensuite  tang^  *^OTjqpa*«»g*r  *  *'<=  »*($+»)>  **  ^  soppoae 
7^  f ,  on  aura 

.  .  »!/(#•+ 6»i/  1/(1 -^c»  »«•«>' 

€>  J»  vateug  dq ^  à  iulwttoiir  .^Wi  M  ma  a:^gt:/L  >  un^v 


Poorerroir  far  secbnde'mt^gtîife  V^^J 

Mm^J9omme  il  coii^ieub  de  reodre  l'iot^gcalè  jpoisitlTe^  oor  &ca^  tuivant  k 
formules  connues,  sin  ^ s  ^.   ^^^^^^>^. ,  ce  qm  douM  .jtowtrawnt.. 

«•  =  a*  —  ^7^5^^^  et  W  ^wmifiwiiée  finale  «m 

'wm  I  r         Vdm 

Cette  mf^grale  s'étend  depuis  la  valeur  de  â»  qiu  d 
jusqu'à  âis^^y  valeurs  qui  répondpit  atii  finîtes  4 

ce  cas  se  ramène  au  précédent  en  faisant  jp  ss  -  • 


C 


Cas  Vn.  Q»(«^^rfj f;t*-^€')  (•^H->T. 

3i5.  Où  suppose  que  C  eM  bfkflp gn»èef  dwdMK  yiMtilÉr  «  *  l(,  i 
dFirprè»  eelt»  sappoeitmi  l'étaBdtte  de  Knlégmle  owMfwwiii  Jbpc  fwrtiii 
l'iyie  depuis  «  ss^  junrffc  ^v«^  VaMii^  dbpw  jrô^C 


:a64  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Dans  la  première  partie  nous  ferons  x  =z  a  sin^^y   puis  tang  «^  = 

la  valeur  de  iS^  ^substituer  dans  M  étant  or»  ==-^^2llî^;fc.}îC^     inté- 
grale  s'étendra  depuis  ç = o  jusqu'à  ^  =  y ^.  »  •  -:   . 

Dans  le  taème  cas  on  auraj^TT^  =  ;>rA      ..    >■    »*x  /.yTti    %     » — tîv 

Soit  cos^^/s=^^^"^    'cos^,  ^^P=ij.^,  on  aura 


I      » 


la  valeur  de  x^  à  substituer  dans  N  étant  a:*s=a*  — (^*  +  a*)  cos*^. 
Les  limites  de  ^  seront  cos^s=    .^  Ti  ^>%  ou'tàng  Ç  = -,  et  ^ss^tt. 

Considérons  en  second iiëù  le  cas  où  la  variable  x  s'étend  depuis  xiss^Q 
jusqu a  a:  =  00.   Soit  jc  =  — -r ,  'ensuite  sm  ^  =  y  ^^    ^      <  coso*,  . . . 

Pour  rendre  positive  cette  intégrale ,  soit  encore  cos  0*  c=  ..  _*^  *  >  \» 
on  aura  finaleinënt     -       ■         -  ,     . 

fl/Cv* +  ••)•/ 1/(1  —  c»  sin*  ♦)  » 

et  la  valeur  de  a:*  à  substituer  dans  M  sera' a:*  =  «  i  '  ~  ,^.  t^.  Cette 
intégrale  s'étend  depuis  ^  =  o  jusqu'à  la  valeur  dé  f  qui  donne.  •  •  • 
sin(p=y/(^±îl),  ou  tangÇ)=:g.  ,,  •     . 

Pour  avoir  l'autre-  intégrale  on;..fera  jc^s:?  6'  +  (  C*  —  «•  )  tang^  a, 

Ifint/égrale  ayant  pour  limites  0^=0,  61  =  7 tt.    ; 
.  On  voit  que  les  modules  cet  k  senties  mêmes  dans  les  deux  parties  de 
chaque.iut^rale,  et  les  formules  entièrement. semblables. ... 
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Cas  VllI.  Q=  (a:»  —  a*)  (^•— x*)  (x'  +  >•) ,  hyp.  ff>a. 

a  16.  L'hypothèse  contraire  «>^  ne  donnerait  pas  une  forme  différente 
parce   que  alors  le  produit  (a:*— a*)  (^•  — or*)  devrait  être  remplacé  par 

Pour  avoir  l'intégrale  Z'  =  /  — 7T>  soit  a:'  =   .  .  tJ\nt — ri  ? 

^*  =  P^MT?)'  *  =C#+^'  ''''  ^""'^  ^^  transformée 


7/—      '       r     ^"^ 


où  la  variable  ^  a  pour  limites  ^  =  o,  ^  =  ^  'tT. 

Pour  avoir  rautre  mtégrale ,  faisons  A:» =-5-7-^, a:*  =  ,  _'|^  3^^%  ^  ?  ^^^us 
aurons 

les  limites  de  cù  étant  ^  =  o ,  a»  c=  ~  ^. 

Cas  IX.      Q= (^—  «•)  (or*  —  C*)  {cc^ -*>') ,      hyp.  ot<e,  ^<>. 

217.  Il  y  aura  alors  deux  parties  à  considérer  ^  l'une  depuis  x^ss^a  jusqu'à 
xz=iQy  l'autre  depuis  x^=^y  jusqu'à  x  =  c». 

Soit  I^^  =  ,>3ia>y  +  ^cos>^^^  =  C^X^ 

«, rMcfa 1  r  Mflg^ 

^  "^7  V^Q  ~  f  !/(>*  -  «*)J  1/(1  -c*sm»f)  ' 

les  limites  de  ^  étant  ^  =  o ,  ^  =  ^  'tt. 

Pour  la  seconde  intégrale ,  soit  x^  =  a*  cos'  «4/  +  ^*  sin'  4/ ,  k^  =^a;irv» 
on  aura 

^  "7    V/Q    ~  l/(y*— *»)Jl/(i-it*sîn*4')' 

le»  limites  de  -\>  étant  encore  «xj-ssso,  «4/:=^^.  -  - , 

a".  Les  limites  de  x  étant  ar  =ss  7 ,  ar=  00  ,  soit  d'abord  a:  =  —s  et  en- 
suite nn  «4/  =  ^    g~      tang  »,  ou  immédiatement  a*  =  g.^  .  ,;p!  ,  , 

7'—  I  r  MA> 
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les  limites  de  cù  étant  fie)  =  o,  sin  û»=  -. 

!  > 

Pour  avoir  la  seconde  intégrale ,  soit  ar*  =  j^*  +  (>*  —  €^)  tang*  ^ , 

A:*  =  -T ; ,  on  aura 

y*  —  <t*  ' 

les  limites  de  ^  étant  encoi'e  ^  ==  o  ,  ^  =s  4  ar» 

Cas  X.  Q  =  (jc«  —  a*)  (a;*  — C*)  (>•  — Jf). 

a  18.  On  suppose  *  <^  et  ^<>^  ce  qui  donne  lieu  de  considérer  chaque 
intégrale  dans  deux  différens.  systèmes  de  limites. 
Soient  I  \  les  limites  art=  o^  xc=  «,  ou  Q=:  (ce*  — «•)  (6^ — où^)  Ç>'— ^), 

on  fera  x  =  «t  sin  4»  P^  ^ang  %[/  =  w/^^  >x  1  ou  tout  d'un  coup 

o:*  =   ^  ^   , — ~,  c*=;^-t^ Tt,  et  on  aura 

y*  •—  tf* 

Sok  de  Bocnreau  a:* ca «•  —  (j.*  —  a*)  cot^û^i  A*s=s^_^^|  et  4»n  awa  la 
seconde  intégrale 


Les  limites  de  co  sont  cos  é»  «eb  -,-«>  =  -j-  -ar. 


Soient  a*. les  limites a?=  6,  jg=^,iOBf<8raj:^s=^  »— c*fr  "^>l    >  ••  *• 
è*  =:  >^S7^^  .( ,  €ft  (m  nura  la  première  intégrale 

CV(y*  -  ^)J  V^  -c*  ftû*4.)'  U=i«-. 

Soit  ensmte  a:*  = ^".  ^^-Z ,  A^=^t — ^r ,  on  anua  la  seconde  mte- 

grale 

■"  v(9^*  -^  V  i/(»  -  *•  ««*  0*  U=i--. 

laig.  Ayant  ainsi  résolu  les  différens  cas  que  peut  présciiler  la  fiuinule 

— ^,  dans  laquelle  P  est  luie  fonction  rationnelle  de  x  etQun  polynôme 

de  la  forme  et  -f-  Cx^^yjd^  -^  ISix:\  nous  poutons  appliquer  ces  solutions 
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à  la  formule  générale  ("vT  ^^^^  laquelle  R  est  un  radical  de  ki  tbnsfi 

\/{tt  ^Cx  +  yx^  +  ^x^  +  ur*) ,  sans  être  oUigé  de  feire  les  transfor- 
mations indiquées  (art.  4)*  En  effet,  si  le  polynôme  du  quatrième  degré 
flfc+  ^:r+  yx^  -H  etc. ,  a  un  facteur  réel  du  premier  degré /*+  gx  ^  soit 
ce  facteury+g'jcssjp*,  et  le  polynôme  exprimé  en  j?*  n'aura  pas  de  terme 
constant.  Cette  opération  étant  censée  faite  d'avance ,  pa  pourra  supposer 
et  =  o ,  ce  qui  réduit  R  à  la  forme  ^{^x  +  y:x^  +  i'X^  +  «?♦).  Mainte- 

-^—  devant  être  considérée  pour  toutes  1^  valeurs  de  jr, 

on  pourra  supposer  pour  les  valeurs  positives  x  s:  j*'  et  pour  les  valeurs 
négatives  xs:**-j^*;  deux  cas  qui  doivent  être  traités  séparément. 

Soit  a?  =  ^•,  alors  P  deviendra  une  fonction  de  j^%  et  en  faisant. . . 

Q  =  C  H-  yy^  +  Jy*  +  é;^*  ,  on  aura  l'intégrale  /  —j^  qui  sera  comprise 

dans  les  dix  cas  dont  nous  avons  donné  la  solution.  U  ep  ^rait  de  même 
de  l'intégrale  prise  dans  le  sens  négatif,  où  il  faudra  faire  x  =;=  -—7'*,  et  qui 
dépend  toujours  des  mêmes  formules. 

2^0.  Le  seul  cas  qu'on  ne  peut  traiter  par  cette  voie  est  celui  où  le  poly- 
nôme du  quatrième  degré  sous  le  radical  n'aurait  que  des  fiaicteurs  imagi- 
naires. Alors  aous  pourrons  supposer  R'  ^:  (  a*  +  aoar  cos  0  +  a:*  ) . . 
(€•  +  ^^x  CO6  A  +  «•). 

Dans  ce  cas  il  faudra  recourir  à  la  métliode  ordinaire  pour  fiiire  dispa- 
raître les  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  radical.  Soit  pour  cet 

effet  X  =  ^XI?  ^  il  fiiudra  satisfaire  aux  équations 

a*  4-  a  cos  8  {jf)  ^q)^pqz=i  o, 

d'où  l'on  tire 

'^''■^«cosfl  —  Ccosa''^""      «cosI-^CçppA 
Soit  pour  abréger 

/•  c=  a*  +  €•  — .  a<tÇ  ços  (fl  +  X), 
g^  =  a*  +  C*  —  2a€  cos  (8  —  A), 

on  déduira  des  équations  précédentes  p  '^q^s  ^^^j^  ■ ,  et  &isant 
encore  0tcos9 — C  cos  A  =  ^,  on  aurai      -  *  ;         *' '  '       "^ 


Îj=^Jk^ç^t=£M^, 


34.. 


aeS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Cela  posé ,  la  substitution  de  la  valeur  de  x  donnera 

R*  (I  +z)<  =  (M  +  Nz^  (A  +  Bs»)  ; 
on  a  d'ailleurs  séparément 

(i  +  z)'  (a*  H-  3our  cos  9  +  or»)  =  M  +  Nz* , 
(i  +z)*  (^*  +  :i&x  cos  A  +  jc*)  =  A  -|-  Bz'  ; 

et  si  l'on  fait  successivement  z  =  o ,  z  =  oo ,  valeurs  qui  correspondent  à 
X  ^=^p  y  x:=z  q  y  on  aura 

M  =  a'  +  iitp  cos  fl  +  ;?',     A  =  ^*  -|-  aCp  cos  X  +  p^^ 
N  ==  *•  +  nctq  cos  fl  +  7%  '   B  =  €•  +  aCy  cos  X  +  7', 

ce  qui  fait  voir  que  ces  quatre  coefliciens  sont  toujours  positifs. 
On  a  encore  sous  une  autre  forme 

M  =  (;?  +  a  cos  0)  (;?  —  7) ,     A  =  (/?  +  ^  cos  A)  {p  —  y), 
N  =  (^  +  a  cos  9j  (7  — p)y     B  =  (7  +  ^  cos  A)  (q  —  p)i 
de  là  résulte 

MB  =5—  {p  —  qY  (pÇ'^p€  cos  A  +  ^acosfl  +  a^cos8  cos  A). 

Substituant  les  valeurs  pç  =  — A j ' ,  p  = j — -- , 

7  = ÏJ— "^î  on  aura 

MB  =  i  (;? — y)»  (^^  +  a*  —  2a€  cos  8  cos  A  dbfg). 
Mais  C* +  a»—2a^  cos  fl  cosA  =  t(/'+^*))  doncMB=^(;?— y)»  {f^g)^ 
On  aura  semblablement  NA  =  ^  (;9  —  y)*  (y^:^  g')*. 

On  peut  prendre  à  volonté  le  signe  ambigu  provenant  de  la  valeur  de 
^  —  ^;  si  on  prend  le  signe  supérieur^  afin  que  MB  soit  .le  plus  grand  des 
deux  produits  MB,  AN,  on  aura 

-g-  étant  réduite  à  la  forme 

z=(y~A')/^[(M+Nff(A+Bôi'  °°  ^^^"  ""=  v/b  •  ^g^^ 


•  \  « 
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~  /+^J  ^/o~<^8'n»^)• 


ll  convient  que  la  variable  ^  qui  remplace  x  crokse  en  même  temps 
que  X  ;  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  q  ^^  p  e&X,  positif;  et  comme  nous  avons 

^  —  ;?  =  g      ^2^ g ,  cette  condition  sera  remplie  en  prenant  pour 

Q  cos  A  le  plus  grand  des  coefficiens  Q  cos  X ,  a  cos  9 ,  afin  que  la  différence 
C  cos  A  <—  flt  cos  0  soit  positive. 

11  restera  à  substituer  dans  P  la  valeur  x  = ^^j ,  et  le  ré- 

i+y/g.tang^ 

sultat  sera  toujours  de  la  forme  P  =  P'  +  P''  tang  ^,  F  et  P*  étant  des 
fonctions  rationnelles  de  tang*  ^,  ou  de  sin*  ^  ;  on  aura  donc 

/+ér  J  î/(i  —  c*  sîn'^)  "^7+^7  v/(,  _c- sin»rt' 

La  seconde  partie  deviendra  rationnelle  en  faisant  i  -—  c^  sin*  ^  =  or*  ; 
quant  à  la  première ,  elle  dépend  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module 
est  c. 

La  solution  précédente  n'aurait  pas  lieu  si  on  avait  cos  6  =  f  cos  A  ; 
mais  alors  la  substitution  j:  -(-  et  cos  0=  ^ ,  suffirait  pour  faire  disparaître 
•le  second  terme  dans  chaque  facteur  de  R*,  et  la  formule  serait  ramenée 
au  cas  IV  de  l'art.  6. 

Il  ne  sera  pas  inutile  d'ajouter  ici  un  exemple  numérique  où  l'on  trou- 
vera l'application  de  plusieurs  de  nos  formules. 

Exemple. 

221.  Soit  proposé  de  trouver  l'intégrale  Z  =  /,.|.  , — ,  ^^t  ^, — ^  ,^  . — r;* 
En  supposant  d'abord  j^  positif  on  fera  /  =  ;r*,  ce  qui  donnera 

^J  |/C(i  +*•)  {*  +  *»)  (3  +  *^]  ' 

cette  formule  se  rapporte  au  cas  lY':  faisant  donc  a*  =  i ,  f  *  :=:  a ,  ^*  =:  3, 

onaurac^ssl,  A'cs^J,  c=s  sinôo®,  a:*=  — -^^r^  ,    et  la  transtbr- 
mée  sera 


y r    3  sin*  ^  ûSç 

"^J  2  —  3  sin'  p  *   |/(  1  —  o*sm'^ * 
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11  se  rencontre  ici  une  fonctîoa  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est 
négatif  et  plus  grand  que  l'unité;  cette  fonction  devra  donc  être  transformée 
par  la  formule  de  l'art.  Sa  y  et  on  aura 

Dans  cette  nouvelle  formule  le  paramètre  —  \  étant  représenté  par  -—  c* 

sin*  fl ,  on  a  sin*  8  =  f  =         .  ;  donc  2F6  rs  F*€?.  Donc  par  la  formule  du 

n**  55 

n(-i)  =  lF  +  ilog(^-^!°t"^^V 
V       •  '        •        I    •      o  ^2^  -f-  sin  ^  cosf / 

Ainsi  l'intégrale  Z  se  réduit  à  une  fonction  de  la  première  espèce,  et  on  a 
simplement 

Les  limites  de  ^  sont  ^  =  o ,  sin  ^  =  |/ j  ;  dans  cette  dernière  limite  qui 
répond  à  :r  =  00 ,  on  a  2A  =  tang  ^  ;  ainsi  Z'  est  un  infini  logarithmique. 
En  second  lieu  supposons  j^  négatif  et  soitj^=:  —  x*,  nous  aurons 

dans  cette  int^rale  il  fiiut  considérer  deux  parties ,  l'une  depuis  x  =  i 
jusqu'à  a?  =;  V^2 ,  l'autre  depuis  x  =  |/3  jusqu'à  x  =:  qd  . 

Pour  la  première  partie  soit  x  ==   —r  et  sin  4/  =  v^  ^ .  sin  ^ ,  ou  tout 
d'un  coup  X*  :^  —33^  ■  ^    ,  la  transformée  sera ,  en  faisant  toujours  c* = | 

z_  r ^ 

Nous  retombons  ainsi  sur  la  fonction  de  troisième  espèce  FI  (— •  ~)  qui  se  ra- 
mène immédiatement  à  la  preoièi^  espèce ,  de  aorte  ^'on  a 

z  =  I F  («,  i>)  +  i  log  (2^^4ii.2îi\ 

Cette  înt^rale  s'étend  depuis  x  s^  i  jusqu'à  x  es  f/a ,  ou  depuis  ^ss  o 
jusqu'à  ^  5=  7  ^  ;  dans  cette  dernière  limite  on  aura  l'intégrale  complète 
Z*  =  I  F'c. 

G)nsidérons  enfin  la  seconde  partie  de  l'intégrale  qui  s'étend  depuis 
PC  =  v^3  jusqu'à  x  ss  00  ;  alors  la  quantité  sous  le  radical  étant 


4» 
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(*•— i)  (j:*  — a)  (ar*  — 3),  si  on  applique  les  formules  du  cas  IX,  on 
aura  e*  =  | ,  ar*  ==  -; — ^  .  ^    ,  et  l'intégrale  cherchée 


y C  dm Ç  I  cfe 

OU  ^— ^Jv/(i— c*  «»••)•/ Ji  —  |8m«#  •  l/(j  — c»5m»*r)- 

Par  les  réductions  déjà  inxliqpiées  on  a 

et  enfin 

•      \  >    /   i       o  aA  — tanj^       •   ^^  xû  ^~  «y» jr  co«>» 

Cette  formule  s'étend  depuis  «»  c=  o  jusqu'à  an  <#  s=  v^f ,  et  dans  cette 
dernière  limite  elle  devient  un  infini  logarithmique. 

222 .  L'intégrale  proposée  ^e  détermine  comme  on  jKqit,  dans  sts  diflërentes 
parties,  par  les  seules  fonctions  de  première  espèce  jointes  à  des  quantités 
logarithmiques.  Mais  je  remarque  qu'il  aurait  été  possible  de  trouver  cette 
intégrale  d'une  manière  lieauQoup  plus  simple. 

En  effet  ;si  on  écrit  la  formule  proposée  de  cette  manière 

7_  r y^ 

on  voit  imméSatesient  que -pour  fioredispacaître  les  puiaMnees  impaires  de 
'  la  variable  sous  le  radical,  ^  suffit  de  faire^  s:^  (a7< —  3),  ce  qui  donnera 

Jv^K*»- !)(*•- 9)] 
ou 

La  première  partie  s^intègre  par  logarifihmes  ,  et  4a  seconde  par  une  fonc- 
tion de  première  espèce ,  de  sorte  qu'on  parviendra  tout  d'un  coup  au  ré- 
sultat que  nous  n'avons  pu  trouver  par  l'autre  méthode  qu'après  plusieurs 
réductions. 

Dans  ces  dernières  formules  il  fendra  considérer  deus  parties ,  l'une  de- 
puis X  =  o  jusqu'à  or  =  I ,  l'autre  depuis  x  =  3  jusqu'à  xzsico. 

Pour  la  première  partie  le  radical  sera  i/[(i  —  ^*)  (9  — ^)]>  et  on  aura 
d'abord  ^ 


a-a 
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Poui  a\oir  l'autre  integraley  ^^^_^^^^_^j,  soit  jr=siii  ?",  e'=i, 

_"J^  .  ^  ,^  =  F  (c*,  ^•).  ?îous  indiquons  ici  par 

c^  le  module  de  cette  nouvelle  fonction  •  parce  qu'en  partant  du  module 
c  ==  -^  v^3,  dont  le  complément  6  =  7,  le  terme  suivant  de  Téchelle 

c*  =  "^/  =  î  >  ^û  ^^^^  donc  Fînt^rale  cherchée 

CJette  intégrale  s'étend  depuis  ^  z=  o  jusqu'à  ^  =  -^  7 ,  ainsi  l'uilégrale 
complète  sera  Z*  =  F'c*  + 1  log  3*  Cette  même  întégrale^rrespond  à  l'in- 
tc^ale  en  jr  prise  depuis  J^  =  —  |  jusqu'à  J'  =  —  1  • 

Venons  enGn  à  la  seconde  partie  de  l'intégrale  prise  depuis  x  = 


3  jus- 


qu'à X  s  ce ,  alors  on  aura 


yj/(**-i).|/(x*-9)  —  *^  V 


|/y-i)+i/(4^-9) 


1/8 


)• 


Pour   avoir  la   seconde   intégrale  f^^^_,^^^\^__^y  soit  x=-5^, 

c»s=i,  elle  deviendra --y^^^Y^3^^jj^r^  =  —F(c»,4)+F'c«jonaura 
donc  l'intégrale  totale 

z=i.6(*''--'y-i")+''('^>4)-f'^-  . 

Cette  intégrale  s'étend  depuis  x=:3  et  ^(/=î=i^^,  jusqu'à  J7  =:  oo  et 
4/  =  o.  Elle  devient  donc  encore  un  infini  logarithmique  dans  la  seconde 
limite. 

Les  eipressions  que  nous  avons  trouvées  par  la  première  méthode  sont 
moins  simples  que  celles-ci;  mais  il  n'y  a  pas  de  doute  qu'elles  ne  donnent 
le  même  résultat  pour  Tintégrale  prise  entre  deux  valeurs  données  d^jr. 


\  . 
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Sur  le  développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries. 

2^3.  XL  peut  être  nécessaire  dans  plusieurs  cas,  surtout  dans  les  pro- 
blèmes de  Mécanique,  d'exprimer  par  la  seule  variable  ^  les  fonctions 
elliptiques  dont  ces  problèmes  dépendent.  Alors  le  développement  se  fera 
de  la  manière  ordinaire,  mais  les  méthodes  précédentes  serviront  toujours 
à  simplifier  la  détermination  des  coeiliciens. 

Considérons  d'abord  la  fonction  F=  /  ^,  et  supposons 

-^  s=  A  —  aAj  cos  a^  +  4^.  cos  4^  —  6As  cos  6(p  +  etc. ,  - 

,U  s'a^t  de  déterminer  les  coemciens  A,  A,,  A.,  etc.  Pour  cela  soit 
c'  =  — r-r  1  on  aura     • 

A-  =  ,-c«sm-<p  = ^^i^^ , 

donc  si  on  fait 

P  =  I  —  i  c*  e»#  v'-  »  +  i^  c*>*  e4*  %^- »  —  li^  ^os  ^  ^- 1  +etc., 

Q  =  I  — i  c«  e-»f •-i  +  i:|  c**  c-4^v'-i  _  li|i|  ^os  ^5-6tv^-i4.etc., 

on  aura  —  =  (  i  +  c*)  PQ.  Tout  se  réduit  donc  à  multiplier  -entre  elles 

les  deux  séries  précédentes,  pour  former  successivement  le  terme  con- 
stant et  ceux  qui  contiennent  COS29,  cos  4^9  cos 6^,  etc.  On  trouver^ 
ainsi,  pour  les  coefficiens  cherchés,  les  valeurs  suivantes  dont  la  loi  est  facile 
à  saisir  : 

A  =  (. +C.)  (.+(J)-^S- (^c-4+ (i^)V«4-etc.), 

A  =  i±^  ('i  c» -*- i    —  c»» -*- —     i:^  c«» -4- etc  ^ 
A.—      j      V,*  ^^  ^- »  •  a.4 ^    ^2.4*^4:5       "t"®^®-;» 

T.  I;  3^ 
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.  i+c"/i-3    „,   ,    ,     1.3.5    ..    .    1.3      1.3.5.7    -,    ,      .    \ 

A   —  '+«^/"'35 -.»    1    .     '-3.5.7     s    1    '3      1.3.5.7.9  \ 

^»—      3     U.4.6^    ^••2.4.6.8*    ^2.4  •  2.4.6.8.10*    -t-eit.^, 

A   —  i+gYi-3.5.7^       ,     I.8.5..9  „,  .    i.3    i.3  5..  11      ,  \ 

'^<-"      4     V2.4.é.8'^^**  2.4.6    10*    ^^  7:^*2.4.6..  12*    ^-etc.^, 
etc. 

De  là  on  voit  que  Ja  suite  A,  A,,  aA.,  3As,  4^4»  etc.,  décroit  cooti- 
nuellement  de  manière  que  le  rapport  d'un  ternie  au  précédent,  approche 
de  plus  en  plus  de  la  limite  c",  le  décroissement  étant  plus  rapide  dans 
le  conuacocemeat  de  la  suile.  On  voit  aussi  qu'en  appelant  N  le  coeffi- 

^***^*     /g >  ^®  valeur  du  coeiEcient  A«  sera  toii)Ocnrs  comprise  entre 

i±£  N^.  et  1±£ .  î^. 

L'usage  des  séries  précédentes  sera  d'autant  plus  avantageux  que  le  module 
secondaire  (f  sera  plus  petit;  et  comme  la  valeur  c^s^,  répond  à  un 
module  primitif  c  =  f  v^:a  =  0*9428;  on  pourra,  tant  que  c  ne  surpas- 
sera pas  cette  limite,  employer  ces  mêmes  séries  pour  calculer  les  valeurs 
des  coefficicns.  Mais  si  c  était  plus  grand  que  la  limite  qui  vient  d'être 
fixée,  alors  c^  devenant  plus  grand  que  j,  les  suites  seraient  peu  conver- 
gentes; voici  dans  ce  cas  le  moyen  qu'il  conviendrait  de  prendre  pour 
calculer  les  coefficicns. 

2:24*  ^^  ^^  multiplie  successivement  les  deux  membres  de  l'équation  sup- 
posée par  d^y  r/^cos24>,  d^cos^^^  et  qu'on  prenne  de  part  et  d'autre 
l'intégrale  depuis  ^=:o  jusqu'à  ^ss^sr,  on  aura 

A.^=/^,  A.:=/-=^22,  aA..  =  =:/^î^,  etc. 

Ainsi  chaque  coefficient  peut  se  déterminer  en  particulier  par  une  inté- 
grale définie,  et  toutes  ces  intégrales  ne  dépendent  que  des  fonctions  com- 
plètes F*,  £*,  qu'on  sait  évaluer  dans  tous  les  cas,  avec  la  précision  néces- 
saire. 

Les  deux  premiers  A  et  À.  sont  ceux  qu'il  importe  d^  déterminer 
le  plus  exactement;  ils  se  trouvent  par  les  formutes  -  A  =  F'c ,  et  -A, 

=  — (F'c  — E'c)  —  F'c;  et  si  on  substitue  pojur  F*  et  E'  leurs  valeurs 
données  ( n*'  69  et  90),  on  aura 
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A  =t/(J  hP.l^.b^.  etc.), 

— +— J-+ — g — +etc.  y 

Ces  deux  premiers  coefficiens  étant  trouvés,  on  pourrait  en  déduire  tous  les 

autres.  Car  en  différenciant  l'équation- =;A-—aA|C093^+cos4A^cos4^-—etoi, 
on  en  tire 

c  sinpcosp ^^ ^^ sin aç—  i6A^ sin 4? •+•  36Af  8in6^  —  etc. 
Multipliant  le  premier  membre  par  —j-  et  le-  second  par  la  quantité  équi- 
valente -;-^«i  -Hcûsa^;  comparant  ensuite  le  résultat  avec  l'équation  pro* 

posée  multipliée  par  sin  2pj  on  trouvera*  les  équations  suivantes  entre  trois 
coefficiens  consécutifs 

2.3A.=    4Aa^^  — i)  — A, 
3.5As^  i6A.  r"^  —  i)—  i*3A,, 
4.7A4  =  36A3  (^  —  i)  —  2.5A., 

5.9A5  =  64A4^^  ~  0~  ^-V^*' 
etc. 

En  général  A.  désignant  le  n'*^*  terme  de  la  suite  Ai,  Ag^  Af^  etc.,  on 
aura 

n(3/i— i)A.=(3/i  — 2)*A..,(J— i)— (n  — 3)(2»  — 3)A.^; 

c'est  la  loi  suivant  laquelle  chaque  coefficient,  à  compter  de  As ^  se  déduit 
des  deux  précédens.  Le  coefficient  A«  excepté  de  la  loi  générale  ^  se  déter- 
mine par  l'équation  6A2  =  4^1  ^4—  ij  — A,  ou  directement  par  la  for- 
mule 

^  =  c-  +  (  I  +  ^*')  (t"*"^  + 8 ^^^'''  } 

.  Lorsque  c  sera  très  peu  différent  de  l'unité,  on  déterminera  E*  et  F*  par 
les  formules  qui  conviennent  à  ce  cas,  et  on  trouvera  les  coefficiens  A  et 

A.  par  les  formules  -  A  =  F',  -  A.  =  ^  (  F*  —  E'  )  —  F*  ;    on  calculera 

ensuite  A,  par  l'ëquation  6A,  =  4A,(^— i) — A  ;  les  autres  se  déduiront 
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chacun  des  deui  prëcédens  par  la  loi  générale  que  nous  avons  exposée^ 
laquelle  donnera  des  résultats  d'autant  plus  exacts  que  c  différera  moins 
de  l'unité.  Mais  l'usage  de  ces  formules  n'est  plus  aussi  sûr  lorsque  c  se 

rapproche  de  la  limite  o.  parce  que  le  facteur  -7— •  i  qui  devient  de  plus 

en  plus  grand,  donne  lieu  aux  erreurs  de  s'accumuler  et  de  rendre  de  plus 
en  plus  Ëiutive  la  détermination  des  coefiiciens.  Nous  donnerons  par  la 
suite  les  moyens  d'obvier  à  cet  inconvénient,  il  suffit  pour  le  présent  de 
remarquer  qu'on  évite  toute  difficulté  par  l'usage  des  séries  données 
ci-dessus. 

2^5.   Ayant  calculé  jusqu'à  la  limite  convenable  les  coefficiens  A,  A,, 
A»,  etc.,  on  aura  l'expression  générale  de  la  fonction  F,  savoir  : 

F  =  A^  —  A,  sin  3(p  +■  A.  sin  4^  —  As  sin  6^  -|-  etc. 

Pour  avoir  semblablement  l'expression  de  la  fonction  E ,  soit 

E=  B^  «f-  B|  sina  ^^-BftSin  4^  +  Bs  sin  69  •—  etc. , 

on  aura  en  différenciant  chaque  membre, 

|/( I  —  ^sin*  ^)  =  B  -|-  2B.  cos  3^  —  4^»  cos  4^  +  6Bs  cos  6^  —  etc. 

Différenciant  de  nouveau,  il  vient 

^[l'ZVTn^^)  =  ^*^»  ^°  2^  —  4*B.  sin  4^  4-  6*B,  sin  6^  —  etc. 
Le  premier  membre  a  aussi  pour  expression, 

ï  c*  sin  â^  (  A  —  3 A,  cos  3^  +  4A,  cos  4^  —  6A3  cos  6^  +  etc.) , 
ou^  en  faisant  le  développement  ^ 

^   .f        A  sin  39—*   A,  sin  4^  4- aA.  «in  6^  —  SA,  sin  8^  4- etc.  | 

-    I-.3A.       +3A,       -4A4       +5A5  y 

Donc  en  comparant  ces  deux  expressions,- on  aura 

B.  =  J(A-aA.), 
a*B.  =  |(  A.-3A,), 

3'B,r^|(2A.-4A4), 

4'B4  =  |(3A',-5A,), 

etc. 
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A  regard  du  premier  terme  B,  il  se  déduit  immédiatement  de  la  valeur 
connue  de  E%  puisqu'on  a  E'szsB^-'Tr.       *  •  . 

Ainsi  on  a  en  quelque  sorte  par  un  même  calcul  la  suite  des  coeiEciens  A 
et  celle  des  coefficiens  B,  ce  qui  permet  de  développer  aussi  loin  qu'on 
voudra  les  fonctions  E  et  F ,  ordonnées  suivant  les  sinus  des  multiples  pairs 
de  l'amplitude  ^. 

236.  Si  on  veut  développer  semblablement  la  fonction  de  troisième  espèce 

"  =  fôr+ntîn^ç)^  '  ^"  supposera 

n  =  M(p  —  M,  sin  2^  4- M.  sin  4^  —  M,  sin  6^  +  etc. , 
et  on  aura  pour  déterminer  les  coèfliciens  M,  M^,  etc.,  l'équation 

=  M  —  2M,  cos  2^  4-  4M.  cos  4?  —  6M3  cos  6^  +  etc. 


(i  +  7»  sin*  ci)  A 

Si  on  fait  ^  =  ^  tt  ,  on  aura  II'  (/*,  c)  =  M.jsr,  ainsi  le  coefficient  M  est  " 
déterminé  par  la  fonction  complète  FI'  (/i,  c)  dont  on  connaît  la  valeur  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce.  On  pourrait  de  même  dé'- 
terminer  les  autres  coefficiens  par  les  intégrales  suivantes  prises  depuis  ^:=o 
jusqu'à  ^  =  ^  ST  : 

M.  =  -  r  'T^°°t'^A»  =^M. =^  r  ;  °^'^,^,  3M,  =  ^  f-^  'i!:^.,  etc. 

*        îtJ  (i+7»sin*4))A'        •       ifJ  {i+nsin^p)ù/        *        irj  (i +7>8in*rt^' 

Mais  quoique  ces  intégrales  puissent  aussi  être  exprimées  au  moyen  des  fonc- 
tions de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  elles  ne  peuvent  guères  être 
utiles  dans  la  pratique,  à  cause  de  leur  complication  toujours  croissante, 
et  parce  qu'eUes  contiennent  comme  diviseurs,  des  puissances  de  plus  en 
plus  élevées  du  paramètre  n  qui  peut  être  très  petit.  Il  faut  donc  avoir  re- 
cours à  d'autres  moyens. 

Observons  d'abord  qu'en  faisant  a  =  ^7~x~vX'~  "*  ^^  ^  l'équation 

V     «  >-  =  1  +  2* cos 2^ -f- 2** cos 49  +  aa* cos 6^ -f- etc. 
I  -H  I»  sm  ^ 

D'un  autre  coté  on  est  censé  connaître  les  coefficiens  A,  A,,  A.,  Aj,  etc.^ 
qui  satisfont  à  l'équation 

-r-  =  A  —  2 Aj  cos  2^  4-  4Aa  cos  !J^  —  6As  cos  6^ -f-  etc.  j 

il  ne  s'agit  donc  que  de  multi|[)lier  les  seconds  membres  de  ces  équations  et 
d'égaler  le  produit  à  la  suite 


28o  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

pant  le  binôme  et  intégrant  chaque  terme  par  les  formules  connues,  depuis 
^==  G  jusqu'à  ^  =  jST,  on  aura  pour  résultat 

Le  second  membre  pourrait  encore  être  mis  sous  la  forme  ^  X" ,  X"  étant 
le  coefficient  de  c^  dans  le  développement  du  produit 

(i— a:sin*a)^ï  (i — xûn^Q)^\. 
La  même  substitution  donnerait 

MN  sin*-^       J  (sin*  «  cos*  ^  +  sin^C  sin»  rt""*"  ' 

mais  cette  formule  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  simple  et  débarrassée 
de  fractions.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  directement 


sm*  »  =  - 


s  m'  (t  sin^  C 


sin"  fit  cos'  ^  +  sin'  C  sin'  ^  ' 
et  on  obtient 

fm^^.  =  .lS=^râ=^c/'*P  (»^'  *  cos-  <p  +  sin-  €  sin-  <p)' , 

l'intégrale  en  ^  devant  encore  être  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  f  ^. 
On  a  donc  généralement ,  quel  que  soit  n ,  cette  formule  remarquable , 

cUt  cos  m  I  /*cUt  C08  «  sin*"'^'  # 


MN 
CASE  IL 

239.  Les  formules  de  cette  case  font  entièrement  semblables  à  celles  de  la 
case  I ,  ce  qu'on  peut  voir  d'ailleurs  a  priori ,  en  mettant  M  et  N  sous  la 
forme  M  =  v^(cos'  et  —  cos*  »),  N  =  i/  (oos*  ù^  — •  cos*  €). 

CASE  III. 

23o.  Cette  case  contient  six  formules  générales  fort  remarquables,  surtout 
dans  les  premiers  cas ,  qui  offirent  des  résultats  très  simples  et  très  élégans. 
Et  d'abord  la  substitution 

8in*«  sin^C 


sin*  û>  =  -: 


8in*0t  000*^  -f*  sin'C  nn^f  ' 

'MN  d&  çoam 


/ionne  immédiatement  pour  la  formule  A**  =:  j — .  ,«4,?^  >  cette  trans- 
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formée 

3i^«,-i^3i^,»-iC  y^<P  siix»  (p  cos*  (p  (srn*  et  cos*  (p  +  sin*  G  sm*  (p)— , 

où  l'intégrale  doit  être  prise  de  9  =  0  à^=:j7r.  'Mettant  le  binofne  sous 
la  forme  sin*"""*^  (i  —  A:  cos*^)"""*;  développant  la  puissance  et  effectuant 
l'intégration  de  chaque  terme  entre  les  limites  données,  on  a  la  valeur  de  A" 
insérée  dans  la  case  III. 

De  cette  valeur  se  déduit  l'intégrale  B**,  par  le  seul  changement  de  sin  a 
en  cos  6  et  de  sin  €  en  cos  a. 

Par  la  substitution  sin*  co  =3  sin*  a  cos*  ^  +  sin*  €  sin*  ^  ,  l'intégrale 
fM^dcù  cos  ûâ  sin**~'  a> ,  désignée  par  C** ,  prend  la  forme 

C*"  =:  (sin* C  -^  sin*  cCf  fd^  sin* ^  cos* (p  (sin* a  cos*  ^  -f-  sin*^  sin*  f  )"^*, 
de  sorte  qu'on  a  en  général 

C*"  =  sin*"-'  a  sin*—*  € .  A*". 

A  l'égard  des  intégrales  désignées  par  D*",  K*",  H*",  il  est  aisé  de  vé- 
rifier immédiatement,  sans  transformations,  les  équations 

D**  =  D*— *  H-»  A*»,  K**  =  K*— *  +  B",  H*-  =  H*—*  —  C*"  ; 

ainsi  tout  se  réduit  à  connaître  la  valeur  de  D*,  qui  est  la  même  que'  celle 
de  K**  et  de  H*  ;  or  on  trouve  aisément  D**  =  -  —  -  cos  (Ç-— la). 
Si  on  proposait  de  trouver  une  intégrale  telle  que 

il  faudrait  simplifier  son  dénominateur  par  des  opérations  successives ,  au 
moyen  de  la  formule  -r-r -r-  =  "^"T"  +  — î"-  Soit,  par  exemple,  l'in- 

^  sin*#  cos*#         sia*«  C08*a)  ^  *  i      ' 

tégraleP=  /-T-3 ^:  on  aura  par  deux  applications  de  cette  formule 

j  sin?  m  cos^m  *"^  ^  sin  •  cos*  #    *   j  sin  •  ooy*  •       ^  sîn^  •  cos  #  ' 

ou  en  d'autres  termes ,  P  =  K*  +  K*  +  D*. 

Nota,  Les  résultats  contenus  dans  M  trois  premiëres  cases  sont  exprimés  en  quantités 
purement  algébriques,  et  ils  n'appartiennent  proprement  k  ce  chapitre  que  parce  que 
leur  usage  devient  nécessaire  dans  quelques-unes  des  cases  suivantes. 
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CASES  IV  et  V. 

201.  Si  ion  tait  sin*  a  =  -:--5 >^  .    .  , — 7"n>  ^=1  ""r""^-?jOu 

sin"  b  cos*  ^  +  siii*  «  sin*  ^  '  tang*  C  ' 

^  =  "T-Z ,  j'  étant  un  angle  auxiliaire  tel  que  cos  y  =: ,  on  aura  en 

général 

L'intégrale  en  ^  devant  être  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  9  =  j  t  ^  on  voit 
que  cette  intégrale  pourra  toujours  s'exprimer  par  les  fonctions  elliptiques 
complètes  F*  (c) ,  E*  (c) ,  au  moyen  de  la  formule  de  réduction  que  nous 
avons  rapportée. 

La  formule  générale  de  la  case  Y  se  déduit  de  celle  de  la  case  lY ,  en 
mettant  7  "tt  —  C  au  lieu  de  et,  et  ^  ^  *-  et  au  lieu  de  ^ ,  ce  qui  ne  chai^. 
point  la  valeur  du  module  c»  ni  par  conséquent  celles  des  fonctions  com* 
plètes  F"  {c) ,  E*  (c). 

Les  formules  de  ces  deux  cases  serviront  à  trouver  en  général  la  valeur 

des  intégrales  /  ijjî  tang'*û>,  j^^  cot**»  et  aussi  celle  de  Tintégrale 

j^i^  .  ^, ;;^  ,  puisque  ces  diverses  intégrales  peuvent  être  décomposées 

en  une  suite  finie  de  termes  compris  dans  les  cases  lY  et  Y. 

CASE  VI. 


/. 


232.  La  même  substitution  dont  on  a  fait  usage  dans  les  deux  cases  pré- 
cédentes donne  la  formule 

MH~  "^  co»#8ÎnfJ  (!  —  <?•  côSTsm^i*- 

îniégrale  qui  doit  toujours  être  prise  entre  les  limites  Ç  s=  o ,  p^s^w. 

Celte  intégrale  peut  en  général  s'exprimer  jpar  lot  fonctions  complètes 
F*(c),  E'(c),  n*  (—  c*  cos*  fit  y  c),  au  moyen  de  la  formule  de  réduction 
rapportée  dans  la  case  YI  ^  formule  qui  est  déduite  de  celle  de  l'article  9. 
On  peut  aussi  substituer  à  la  fonction  de  trtnsiéme  espèce  II^i  sa  valeur  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce  y  donnée  par  la  formule 
du  n*^  1169  cette  valeur  est  (en  supprimant  le  module  c  commun  à  ces 
IqucUoa») 


n*(_c*co^*«)  =  P+=?^[FE(f^— (*)— E'F(|'^ 
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> 


on  observe  ensuite  que  d'après  l'équation  i  as  6  tang  (f  iT  —  a)  lang^, 

on  a  (d*6o) 

FCi-Tf  — a)  =  F'  — F(^) 

E(iw  — a)  =  E'  — E(^JH-c*cosasinC, 
la  valeur  de  II'  pourra  s'exprimer  ainâ.: 

n.  (  -  C  ços-  ce)  =  ^f  F'  +  îi^  [E'F  (ê)  -.  F'E  (€)]  ; 

de  sorte  que  les  intégrales  de  la  case  YI  ne  dépendront  que  des  fonctions 
F«,E',F(C),E(C). 

:i33.  Le  cas  de  a  =  o  mérite  d'être  développé.  Alors  on  a  immédiate- 
ment 

/éU  sîn*  •  _^^  f  dm  sin  m 

"TDÎ  y  t/(cos»#  —  cos»T)* 

Soit  cos  û)  =  ^?-,  on  aura  la  transformée  /  — ?-=i  f  £  (         l*^    ),  dans 
laquelle  il  faut  Êiire  ^  =  é,  ce  cffà  donnera 

/*        dm  sin  m j^   ^f\  -f*  8mC\ 

Ce  résultat  se  déduit  également  de  la  formule  générale 


/ 


'dm  sîn*  m 


sinC. 


MN 


C08( 


F  (g)  -  F'E  (C)  ; 


mais  pour  cela,  au  lieu  de  faire  et  =  o ,  nous  ferons  a  =  £,  e  désignant  un 
arc  infiniment  petit.  On  aura  alors  0*=  i  —  e*  cot*^,  ^=s£  cot  ^, 


^2 


>>f 


"**  I =sinff  (•  4-  ï  *•  tang*  Ç), 


€08 


E(«)=ri„€+^4|±™.J)_|«„e. 

De  là  on  voit  que  f-—  —  E  (ff)J  F*  s'évanouit  lorsqu'on  fait  *  =  o;  on 
a  en  même  temps  E*  =  i  et  F  (5)  =  ^  •^(j^'^.AiMi  le  second  membre 

de  l'équation  précédente  se  réduit  à  \£\r-~ç^^  ce  qui  est  le  résultat 

déjà  trouvé. 

a34*  Lorsque  a  est  ^al  à  la  quantité  infiniment  petite  <,  k  ftmctîoci 
n*  (— c*  cos* fit)  représente  l'intégrale 


C08**  +  ^-|^  sin*  f)v/(«>i*M-  ••cofCii»»  ' 
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prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  j  ^.  On  voit  donc  que  celte  intégrale  se 

réduit  dans  ce  cas  à  ^^^  /\  '       !%\  formule  qu'il  serait  assez  difficile  de 

vérifier  par  l'intégration  directe 

Ce  résultat  suppose  que  €  n'est  pas  lui-même  infiniment  petit  ;  car  si  € 

était  infiniment  petit  de  l'ordre  a,  on  aurait  c*=i— 3^,^=3, 

E  (€)  =  F  (^)  =  ^ ,  et  la  formule  générale  donnerait 

J  ^/(sin*  âf  —  sin'  *).  V/(sin*  ^ —  sin*  #)  ^  ^* 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  l'intégration  directe.  En  effet ,  puisque 
fit  et  ^  sont  infiniment  petits ,  la  variable  cû  ,  toujours  comprise  entre  ces 
deux  quantités,  est  aussi  infiniment  petite;  ainsi  l'intégrale  dont  il  s'agit 
est  la  même  que 

Soit  »■  =  a*  sin*  ^  -f-  b*  cos*  (p ,  et  ^*  s=:  i  —  ç  ;  cette  intégrale  devient 

/Çdtp  ^/(i  —  c*  sin*  ^).,  ou  €E  (c,  ci) ,  dans  laquelle  faisant  ^  =  ^  'TT  ,  t)n  a 
pour  résultat  ^E*  (c). 

CMO^  VIL 

235.  Considérons  là  double  intégrale 

2_  rr dpdqsmp  

J  J  C08*p +C08*  m  sin*  p  ces*  q  +  ces'  C  sin*  p  sin*^  ' 

dans  laquelle  les  limites  de  p  ,  ainsi  que  celles  de  i^  doivent  être  o  et  jTT. 
Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  9,  on  aura 

■ 

y *   r  4>êinp  

"^  a  y  v^(co^/>  +  cos"  «  sin*/») .  \/(cos*p  +  co8*6  sia^p)  ' 

Soit' € >  et,  et  cos  ^  =  cot  ^  tang ^;  si  l'on  fait  €?•  =  i  —      |,g,  on  aura 
la  transformée 


Z 


a  C08  A  8ia 


m  Cj    A  » 


laquelle  doit  être  intégrée  entre  les  limites  ^  =  o ,  ^  =:  C  ;  on  aura  donc 

Z— î— -^F(c,^). 

9  cos  m  8in  b        \  '     / 

Faisons  maintenant   les  intégrations   dans  un  ordre  inverse,   et  soit 


/ 


f« 
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pour  cet  effet  cx)spz=:Xj  cos'ct  eos'  q  +  cos*ê  sin*  q  =  cos'  a  ;  nous  aurons 
d'abord  à  intégrer,  depuis  or  =  o  jusqu'à- a:  =  i  ,  la  différentielle 

dx dx^ ^ 

**+(!  —  X*)C08*#  COS*#  +«*8in*4i* 

L'intégrale  est  en  général  -: arc  tang  (a?  tang  «),  et  en  faisant  xs=z  ly 

elle  se  réduit  à  -: ;  on  a  donc 

sm  »  cos  m  ' 

J  sm«  co8« 

Mais  d'après  l'équation  cos*  a>  =  cos*  a  cos*  ç  +  cos*  ff  sin*y ,  on  trouve 
successivement 

(cos*  et  —  cos*  C)  dq  sin  q  cos  q  :=^  dcù  sin  où  cos  o) , 
sin  q  .  v/(cos*  a  —  cos*  C)  =  v/(sin'  a>  —  sin*  a) , 
cosç  .  v/(cos*  a  —  cos*  €)  =  v/(sin* ff  —  sin* «) , 

,    dm  sin  «  cos  • 

^        \/(8iix»#—  sin*  «) .  \/l8m*C  —  sin*  •>* 
Donc  enfin  on  a 

y  V^Csin* •—  siii*«).  |/(sin*C  —  sin*.)  > 

les  limites  de  l'intégrale  étant  a»  =  a ,  a»  =  f . 

G>mparant  ces  deux  valeurs  de  Z,  on  a  la  formule  remarquable 

V/(sin*  #  —  8in*«).  V/(sin*C  —  sin*  #)  ~  acos  «  sinC      ^^>  ^^  > 
c'est  la  première  de  la  case  VU. 

236.  Considérons  maintenant  la  double  intégrale 

rp rr dpdq  sin  pcos^p 

*^'Jj  C08*p  +  cos*  et  sin"^  cos*  q  +  cos'  C  sin*^  sin*  q  ' 

qui  aura  paiement  pour  limites  pz=zOy  pz=zj7r\  9=0,  qz=z\^. 
Si  on  intègre  d'abWd  par  rapport  à  ^^  on  aura 

rp.^«[  r fl^8Înpcos*/> 

■""aj    V/(  co8*/>  4-  cos»  «  8in*/>  ) .  v/(  co8*/>  +  cos*  C  sin'^y 

Soit  toujours  f  ^  a  et  cos^=scotf  i^n^tp^  on  aura  la  transformée 

rp ^         cot*C      /*cf(ptang*f 

2      costfsinoj  A        ' 

d'où  résulte  y  après  avoir  fait  9=^, 
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Ta:     *.*"!  ,rJ£i~.E(c,  €)1. 


Revenons  maintenant  à  la  double  intégrale ,  et  faisons  comme  ci-dessus , 
cos^=  X ,  cos* fit  cos* ^  -f** cos*  ^  sin*^  =  cos*û>,  nous  aurons  d'abord  à  inté- 
grer depuis  jc  =  o  jusqu'à  x  =  i ,  la  différentielle 


x^dx 


C0S*4i  +  **'"^*** 

L'intégrale  de  celle-ci  est 

-r-r—  —  -r-T—  arc  tangfx  tang  û»). 
fin  *  sui*  •  ^  ^  o     / 


Faisant  j?  =  i ,  cette  quantité  se  réduit  à r-j ;  on  a  donc 

Substituant  la  valeur  de  dq  en  fonction  de  â»,  il  vient 

rp_^  r (i— #oot#)^eot# 

— J  V/C^în**  —  ««i* «)•  V/( 8m*C— 8in*#)' 

Si  on  compare  maintenant  les  deux  valeurs  de  T,  on  aura  cette  seconde 
formule 

/*  (i — #cot#)rf#cot#  vcMm      pânC        p/       ^nH 

V/(8m*#  — 8in*4i).i/(sm*C— 8in*«)  ""  asin'iisinC  Lco8«        ^^      '^  J' 

On  a  d'ailleurs  dans  la  case  II , 


r 


donc 

Ajoutant  à  cette  intégrale  la  valeur  déjà  trouvée  de  f  «?,  on  en  déduit 

/*      mdm       n  /rinC  \ 

.MNain*#  asmTsîn?  \sin  •  / 

'    asintfsmC     v  '     /   «    afui«flinC      ^    '     ' 
c'est  la  seconde  formule  de  la  case  YII. 

337.  Si  on  prend  la  différentielle  de  la  quantité    .  ^4^    ,  on  aura 
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,/MN#eo8#\       MNdétoosm^    (2/1+ i)8in*#8in*C     #c/# 

t  d'autre,  et  observant  que  le  premier  membre  est 
zéro  aux  deux  limites  de  Hutëgrale ,  désignant  de  plus  par  Z^  l'intégrale 


fi 


udm 

«.TP  .  .-  ,  on  aura 


(aii+  i)sîn*asin*5Z*""*^=:27i(sin*a  +  sin'ff  H-  sin'asin*^)Z*" 
,  —  (a/î— i)(i-f-sin*tf-f-8În*5)Z**^ 

+  (2»— a)Z''^— A-, 

A**  étant  l'intégrale  l  — .  ,,^,  —  dont  la  valeur  est  dcmnée  dans  la  case  III. 

Cette  formule  servira  à  trouver  Z^  par  le  moyen  de  Z*  et  Z*,  qui  sont  les 
deux  premières  formules  de  la  case;  on  aura  ensuite  V  par  le  moyen  de 
Z^^  Z*  et  Z*;  et  ainsi  dea  aiutrea* 

CASE  vm. 

a38.  Si  dans  la  leconde  formule  de  la  case  VU,  on  met  s^"~^9  7^^^^9 
iV-^  fit,  à  la  place  de  û),  a,  ^,  respectivement,  ce  qui  ne  diange  rien  an 
module  c,  on  aura,  en  prenant  toujours  l'intégrale  depuis  «f  =  à  jusqu'à 

j      MHcos'tf  2cos*Ccos«        '    acos^smC      v    ^«  j 

,         w  sîn  C      «^  /        .  % 

H T? i-C^j  ï^  —  *)• 

Mais  par  les  ferranles  de  la  case  Y^  on  a 

*     jMlNoos^ir        aoostfsinC      ^^   '    aoos«oo8*C       ^^ 

De  plus,  les  angles  ^^Tt— ^,  f ,  satisfaisant  à  l'équation  i=:&taDg(j^— «}tangC, 
on  a,  (art.  60), 

E»(c)— E(c,  î^ — ot)=E(€?,  Ç) — c'cosasioC. 
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De  là  OD  tirera 

/'    mdm  y(cosC— cosa^    ,  ir         „.      ^^    ^        «-sinC      p  ^      ^. 

c'est  ]a  seconde  formule  de  la  case  YIII. 

:a39.  On  peut  trouver  cette  formule«d'une  manière  plus  directe.   Pour 

cet  eflfet,  si  Ton  difféijentie  la  quantité  -: •  on  aura 


a  (-7 )=-: •  —  cos'ot  COS*b  . 

\nii«  008 m/       sui«  oos m 


MN  cos*  m 


Intégrant  de  part  et  d'autre  et  observant  que  le  premier  membre  est  nul 
aux  deux  limites  de  l'intégrale,  on  aura 

COS*flt  COS*  Jb  IrTs^ r-  =  l-t +  8m*a  sm*b   /  i7i5^-T- 

J  MN  co8*#       J  sin •  co8#  J  MN  sm' • 

+  (cos*  a  4-  COS*  ff  —  Oy^. 

Substituant  les  valeurs  des  intégrales  données  dans  la  case  VU,  et  celle  de 

/-: donnée  dans  là  case  III  •  on  retombe  sur  le  même  résultat  que 

nous  avons  déjà  trouvé. 

nl^o.  Pour  obtenir  les  autres  résultats  de  la  case  YIII*  il  faut  difTérentîier 

la  quantité  ■     ^^^     ,  ce  qui  donnera 

«MN  8inà\         VB^dmvaïm  ,         .       v         •   .         •  i»  •àm 


j^mMS  8in*\         MJSdm  amm  f         ,       v         .  _        ^p 

4[-^5^.-7)  =      C08»-^'«       —   (^'^  +  0  COS*£t  C0S*5  . 


MNcos*»^. 

mdm 


H-  an  (cos*a  4-  COS*  C  +  COS*  a  cos*  €)  -^^^ ^,. 


—  (a» — ■  i)  (i  -f-  COS*  (t  4-  COS*  Q) 
^  '  MN  cos*"^*  # 


dm 


«s 


Intégrant  de  part  et  d'autre  dans  les  limites  données,  et  désignant  par  U 

l'intégrale 7  jgTj^T^ ,  on  aura  la  formule  générale  de  réduction  rapportée 

dans  la  case  YIII.  Cette  formule  donne,  en  faisant  n^  i  ,  la  valeur  de  U^ 

ou  iTs^s, — 3—  ;  ensuite  on  obtiendra  de  même  U*,  t*,  etc. 
J  MNco8^«  '  . 


Si  Pon  fait  it  =  o,  on  a  c=55i ,  E(0  =  sin  ff,  P(ff)  =  i^(|^^} 

ces  substilutioDs  faites  dans  les  deux  premières  formules  dé  la  case  ^  donnent 
les  deux  corollaires  qui  terminent  cette  case  ;  au  surplus ,  le  second  de  ces 
iporoUaires  se  démontre  dîtectement,  au  moyen  de  l'kuëgratiori^i^r  parties* 

CASE  IX. 

z  ■  *  '  * 

» 

a4i*  G)n8idéronft  maintenant  la  double  intégrale  suivante,  prise  entré  lot 
mêmes  limites  que  ci-dessus 

y  _  rr      .  ^/>fr  g'P/^  ^^^     ^ 

JJ  CW*/»  4^  m^p  (cos*  fit  C08*  q + co«*  ^  sîn*  qY 

En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  p^  fmis  pur  itkpfiori  à  q  ^  on  inmvê 

cette  intégrale  étant  prise  à  l'ordinaire  depuis  cû  z=z  a  jusqu'il  00=^. 

Si  00  âit4e$  ibtégratiottflC  dan»  Tordre  Jnvqrsie  ^  et  que  poui;  intégrer  par 
rapport  à  9,  on  applique  la  formule  '        ■   ^ 

A*co8*^+B*8iii*f        A*—  B*V        k)'^ 
qu'ensuite  on  fasse  cosp^=zx  y  on  aura 

8m*b SÏB^ÙLJ    Li  XX     •     l  XX       V    \C08*«+5p'sin*«/J 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  X9ss  i  :  mais  il  faut  des 
précautions  particulières  pour  éviter  les  infiinif  qnc*  l'on  rencontrerait  en  in- 
tégrant séparément  les  deux  parties  de  la  quantité  sous  le  signe.  Voici  l'a- 
nalyse qu'il  convient  de  suivre  pour  cet  objet,  analyse  qui  «0t  d'ailleurs 
indiquée  par  la  théorie  des  fônctionsellipjiqueSfx 

Supposant  toujours  O^,  soit  «=  co*f  tang'^,  ^=  r— ^52^  ^  ou 


ec=s  -T-4,  onaum 

sin 


t. 


C 


di         //C08*  C  4-  jF*  sin*  C\  cos'  C  ^d^ 


L'intégrale  de  cette  quantité  est r->  •  Hf  — -^---i).  Mais  cette  fi>nbtiOif 

'^  ^  cos  «  siD  b        V      «m*  b/ 


co«*C 
cos^  sin 

ayant  son  paramétre  négatif  et  piu&  grund  que  l'unité ,  il  importe  de  ia 
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changer  en  une  autre  dont  le  paramétre  soit  plus  petit  que  c^  \  c'est  ce  qui 
se  fera  par  la  formule  du  n^  52  ,  laquelle  donne ,  en  faisant 

rscot^cos^^.  — •—' ^ 

nr-^V.Y=F-n(-sm'>)+5!5si  log  i±r. 

\      sm*  b/  ^  ^  -'    ■    2  cosy      «^  i  —  r 

Multipliant  par r— > ,  et  observant  qu'on  a  cos  C  =  cos  a  cos  y ,  il 

vient 

Donc  en  appelant  V  l'intégrale  indéfinie, 

ry    dx dx       y /co8*^  +  jg*  sin*C\n 

on  aura 

les  fonctions  F  et  II  ayant  d'ailleurs  le  module  commun  c  et  l'amplitude 
commune  ^. 

La  partie  de  cette  intégrale  affectée  de  Ic^rithmes,  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

d'ailleurs  en  substituant  la  valeur,  dç  r  et  celle  de  x  en  9,  on  trouve 

1  —s* A» 

I  —  r*  "^  I  —  %va*y  sin*^  ' 

Donc  on  aura  indéfiniment ,  qpel  que  soit  ^ , 

Mais  lorsqu'on  fait  j?=iy  ona^  =  ^,r=  i,  A  =  cos  7,  et  la  valeur  de 
y  devient 

V'=:i  ^i  H-sin*^  — 8itt*ct)  +  cotecos>  [— F(c,e)  +n(— fiin*>,  c,C)]; 

cette  valeur  étant  trouvée  y  il  en  résulte  une  seconde  expression  de  Y,  la- 
quelle est 

•  ^  Xfl 

sm*C— sin^d 
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Comparant  les  deux  valeurs  de  V,  on  a  enfin  ce  résultat  remarquable  ^ 


t  f 


^Tiï^ràr.  C-F(-,0+n(-sin>,c,o], 


V  19  sm  y      ^  oos  ff 

OÙ  1  on  a  c  =  -T— Tï,  et cos  >=r- 


•        \ 


OOStit* 


34^.  U  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  ce 
résultat  .par  une  ^route  fort  différente.  Pour  cet  eSét^  appelons  Z  Fintégrale 
inconnue. 


prise  depuis  é»  =  a  jusqu'à  »  ==  f  ;  on  aura  (  parce  que  la  quantité  sous  le 
signe  est  nulle  a  la  première  limite  de  l'intégrale  ) , 

^  =  ^8m«cos«y^  =  -^^çF(c,0; 

Réciproquement,  Z  pourra  se  déduire  de  l'intégrale  suirante ,  prise  par  rap- 
port à  a, 

Z  =  -?-^/—  ^  sîn  itF  (c,  g). 

Il  s'agit  donc  de  trouver  l'intégrale  / —  dccsinaF  (c,  €)  que,  pour  abréger, 
je  désignerai  par  Z'  ;  mais  comme  F  (c,  f  )  lui  même  peut  se  mettre  soùs  la 

forme y^.  _^,^.  ,  •^,  pourvu  qu'après  l'mtégration  on  fasse  ^  =  f  •  on 

pourra,  dans  cette  sypposition,  écrire  ainsi  la  valeur  de  Z', 

»/  ..^   /y*  —  rf^rfit  sin  •    ^^   rr —  J^rfa  sin^  cosee 

""•/•/  V^(i— c*8in*f)        J7  V'Ccos*^^  cos*  «  +  oofC  sin*^  sin»  «)' 

Prenant  d'abord  l'intégrale  par  rapport  à  a,  on  aura 

•  •■-■'  • 

/Jf  t/(cos* ^  CCS* #  +  cot*^  sin* ^  8ia*#) Pcosm.tidp 
co»»^  —  cof'Csln*^  y  sin*^' 

sin^b 

et  parce  que  c*:=    .  ,^,  cette  intégrale  devient 

cos  oL  sin^^F+cosflfccos*  yll  ( nrçV 

•  » 

Mais  j'observe  qu'à  l'intégrale  prise  par  rapport  à  «,  il  faut  ajouter  une 
constante  *'  qui  pourra  être  fonction  de  ^  et  de  €  ;  ainsi  en  supposant 
f<b'd^  =  4> ,  <D  étant  une  fonction  de  ^  et  ^ ,  laquelle  deviendra  fonction 

37.. 
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de  €  Muie  loiwqu'on  fiera  tp  s:=^  C|  U  vient 

Z'  =  cos  a  sin^yf  -^cos  a  cos*  yTl\^  -^^)  +  •• 
Snb^tuaDt  la  valeur  de  II  T—  -:-i>)  *laanée  dans  Fart,  n^i ,  on  aura 

et  par  conséquent 

Mais  on  a  ^  -^(Î^t)  ^^  5  -^C»  +^)  —  7  -^X'  —  ''*)  5  d'»"  «^**^  ^*^^  » 
la  valeur  de  r  donne 

^         I  —  rin'y  si»*  ^     sin^C  —  sin*^ 

et  par  conséquent 

Réunissant  la  partie  —  ^£{.  ^7*"°--^ avec  la  fonction     T  ^<^,  comme 

ne  faisant  ensemble  qu'une  seule  fiNieitoo  de  ^  et  de  f,  laquelle,  après 
avoir  fait  ^  =  f ,  devient  une  fonction  dé  €  seule  et  peut  se  désigner  par 
4  (^  9  on  aura  cnGn 

Pour  déterminer  la  fbnctioa  arbitraire  4  >  il  ^^  partir  d'un  cas  particulier; 
or  lorsqu'on  fait  €  z=z  a^  Tîntégrale  Z  prise  dépuis  C0  =  a  jusqu'à  œ  z=zC^ 

doit  être  nulle.  Ainsi  on  voit  que  la  quantité  %[/  (jS)  '^^  JC2  te  réduit  â 
zéro  et  qn'oa  a  simplement 

—  7  ^(  I  +  sin*  €  —  sin»  a). 

Cette  formyle  s'accorde  avec  celle  qu'on  a  trourée  dans  l'art.  a4'>  car  elles 
aatisfont  toutes  deux  à  Téquation 
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343.  Connaissant  l'int6grBle|  sxûMiw  qoi  revieM  à  «m*  €  j  j^y'  '  /    'M^  ^> 

OQ  en  déduira  la  valeur  de  cette  dernière,  comme  elle  est  insérée  dans  la 
table. 

Si  on  désigne  ensuite  par  V**  l'intégrale  A- — =™ — ^,  et  qu'ayant  diffé- 
rencié la  quantité  cdMN  coso»  àxi^'^^co^  on  revienne  de  la  différentielle  à 

son  int^^irafe,  on  trouvera  la  formule  de  réduction 

a/iV*"**  =  (2/1— -ï)  (i  -f-sàn*ot-f-8in*Ç)  V*"-f-etc.,  donnée  dans  la  case  IX. 
Faisant  dans  cette  (brntule  n  =  t ,  on  en  tire  Y^  bu 

.^^;jp-  =  i(ï  +  sm-a+sm-Oy-jjjj--ïain-asm«€^ 
—  g  (sin  €  —  «in  et)', 

d'où  résulte  la  formule  insérée  dans  la  case  IX.  On  connaîtra  eoauÂte  les 
valeurs  deV,  V*,  etc.  par  la  formule  de  réduction. 

a44*  Le  cas  de  a  =  G  fi^urnit  plu»eurs  corollaires  remarquables.  Alors 
on  a  czss  i  ^  yzs^C  ^  A  =  cos  ^, 

sin*  C  rr  d^ difcos^      "1 

"^  oott^Cj  Lcos^        I— «in*Csin*^J 

sin'C    ^i  +  sîn  ^\  sin  C    jJ\  '^wakt  »ip»\ 

2cos'C     \i  —  sin  ^/         a  co?î      \i — sinC  sin^/  * 

Faisant  ^  ^  €  ^  cette  formule  donne 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  dey  z^â»^,  on  aura 

J  sui«  ^  ^  '  t^  \i  — smC/        2       cosC      {«=C. 

Cette  intégrale  se  réduit  à  -  .A,  lorsqu'on  fait  (»  =:=  7  "TT.  En  eflfet,  on  sait 

d'aUleurs  que  l'intégrale  /— ? ^^  prise  depuis  «=S3  o  fttsqu'à  m=t\  m^ 

ftt  égale  à  i*  4r/a. 


J 


3^4  FONCriONS  ELLIPTIQUES, 

2/^5.  Si  l'on  &it  €=  {-^  dans  la  valeur  de  /  jjzmdmy  qui  devient.  •  • .  .. 

/^^.^.    ^^T  ,  V ,  cette  V aleui'  devient  indéterminée.  U  faut  donc  supposer 

C  =  ^  9r  — -  € ,  €  étant  infiniment  petit;  mais  le  moyen  le  plus  simple  de 

déterminer,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  /    ..  .  , ^.  .  ^ ,  est  de  remonter 

'  '  J  l/(8in*#  — iin*«)' 

à  la  valeur  de  Y'  de  Part.  ^4'  )  laquelle,  dans  le  cas  de  ^ss  ^çr  ^devient 

Soit  X  =  cot  et  tang  ^,  on  aura 

^        Jsinrt+gm^        •^Vi+tangintangJ^/         X  wng  ,  a. 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  9  =  0  jusqu'à  f  ^ct,  ainsi  en  fai- 
sant ^  =:  *,  on  aura  Y'  =  ^(2  cos*  ^  a),  d'où  résulte  enfin  la  formule 

7//   '   « -r^l— :=  -  ^(  I  +COS*).  I  / 

De  là  on  peut  réciproquement  conclure  que  dans  le  cas  où  f  s^çr^-^, 

€  étant  infiniment  petit,  ([qui  donne  c*s=  i  — €*tang*a,  sin*^  =  i  —  — ^) , 
la  fonction  n(^sin*^,  c,  Ç)  doit  se  réduire  â 

COS«  1        /        >  \         oos« 


—  log(i  +co8*) ^log(i+cos»«); 

itégra'Ie 


/ 


t^d^ 


••  • 

(cos*^  4- j^TJ  «in'^)i/(cos*^  +  i*tong*«sin*^) 

prise  entre  les  limites  ps=sOj  p^^  fTr  — -<,  se  réduit  a 

COsalog(l  +COSflt)  — 5-cosfltlog(i  +cos'«). 
Nous  remarquerons  que,  d'après  la  formule  du  n"*  234,  la  même  intégrale, 
prise  depuis  ^  =  o  j usqu'à  ^=7^,  a  pour  valeur  ^cosa  ^f '^^^^-V  ou 

cosalog(i  +cosflt)  — 7Cosalog(i  —  cos*a).' 

U  n'est  pas  étonnant  que  celte  seôonde  valeur  soit  plus  grande  que  l'autre, 
puisque  l'intégrale  est  prise  dans  une  plus  grande  étendue;  mais  ces  deux 
résultats  seraient  très  difficiles  à   vérifier  par  l'intégration  directe,  et  ib 


CHAPITRE  XXXV.  agS 

méritent  par  leur  singularité  et  leur  difficulté,  de  fixer  l'attention  des  géo- 
mètres. 

2^6-  On  peut  néanmoins  trouver  assez  £icilement  là  diflférence  qu'il  y  a 
entre  les  deux  formules,  à  raison  de  la  plus  grande  extension  deFune  d'elles. 
En  eifet^  pour  avoir  cette  différence,  soit  ^  =  ^^^—8,  on  aura  à  intégrer 
depuis  fi=o  jusqu'à  fi  =  €,  la  différentielle 


i'di 


(«•+^)v/(**4-*taBg*-)' 

Soit  fl  =  6  tang  a  tang  4/ ,  la  transformée  sera  __  '  ^  •  «  j  >  ®^  son  inté- 
grale T  cos ctS(  '  "^^^^^1°^ \  Faisant  à  la  limite  9  =:  €.  ou  J/s^s^-tt —  a, 
cette  intégrale  deviendra 

1  y)/*+COS»«\ 

résultat  qui  s'accorde  par&itement  avec  la  différence  que  nous  avons  trouvée 
entre  les  deux  intégrales,  l'une  prise  depuis  ^=o  jusqu'à  9==-^,  l'autre 
prise  seulement  depuis  ^=o  jusqu'à  ^=:~^ — €.  Au  reste,  on  peut  remar- 
quer que  la  formule  trouvée  art.  114}  se  rapporte  à  ce  genre  d'intégrales. 

G4SE  X* 

^47  •  Considéi'ons  la  double  intégrale 

„ /^/^       dpdq  smp{A+  Bco8*/>)  

*^JJ       •      .     •  ft    /co»*ûr        8m*flr\'  ' 

'^  ^       '^•V  cos*C  ^  cos*  «/ 

dont  les  limites  sont  o  et  ~  ^tT  pour  chaque  variable. 

Si  on  intègre  (â'abord  par  rapport  à  ^,  et  qu'ensuite  on  (asse  cospsssXy 
il  restera  à  déterminer,  entre  les  limites  a:=o,  x=  i  ^ l'int^rale 

Z  =  - cosot cosb  /--T ^  -  ./Px  w/ rr*Tir^- 

2  j  |/(i  —  **8m*C),V(i — s*8m*«) 

Soit  C^A  et  0?=^^,  soit  en  même  temps  c  =  4-^,on  aura 

^_wco8mcose  ^dx^j,    ,    D8in*»\. 

d'où  résulte,  après  avoir  fait  (pzszC^  l'intégrale  cherchée 

* 

Z,=  'fr7^AF(g,g)  +  ^^^T^-|B[F(c,g)--Ë(c,g)l. 


3^6  FONCTIONS  ELUPTIQI  ES , 

têiâOOB  mamtenant  les  intégrations  dans  l'ordre  inverse,  et  pour  cet 
effet,  soit  cos^^^  et 

coi*y    ,    sin*; 


î  008*  ff  C08*«  COS*#' 

n^^iiB  aurons  d'abord  à  intégrer  la  diffiérentieUe 

Son  intégrale,  prise  à  compter  de  x:;=:0|  eal 

i^ rnr~ -^It-^" — •' —  J — Borcofa: 

asuui  \i—- icsui#y  ' 

si  ensuite  on  fait  j?  =:  i  et  qu'on  appelle  Y  le  résultat,  on  aura 
V=  — Bcot*û^  +  (Asin»a  +  B)-52Î^rfi±^Y 

Gela  posé,  la  valeur  de  Z  étant /Téfy,  ii  faudra  dans  cette  formule  substi- 
tuer la  valeur  de  dijf  en  fonction  de  C0  :  or  de  l'équation  supposée  on  tire 
successivement 

( siu*C  —  tin* fit)  5in*ç  =ss  ^jj~  (cos* cû  —  cos* C ) , 

eûB*C 

(sin^Ç  —  sîn*ct) cos'^  =  — r  (cos* a  —  cos^a), 

(  sin^C  —  sin*  a)  dq  sin  q  cos^  s=  cos*  a  cos*  €.       l^^' , 

^~  V^(8ia*«  — 8in*«).l/C»in*Ç-  8m*#)* 

Donc  enfin,  si  on  feit  pour  abf^r,  M=  v^ (sin* eu -—sin* a), 

N=i/(sin»^— sin-ai),  û  =  ^  ^j^i±ig^),  on  aura 

E«Acw«cw'C/2^4.Bc«MicosC/(2^ 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  u^et  jusqu'à  assC. 

a48.  G)mpataak  entre  elleft  le»  (kux  valeurs  de  Z,  os  en  tire  ces  deux 
formules 

Ajoutant  à  la  seconde  formule  la  valeur  de  l     ^^^^    donnée  dans  la  case  I, 
on  en  déduit 
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/'gg^  =  -^.^+     .  :  •  .[F(c,  g)~E(c,  €)l 

J    MNsin'tf        asin«8iiib    '    2sin*«smb^     \  »      /  \    7     /j 

Nous  avons  ainsi  lès  deux  premières  formules  de  la  case  X. 

Pour  avoir  en  général  la  valeur  de  l'intégrale  /  tloq   •^»*'  >  que  nous  dési- 
gnons par  P",  il  faut  différencier  la  quantité   .  ,,^,   ,  puis  revenir  de  la  dif- 

■  >     •     . 

férentielle  à  l'intégrale,  ce  qui  donnera  la  formule  de  réduction 

<  2/1  + 1  )  dn*  «  sin*  ^P*»^*  ^=  271  (  sin^  fit  +  sin*  ê)  P*- — ■  elc . , 

rapportée  dans  la  case  X;.et  au  moyen  de  cette^ formule,  on  trouvera  suc- 
cessivement les  valeurs  de  Pf7:P*>  etc. 

Quant  aux  corolkires  qui^'teri^inent  la  case,  ils  se  déduisent  sans  diffi- 
culté des  formules  gcnéralesy  Jes  uns  en  faisant  Czsz^Tr^  lés i autres  en 
faisant  ,a  =  G.  Il  suffira  seulement  de  faire, voir  ce  que  devient,  dans  le 
CBS  de  ass^o,  l'équation 


J  \8111«» 


0^  =  JriSfe^W'''^)-^<'''  ^>^ 


Alors  le  second  men3>re  prend  une  forme  indéterniînée ,  et  pour  en  avoir  la 
valeur,  il  faut  supposer  a  infiniment  petit,  cét{ui'^^iretidra  de  -même  é  itifi- 
niment  petit  Or  on  a  en  général  '  *  V ''  *     ['^      '•  . 

..F.(c,ç)-.E(c,  ^).=/Slî^*Ép/      - 

et  puisque  A  =  |/( I — c*sin*^),  si  on  rejette  les   infinimedl  petits'  de 

l'ordre  c^  ou  o^,  le  second  membre  ^  réduit  à  cydpsm^  ^=s  —  (^  rr^  siu  ^  cos  ^) 
donc  en  faisant  ^  =  €\  on  aura 


^ t5-^3 =  7-^-*3>(fc  —  SihbCOSfe).  , 


CÀ5E  ÎL    :     "  ^ 


249.  Pour  avoir  la  valeur  de  l'in|,égrale  /  —     4.1  ^^ — ^,  que  nous  dësi- 

gnerons  en  général -^par  Q%  u  suffit  dé  chiiogerle  signe  de  n  dans  la  formule 
de  réduction  de  la' case  précédente,  parce  qvi!âlora  P'"  se  change  en  Q*', 
et  Ion  aura  -  ' 


iJL  ***{/«:^«^)j^:o;>^«^^rïi»:L_/-.^L. 


.in> 


(an  +  OQ^+'^st  9rt(8m*«'^*siti*^)Q*?— (an  U 1  )^»!  «oifa'ffQ'— + H", 
T.  I.  38 


V. 


agS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

H*"  désignant  Tiulégrale  f ^^^ — ^,  âoïA  la  valeur  a  été  donnée  dans 

la  case  III.  De  là  on  tirera  la  valeur  de  l'intégrale  Q*,  en  faisant  n  =  Oy 
puis  celle  de  Q^  en  faisant  nz=ii^  et  ainsi  de  suite. 

Les  corollaires  offrent  plusieurs  formules  remarquable»,  maisilS'Sedéduisent 
sans  difficulté  des  formules  générales. 

CASE  Xll. 

a5o.  Pour  parveitir  «ux  ibrmules  coBte&aes  dans  «ette  c^se,  oonsidéroDs 
la  double  intégrale 


'JJ       .      ,     .  ,    /é(*V,  =*•«»•  «»V» 


dâits  laquelle  ^IvB  dcREix  varîftbksiont  toujours  pour  ^limites  o^et  ^'TT. 


on  aura 


rîntégrale  devant  être  pidsedispuis  61:===  tf  jusque  .âussiS* 

Faisons,  «main tenait  ies,int^ations  dans  un  ordre /inverse  :  l'inti^ale 
étant  prise  par  rapport  à  ^,  si  on  Ëiit  C08rf7=:x,  on  aura 

^ ycos'^cos^C    .  ./^    dx      p     ^^  cosC     //i  — y*sin^it\n 

^~2(siri*t  — siii*«)J  I  — **L  '        cos»V  M  — x'sin-CyJ* 

Soit  pour  abréger  9 

X== f-^    et    ^  =  î?^  A-^  ./(iZl^iîV). 

j     I  — X5P  oos«y  I  —  «5P  y  \j — **8m*ty 

afin  qu on  ait  V  =     .  .  ,^ r-~5Xi — X  j.  SivOn  fait  ^sss T7--3,  et  c  ==  -r-75, 

on  aura  d'abdrB  • 


Y  = 


:/■ 


côs4r£ËS^  sin*  ^  ' 

sin'C 


OUI         ^  -       II-  <-icO>  ' 

""J;     1.0* A  :;..  -      .-rz- 


s»W 


'   IL"    -'    '.(!'.;.       '  -î   "    i  j*; 

qui  doiiné  l'intégrait 


'.-;.^  -   .  )Ç=îrîïS;sr^»*^'-Pt#r^ 


*r 
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Mais  en  feisant  r:sscf^€  oM«.—  y>^,  on  »,  eomne  au  n.°  %j[i , 

donc 

Y  = r-TsF-^     '«■'■y    n( — ^»  «il  +  T^i  — ^--  )• 

et  de  là 

Mais  la  pacUa  ^  Jîf  ^-—^  )  —  7  ^  ~-^  )  se  riSJoit,  comme  ci-dessus,  d'abord 

à  '^(^_')^^i^(  'Z!'*«y>  ensuite,  piu*  la  substitution  des  valeurs  de 
JB  el  de  r  en  fonction-  de  ^^  elle  devient 

juaqMerlIi/ir  ne  s'ai^t  qoe  •  de  nntegraîe  indiSEnîe.. 
Maintenant  à  la  limite  de  l'intégrale  on  a  x=;  1 ,  ^=^,  r:=  i ,  Ascosa, 

*"a*cq^ ^:=i  -f-tang*flt-f-tang?f  j  donc  enfin  ^)n  aura  pour  seconde 

^     valeur  de  V, 

V  =    '«»»'* «>»'g  )  -lis?-  n(-sin««,  c,  ^-  — _.- F<c, 
a(.in.C-sm--)  J  +  .  ^(  1+  tang-  «  +  tang-g) 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  Y,  on  aura  la  formule 
Ajoutant  l'équatioa /^Tf^—  5^    ■?■> F  (<?,  ^),  on  trouve 

-  V 

I 

c'est  la  seûQÉMle  focmule^e  la  case  %\k. 

35 1.  Pour  avoir  les  attires  formules^  déstgûonseu  général  par  T^f^^Vl'in- 

38.. 


3oo  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 

^S^»*«  /mN  L"-^'  m  '  *^  ^^  diflRérencie  la  quantité     ^^^^ ,  et  que  de  la 
difierentielle  on  revienne  à  l'intégrale,  on  t/rouvera  la  formule 

3/z  cos*  a  cos'Cr*""*"'  =  (a/i —  i)  (  cos* a  +  cos'  €  +  cos*  a  cos*  C)  T^"~' 

—  (2/2  —  2)  (i  -f-cos*  (*  +  cos*^J  T-~ » 
+  (an—  3)  T"-«^+B", 

B*"  étant  l'intégrale  j  - — ,,^,       ,  donnée  dans  la  case  III. 
Si  on  fait  n  =  1  dans  cette  formule  ^  on  aura 
2  cos*  et  cos^CP  =  (cos*  A  -\-  cos*  C  +  cos*a  COS*f  )   /  z 


MNcos 

0*' 

4cos«  oosC 
Cldêi  cos^«» 


L'intégrale   /  — mn~    ^^^^  donnée  par  les  deux  premières  formules  de  la 
case  XI;  ainsi  en  substituant  sa  valeur,  on  aura 


/*     ^dm  w  (gin*  et  cos*  C  +  sin*  C  cos*  m)    ,    cos*tf  -f-'  cos*f  +  cos*  #>  cos'C  /*  flc^ 

MNcos^tf  8cos^«cos'ff  •"  2  oo8*« cos^C  J  MNcost^ 

w  4  s^'^^  <^s^  4eos*«cos"b      ^  '     ^' 

c'est  la  troisième  formule  de  la  case  XII. 

On  déterminera  ensuite  aisément  par  la  formule  de  réduction  ;  les  inté-    * 

gralcsTST',  etc. 

CASE  XIIL 

252.  D'après  les  dénominations  rapportées  en  tête  de  la  case,  si  l'on  fait 

,            I  —  sin*  C  cos*  -A  '   1    ^ 

cos*  «  = 1 'j  on  aura  en  général 

•I*,     .  •  •    - 

d'où  l'on  voit  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle  fi* 

De  même,  si  l'on  fait  cos*  ai  sts ^\/*  t-.  on  aura  fiénéralement 

de  sorte  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle.A/ 

On  peut  d'ailleurs  observer  que  6  est  l'hypotéAuse  d'un  triangle  sphéri- 
que  rectangle  dont  aely  sont  les  deux  côtés ,  et  que  dans  ce  tmngle  A  est 
Tangle  opposé  au  côté  >  ,  et  ^^—  fl ,  l'angle  opposé  a<i  'CÔté.  a^>  /.     • 
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De  la  dernière  formule  on  déduit  les  deux  suivantes  ^  qui  s'expriment 
par  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est  ^  =  sin  ^  : 

PQ  co»*»  #  ""  008"  j.*^  ^»  f^=o, 

Si  dans  ces  formules  on  fait  a  =  o,  ce  qui  donne  £  =  > ,  A=  j^, 
Q=  sin  C0 ,  Ps=:  ^/(sin'é'— sin*  a),  on  aura  les  deux  suivantes  : 

J  co8"#  v/(sm*î — sin'«»)        cos*"^''  ^^^  f  ^  =  o , 

r  ^cos"^ ^^^..g  r^  U =i -. 

Ces  intégrales  seront  donc  toujours  faciles  à  exprimer ,  au  moyen  des  deux 
fonctions  complètes  F*  (c) ,  E'  (c)  ,  où  Ton  a  toujours  c  =:  sin  é. 

Si  on  observe  d'ailleurs  qu'on  a  généralement ,  lorsque  ^  =5  |  ^ ,  (*) 

et  que  dans  ce  cas ,  &  =  cos  €  y  on  en  conclura 

/^        <tiC08^#  rA»*-«/7A 

c'est  en  effet  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  substitution 

sin  C0  =  sin  é  sin  ^. 

De  là  on  voit  qu'on  a  généralement 

/'       dét  cos"*  __  „  fi   f dm 

V/($in»C— 81^  —  cos    b^  ^^„^  v/(,m»C  —  sin»  •)  ' 

ces  deux  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  eu  ;:?:  o ,  ai  =  é.. 

CASE  XIV. 

253.  Il  suflGit  de  la  substitution  cos'  m  ss  ^_^^^.^>   ,  pour  obtenir  les 
deux  formules  générales  comprises  dans  celte  case. 


■'11»^   I  ■«■w 


(^)  Cette  formule  a  été  démontrée  art.  i48f  inats  on  7  parvient  direèlement  ôÂ  faisant 
tang^  =  i  oot  +i  car  alors  /  r^  *  P^'  tranfannée  —  p^  /d4^A»T\(4).;  or   cette 
dernière  intégrale  derant  être  prise  depuis  4^=1  «*  jusqu'à  •^.rso,  est  la  même  que 
yj-  /ûBp A'"""'  (^)  prise  depuis  ^=  o  jusqu'à  f  ss  ^  ir. 


3oa  FONCTIOSS  EtXlFTIQUES, 

Les  intégrafes  en  ^  s'étendent  jusqu'à  f  ade  ^9r;  ainsi  elfe»  s'exprittiefont 
toutes  par  les  troî»  fetfeiiofts  comptèlies^  F'  (c),  E'  (c)j  ÏV  («^c^  tm^C,  e}. 
Cette  dernière  peut  d'ailleurs  s'exprimer  en  foncions  de  la  première  et  de 
la> deuxième  espèce,  au  moyen  de  Ta  formulé  dfti  af  ii6,  ijuicfctine 

n-  (~c«  sin-C,  c)  =P  (c)  +^*[F'  Cc)ECc,^-rC4F(c,0]. 

Si  on  a  ^  3=  |^?r ,  ce  qui  donne 

C  =  a ,    P=:  cos  û^ ,    Q  i=  j/^f  —  cos*»  co^m) , 

les  formules  précédentes  ne.  peu vetit  avoir  tiei»^  parée  que  la  valeur  de  cos^û» 
ne  peut  plus  être  représentée  par  la  formule  supposée.  Alors  on  a  l'inté- 
grale 

dans  laquelle  faisant  sin  ûi  =  tang  â(  tang  ^  ^  on  obtient  la  transformée 

Cette  intégrale  ne  dépend  en  général  que  dé  la  transcendante  / -^^  qui  y 
dans  les  limites  données^  se  séd^  à  ^  Jp(  '  ■  ■^' ■  ■ — ^ ,  ou  à  log  cot  \  et. 

CAfiEXV. 

m 

^5^.  H  s'agit  de  faire  voir  que  les  quatre  intégrales  désignées  par  T^Y, 
T',  V,  peuvent  être  transformées  en  quatre  autres  d'une  forme  plus  sim- 
ple ,  et  qui  ne  cuutiemieut  qu'un  tadieal« 

Pour  cet  effet ,  substituons  d'abord,  au  lieu  de  û»  ,  la  suite 

tang  a>  —  -j  tang*  û>  -1-  f  tang'^ûi  ■—  etc. ,  on  aura  la  première  de  ces  intégrales 

T  =y*pQ  (  i  tang  i»  —  |  tang'  œ  -f-  etc.). 
Soit  ensuite   tang  cû  =r  tang  7  cos  ^  et  c  =  -7-3 ,  on  aura  la  transformée 


T=^/^^(i-itang'>cos-C+itang*>co8«^-etc.). 

Supposons  quW  ait  déterminé  généralement  y.  j^iir  une  valeur  quelconque 
de  m,  l'intégrale  ~        . 
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si  dans  cette  intégrale  on  fait  m  =;=  tan^^^  et  que  Z  se  change  en  Z' ,  on 

aura  alors  T  =  .  gtang*"  ^  ^^^^  *°^*'  ^^  déduit  à  trouver  la  valeur  de  Z.  Or 
en  différenciant  par  rapport  i  /7i ,  on  a 

s;i  '^y-^V-  ('"^  -  «»*  «°«  ^ + «'  m\i  -  etc.  )  =j^^+ZcJçiA- 

Soit  c  sin^zzz  sin  >|/  y  ce  qui  donne  A  =  cos  >[/ ,  on  aura 

4 

Jk;iiaot  4^er  rplufi  loin  9  j'obsers^  jque  Ja  val^r  de  m  q^'û  faudra  subsli- 

tuer 'après  les  înt^ËtioBsêlaEBft  tang^ ,  la  qttaMité  1  —  — p-  ^est  lonjourB 
positive.  Soit  donc 

et  on  aura  ^  • 

3g  m* r  d^ 

dm  '""^(i  4^.1»')  /  CQS*^  +^*  âîn*fcî  ' 

d'où  l'on  tire  en  effectuant  l'intégration  j 

Les  limites  de  ^  étant  o  et  ?  ^ ,  ceUes  de  tang  4  ^VA  o  ,c^>t  ^  faiswtdpnc 
^'tm^tawçp,  onfiHra 

Mais  puisqu'on  a  n^^^^Jimk^^yM»J^éâfak  die^ky 


Ainsi  en  substituât  la  valeur  de  m  en  a ,  on  aura 

t 

Cette  intégrale  jjblt  être  pnie aâ^vis'la  inâeur  '^  (p  qiii  donne  171  =  o, 
jusqu'à  c^  .qvû  fd0np^47i.=:.tai^;^  :  d«m>le  jptspier  cas  on  a  ^  1=  X,  et 
dans  le  second  ^  ss  9;  et  parce  que  'A  est^^,  il  convient  de  mettre  Z 
s  la  Gmbc 
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Z  =  1  /^  v/(«* — sin-  ^)  : 

et  l'intégrale  devra  être  prise  depuis  ^  s=  0 ,  jusqu'à  ^  s=  A. 
De  là  résulte  l'intégrale  cherchée 

T=— îiïl;- /^|/(sin«A— sin»^);  j*  =  ^' 

c'est  la  première  formule  de  la  case  XY.  La  seconde ,  qui  donne  la  valeur 
de  y 9  se  démontrera  d'une  manière  semblable* 

255.  Pour  démontrer  les  formules  qui  concernent  les  deux  int^rales 
T%  y ' ,  il  faudra  substituer  au  lieu  de  X2  sa  valeur  développée  en  série  y  la« 
quelle  est  sin  a  +  j  sin'  û)  + 1  sin*  câ  +  etc.  Du  reste ,  le  calcul  sera  entiè- 
rement semblable  à  celui  dont  nous  avons  donné  le  détail  dans  l'article  pré- 
cédent. 

Si  on  fait  sin  ^  =  sin  A  sln  4  et  sin  A  =  c ,  les  valeurs  trouvées  pour 
T  -h  T'  et  y  +  y  prendront  celte  forme 

T  -U.  T'  —  îLfl2-£iî5lii  r     ^^^^^^^^^^ 

où  les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  •>[,=«  jusqu'à  •>[/  =  l  tt.  On 
obtient  ainsi  pour  les  valeurs  de  ces  intégrales,  des  expressions  en  fonc- 
tions elliptiques  qui  se  transforment  comme  dans  l'art.  !238,  et  donnent  les 
résultats  consignés  dans  la  table. 

256.  Ces  mêmes  résultats  peuvent  être  obtenus  d'une  manière  plus  directe. 
Considérons  pour  cet  e£Pet  i^i  double  intégrale 

y         rr  fl^pflg7  8ip/>(A-f-Bco8*p) 

^^  oo*»p  +  «îii*j^(~^  +cos»y  An^q  ) 

dans  laquelle  les  variables  oiit  pour  limites  t>  et  ^^r. 

Si  on  exécute  les  intégrations  d'abord  par  rapport  à  q^  ensuite  par  rap- 

port  à  /7,  et  qu'on  fasse  c=  -7-7 >  on  aura  pour  résultat 


ZdP        ïrCOS*«e    ,      irCOSMSmC   ^f         /,%T 


H ?^^^[A8in>— Boo«*v]F(c,0. 

Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  un  ordre   inverse  ^  et    soit 
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cosp  =  x,  nous  auron»  d'abord  à  intégrer  la  différentielle 

OÙ  Fon  a  m*=  — ^  +  cos*j^sîn*y.  11  faut  pour  cela  distinguer  deux  cas, 
selon  que  m  est,  plus  grand  ou  plus  petit  que  Funi^.  Or  je  remarque  que 
depuis  sin  9^  =  G  jusqu'à  sin  q  =s  --r-s,  la  valeur  de  m  est  plus  grande  cpie 

Tunité,  et  qu'on  peut  faire  m  = ;  mais  depuis  sin  ^  =-:— g  jusqu'à 

sin  9;=  I,  on  ^  iti-^i.  et  il  faut  faire  m=cosûi. 

I  COS*  €f 

Soit,  1*^.  /7i*= — r-  =  — r^  +  cos* V  sin*ûr ,  on  aura 

rfP==cos-«..^i^i^'-). 

1 X'SIÏT^ 

Intégrant  depuis  a:  =  o  jusqu'à  rp=  i ,  et  appelant  P'  cette  première  partie 
de  la  valeur  de  P,  on  aura 

F=  —  B  cot>  +  (  A  sin' a>  +  B)  n  cot* «. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  la  parlie  de  l'intégrale  Z,  désignée  sembla- 
blement  par  Z',  dont  la  valeur  est  /P'dq.  On  substituera  pour  cet  eflfet 
la  valeur  de  dç  en  fonction  de  ai ,  et  on  trouvera  y  d'après  les  dénomina- 
tions de  la  table , 

Z' =  A  cos  et  •  V  +  B  cosa .  T .. 

Soit ,  a*.       m  =  cos* œ  =  — ^-2  +  cos*^  sin*  q ,  on  aura 


jp_    (A  +  Bx«)cfa 


et  l'intégrale  de  cette  quantité,  prise  depuis  ;r=o  jusqu'à  x=:i,  donne 
pour  la  seconde  partie  deja  valeur  de  P, 

F'=.r^  +  (A  — Bcofûi)..— 2: — . 

sin*#    '    ^  ^sin#cos# 

De  là  résulte  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  Z ,  Z^'=f9"dçj  dans  laquelle 

substituant  la  valeur  de  dq  en  fonction  de  oi,  on  trouve 

■         '     .  ■"  '  '        . 

Z"  =  Aco««.V+Bco8«.T, 

donc  enfin  la  valeur  totale  de  Z  est 

Z  =  Acos«(V+V')4-Bco8a(T+l'). 
T.  1.  39 
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Comparant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z,  on  en  tire  les  deux  formules 
données  dans  la  table  pour  exprimer  les  valeurs  de  T  +  T'  et   V  +  V. 

Le  cas  de  y  =z  a,  on  l'on  a  cos  S  =s  cos'tf,  mérite  d'être  remarqué, 
parce  qu'alors  les  quatre  intégrales  T,  T',  V,  V,  sont  prises  entre  les  mêmes 
limites  â)  =  o ,  o)  =  «.  11  conduit  aux  formules  rapportées  dans  la  table. 

Enfin,  le  cas  de  yza^^Wj  où  Pon  a  ^=r  |^,  X=:i^,flŒ:|7r  — «, 
donne  ces  valeurs  ti;ès  simples  de  T  et  T',  :^ 

où  les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ^  =  ï^^viHB6  jas€(a'à  ^œ^x^t. 
Or  en  général  on  a 

y^ JiP  cos  ^  =  ^  sin  ^ + cos  ^  +  const. , 

/(jTT  —  ^)  dp  005^  =  (i  'Tf  —  ?)  siu^  -*-  cos^  +  coust. 

Donc  entre  les  deux  limites  désignées,  la  première  de  ces  intégrales 
s=7^(  i  — cosa)  +  acosa  — sina,  et  la  secondé  s=  sîn  ot —- ^  cos  a.  De 
là  résultent  les  deux  formules 

/*^       {l'^mcotm)  dm  jw  .    »  col  ce  —  i  f   «  =  o^ 

sill#|/(l — C08'eC003'#)  l-|-C06«^"         silktf        '  l    «sasç». 

/"    (a  — sinnp)  A>co8<i»  ,1— ctcot^  r  #  =  0j 

81XX*  ê»  V/(^in*«  — sin**}""*       8În«       '  l  #  =  «. 

où  l'on  doit  remarquer  que  la  première  de  ces  intégrales  est  prise  depuis 
â>  =  o  jusqu'à  â)==^.7r,  et  la  seo^de  depuis  ûic=.o  jusqu'à  û)=:a. 

Ces  deux  résultats  peuvent  se  vérifier  par  l'intégration  directe.  En  effet , 
on  a  indéfiniment 


y; 


sin «»  ^/ (  1  —  oos^M  008^  ) *""  siit*«8În# 

•+-  -T-r-  arc  sinfcos  e»  cos  a)  4-  C. 

8m*«  ^  ^    • 


Prenant  cette  intégrale  depuis  ûi  =  o  jusqu'à  6»=:  |^,  elle  se  réduit  à 


i  TT        ^^  m  col  «  —  I 


I  4"  <^8«  sin  « 

On  a  de  même  en  général 


/*  (a-— siin>)fl/â>cosâ>  Ov/(8in'< — 8in*#)    ,     cos»  ^cosm\    ,   ^ 


Prenant  cette  intégrale  depuis  a>=:o  jusqu'^  âi=i?a,  ellettè'réduit  à 
comme  on  le  trouve  ii  la  fin  de  la,  <îase  XV. 


%    1  — «COt^l 


smet 
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CASE  XTL 

357.  Par  le»  ferœttle»- des  eases  l,  H,  IV,  V  et  Vt,  on  peut  connaître 

en  générât  fa  yalietir  de  l'intégrale  /  rr^j  cos"  û»  sin"  a> ,  quels  que  soient  les 

nombres,  entiers  m  et  /i,  positifs  ou  négatifs,  pourvu  que  m-^n  soit 
pair.  Les  formules  de  la  case  XYI  donneront  la  valeur  de  cette  intégrale 
lorsque  m  +  n  sera  impair.  _ 

Soit  pour  cet  effet  sin*ûiF=sin*Asin*Ç+sin*fcos*^=sin*6(i  —  c*sin*^), 

et  c'=  I        .  ,g,  on  aura  en  gênerai 


dm  cosêÊsm^m 


f 


MN 


=  sin*""^'  Cfà^^'d^. 


Cette  intégrale  devra  être  prise  depuis  ^  =  ô  jusqu'à  ^=^^;  ainsi  elle' 
ne  dépendra  en  général  que  des  deux  fonctions  complètes  F'(c),  ^'C^)*  I^ 
en  seni  de  même  de  l'intégrale  générale 

et  ainsi  on  a,  quel  que  soit  n^ 

/   dm  cosm     _         ^    \  ^dmjoosmsm*'» 

Par  la  même  substitution  on  troure  en  général 

/*        dm  ^_^  1  r d^ 

MNco8"-'#       8inCcos*»Cj    (i +  c*taiig*C«m»^)»A> 

gï^  de  la  case  VI,  pourra 

toujours  s'exprimer  par  les,  trois  fonctions  complètes  F'(c)^  E'(^)9 
n*  (c^tang^f ,  c)'y  et  cette  derrière,  comme  on  sait,  peut  élre  opprimée  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce,  par  la  formule  du  n^  107., 
Les  trois  autres  formules  générales  de  U  case  XYI,  se  déduisent  des  trois: 
précédentes  en  mettant  ï^r  — ^et|7r— a  à  la  place  de  a  et  6. 


t 


•t  '.  •'.  V. 

I 


'.    • 


\ 
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TABLE  GÉNÉRALE  DES  FORMULES 


CASE  I. 


Dénomination,  j  N  =  V/(sin«ff-.in»-), 


—    C 


cbco8«f8m«»       , 


MN 


/ 

/c/#cos#sm^«      «'.'1    •  •      •   I    •  «i-N 


et  en  général  y 

— —j ^^ =/^(sm»«cos*(p  +  8m*Csin*(p)*,  Lim.  l  ^^/^ 

ou ,  en  effectuant  l'intégration , 

MN  2        \  •  •      2         2.4         y 

/d«cos«f   gr 
MN  sin #        28inflt8ÎnC' 

et  en  général^ 

^C08#  I  /*cKvoo8#8in*'''^'# 


/'    dmcosm       1  /*< 

MN  8in*«+»*       8În*»*U8În»«-+^CJ  " 


MN  ••  '^       ' 


CASE  II. 


Mêmes  dénominations  et  limites  que  dans  la  case  !.. 

Déplus,  A  =  s?*— «»'^ 


006*« 


/(umnêicosêt       . 
— Mîr-  =  -'' 

yé'.^j£2^=^(icos.C+Jcos.-), 
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Sog 


P 


d0BUÏ0COS?m 


MN 


et  en  général,* 
dêÊ  sin  0  cos*""*"*  0 


f 

f 
/ 


MN 

d0  sin  0 

MN  cos  « 

d0  sin  «» 

MNcÔ?*» 


=:-:COS'"«[  I 


(- 


,        ,  ».7J— I    -        1.3 

'^A-iH ^*.— 7 

2  2.4 


—  etc.  J . 


a  cos  C  cos  «  ' 
a  cos 


=  ï^^5?;^-~**^+'~'*"^' 


et  en  général, 
cKvsîn# 


/ 


MNcos 


U14-1 


cos^'-^'C 


î r 

cos*""*"**^ 


û^  sin  •  cos*"**"'  0 

MN  * 


CASE  III. 


Mêmes  dénominations  et  limites  que  dans  les  cases  I  et  II. 

t 


>m 


J     sîn* 


M!^d0  008  «» 


»+i^    ' 


A«=2(8inC  — sin«)% 
jr  (sinC  —  sin»)* 


A4  = 


ir  (  sin*  ff  —  sin*  «  )• 


i6sin^«sin^ff    ' 
32  8in^«sm*b 


et  en  général, 

~48in"-U\4 


I»  — a  ,    1.3      ■/»  — a./»  — 3^    i.3.5 
-  Je .  ^  y«  -f»  —  "• 


4.6 


1.2 


4768 


—  etc.  J. 


B"  =  -»  (C08«—  OOlC)», 


B 


la 


=/ 


MNd0  sinii 


M 
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y(cosit  — cosC)* 

i6cos^«cos^C     ' 


et  en  général , 

«...       7rÂ*cos#i   /i        71  —  2,     1.3  ,   /»— 2.W— 3 --    1.3,5         ^    \ 
B"=7 ;=T7î(7 h.  7-^H ^  •Tirs  —  «*«•> 

C"  =  /  MNA»  cos  #  sîn*»-3  -» , 

4sm«$inC      ' 
C*=7(8inC  —  sinm)*, 

I 

C^  =  ^(8in*C— sin%)\ 

lO^ 


C»"=^  sin"-'-  sin**-*C .  A". 


MSdm 


•  J  008  «  sin*"**"'*»' 

j^^__irsînHC--ii) 

4  ^^^'^  ^^^^  ' 


D«»=  D*»—  +  A 


•• 


MNcb 


8m«coi*"^*#' 


K^«  _  ir8in*(g— <>) 
4oos«oo8C  ' 


K"=  K»-*  +  B**- 
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3ii 


H 


ftJI 


=  ^[l— 0(»(ff  — «)], 


-  (cos«  — cosf)', 


H» 
H» 

H«  =  H* — a, 


=/ 


cos« 


H»*=  H*»-"»  —  C»". 


CASE  IV. 


M  et  N  comme  dans  la  case  I. 
Limites  des  intégrales^  idem. 

y  angle  auxiliaire  tel  que  coi>= 


cosC 
cos«* 


Dénominations.  ^  ««  ,  «  sin  y 

\  Modale  c  =  -: — i. 

sin  b 


Son  complément  b  =  - — ^-g. 


A  =  v/(  I  —  c*  sin*  9  ). 


tang 


HN'^S^Triïï?^'^''^' 


JMNsin**»       costfsmw      ^^       sin'«sinC 
J  MNsin'"*        cos«sinCj     A 


Connaissant  les  deux  premiers  termes  /  —  =  F'  (c) ,  fàd^  =  £'  (c) ,  on  connaîtra 
en  général  l'intégrale  /à*"*^'  dç  par  la  formule 


CASE  V.  • 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  lY. 


F'  (c), 


'd0 

MN       ooflMsinC 


Jmn"^ 


MNoos' 


cos«  sini 


oos«cosC 
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fi 


dm 


MNcos"«» 


cos«siiiCJ    A  ^    ^         ^    ' 


Ces  formules  se  déTeloppent  comme  celles  de  la  case  précédente  ;  et  on  peut  les 
exprimer  toutes  par  les  deux  fonctions  complètes  F'  (c)|  Ë*  (c). 


CASE  VI. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  lY. 


MN      cos 
dm  sin^  m 


/dm  ___ 
MN"" 

/ 


«sinC 


F-  (c), 


sin  ff 


».n«     =---^^^-^n'(-c*cos*«,c)===îïï4F  +  ET(C)-PE(C)^ 
MN  cos«sinb      "^  '''cosb  ^  *  ^  ^' 

= r— s  Cl  +  sm*«  +  sin'b  )  n'  r — c*  cos*«.  c) 


sinCsin^tf  17,  /  n       sinCcos*  p,  ,  . 
F«(c) E'(c), 


2COS« 


/ 


'û^«  sin'"**» 


MN 


sin""*     r d^ 

cosAsiniJ  A  (  i  —  c*  cos*«  sin*^)' 


f  ^  =  0, 


Pour  effectuer  les  réductions,  soit  1  +  wsin*^  =  D,  on  aura  en  général  la  formule 
Ainsi  en  partant  des  trois  premiers  termes  connus  ^  où  Ton  a  7»=—  c*cos*«, 

/ 
/ 


f  =F'(c), 


dp 
AD 


=  n'(»,  c), 


on 


déterminera  généralement  l'intégrale  /TTy;  prise  entre  les  limites  fsso^  f  ^î"'* 


costfsiaff 


.—s  n*  (  —  c*  cos*«y  c  )  — 


COROLLAIRES. 

sin*« 


yN^-'= 

y|^-'  =  F'(o)ECc,C)-E^(c)F(c,C), 


cos  «  sin  ( 


F'  (c), 
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3r3 


/'        «fil gin #  ___^   ^/i4-MnC\  t  0z=o, 

/d»  »m'« i+8in*C    -/i+sinCx       ,    .    . 
»/(.m'C-gm«.)  = ? -^V^TinS?;  -  î  »«'^- 

Les  deux  dernières  se  vérifient  par  l'int^ration  directe  en  faisant  oos«  ^  —. — . 


CASE  VIL 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  sue  IV. 


mda 

MS       2  oos«  sinC 


P(c,ff), 


jMN8iii*#  asm*«8inb  2  008«8inC      ^^    /   '  asin^^sinC      ^^    ^ 

/*    #A» ir(sînC  — sîiiii)*  ,   .    8in*  <  +  sin*C  +  8in*<  8m*^  /*     iMciW 

8m*«  8m'C       J   MS* 


—  f  — 

«Ijj  .  a»"'*^"  ^"^^  <^^  formule  de 
réduction, 

(a»  + 1  )  8În*  «  8Î11*  CZ**'*"*'=i  a»  (  8În*«  +  *î***  ^  +  «*ï**  •  8iii*Ç)  Z*" 

—  (ai»  —  1)  (1  +  8m*«  +  8m*C)Z"-* 
4-(aii  — 2)Z"- 4_A", 

A**  étant  l'intégrale  /   — r-r^r; —  >  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  111. 

^        J      sin**^*# 


COROLLAIBX8. 


/ 


(  1  —  i»  cot#)  dm  cosi» 

sîn^i»  V^Csin^C— sînNÏ) 

dm 
(1  —  «coVW)  -.— - 

«ditfcostf 


=  0, 
C. 

o, 


?' 


sin**V^(sin*«--8in*«)       asin« 


(1— tângi«). 


f   •»  =  «; 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


a  costfsmC     ^  '    '' 
mdm^      y(cosC— *cÔs<) 


aco8*«cèsC     ^^  acostfflinC    ^  '  •/ 


sinC 


aooi«oo6 
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/*  -  i>rf#       ir(co8«— cos^)*       ^    oos*«<f*eos*iC  +  co8*fleco8*^  /^     édm 

^  '        cos»ce  cos*C       y  MN' 

/*      udm 
jjrrz — j^,  on  aura  cette  formule 

de  recliietioii  s 

(ii»-t.i)co«'«oo»»ff.U*'^  =  2»(oo^«  +  cos*C  +  cos*icos*ff)U»»  ^ 

(2»  —  l)(l+  COS*«t  +  C08*C)  U**"* 

+  (  27»  —  2)  U*»-*  +  B*«, 

B*«  étant  l'intégrkle  /  ■^;^^ — ,  dont  la  yaleur  c»t  donn^  dans  la  case  III. 

c6rollairzs. 


«»  =  o, 


/] mdmAvim ?r(i— i^cosC)  t  «ssC. 

cos'i»  V/("Q*^  —  sin*«c}  2cos*C      ' 


rf*i 


CASE  IX. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


/  mS  -  2co8lsm?  ^  ^^  '  ^^' 

MN  2oosfltsmC     ^        '       2oos«smC 

—  7  ^(  1  +  sîn*C— sîn*«c),  ' 
'4 

—  7 r->  (1  H-sin^f +  sin*«e)  nf  —  sia^y^c,  f} 

4cos«smC^  •  /     ^ 

—  g  (  I  +  8în«^  +  sin»  ^  (  i  +  sin^C— sin*j»)* 

— jrr^ — ,  on  aura  la  formule  de  rfiluctîon  : 

2/iV"+»=:  (2/*—  0(1  +  8În*-+ sîn*0  V"— (an-  2)(8in*«+8În*C+8În*tf  sin^tf)  V»— • 
+  (2/*— 3)  sin*flisîn*CV"-*  — C", 

C*  éUnt  l'intégrale  /MNc^^fcostfsin'"'-^»,  dont  la  talctli^cM^QjDIXée  pm  la  OMe  fil. 

NoUuIa  fbvfctipn  n(  —  sin'y;  c,  C)  et  la  fQadîeii- it:(  «^  <o^  co8*«|^(^'C)i  qui 
entré  pouf  sa  îiâeMr  complète  d«iia  la»  formules  de  la  «iie  lEI^  ont  «flto«  âks  )a 


\ 
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relation  saiTante,  titée  de  la  fomrale  de  I'arti«tla  55',   ' 

sîn**n  (— c*co8*«fc,  c,  C)  +  co»*ifn(— âîn*y,  c,  C) 


coaoLLAïais. 


/S'^'^      ^^(i+sin*Ç-8b»*)  + 


jT-sHC— sm'y,  c,  C) 


2C08et8m^ 


COS*C 


2  C08«  sin 
îrcge^ff 


SfFKO, 


/r=^  •£/#  =  —  -7  y^(  1  4-  sîn^C  —  sîn*  a)  —  -"—^ r->  n  ( —  sîn*y ,  c:  Ç) 
N                  4                                              acosfltsmC     ^  ''    *    ■ 


2sinb 


jg^V^(8in»C— sin»-«)  =  j(i+8ÎnO^(i+»tiiO  + 
ripd#8in#V^(8in*^  — 8in«-»)==gsîn*C  — 2«É*C/^(-i^ 

|/(8iiPb — sm*«»;      4  ^      cosC      8 

j      8m«  •  ^ 


1  #=iir. 


CASE  TL 


Dénominations 


M  et  N  comme  ci-dessus , 

dm  VI  +  sin  m^ 


inations.  J  "  —  J  ^STi  ~  *  Ai  —  sm  «A 


module  c  ^  -: — 3- 
sm  b 


Limites  des  intég.    #  a  ee,  #  ?=:  C. 


/Q^ji»  cosi»  tr 

MN       ™2  8inC 


F(c,C), 


SSfnSTï  T  arinctainCî"*"  a  lin^tf  fin  C     ^""^  -*      asi^>«sinff  **  ^""^  ^' 
pQdmçahm  sin*  <fc+sin*^  (*Odmtf»m  1  /^mWcoSi»      «-sin^CC— «e) 

J MNsïn*#~5-  th,*«8tn»T/MK«ik*ir~3S?5;;ffJy      MN"" 


iàsin^«siir<*  i 
4o«.  . 


3iC 


FONCnOSS  ELLIPnQUES, 


Ca  géaéral,  wit  P"  ^  ftns^»^'  *"**"*  cette  fimule  de  rédactioa : 

(»«  +  I)  «ÎB»»  am*C  .  V**s=M(tt^m+tia^S)  P«— (aw  —i)  P— *  — D", 
D»  étsBt  riotéarâk  /*     "Tfl..    ,  daiith  wleor  e^tdomée  Jaasla  cmcML 


/04^  w 


{ ::r 


^7^  !/(•«•. +  fiB«*)=-j«0*+jE'(iiB-), 


QdmO0%m 


fin  «  l/(ftia*C-»f in*  m)  2'sin^' 
(Q  — tin«)  ^oof#  •'       /i»        •    /•       /^ 

in'#  l/(«n*C— »in*#)  4  •*"*  ^ 

J  \iun#        /  f in'«       F* 


{:: 


{:: 


CASE  XI. 


Mêmes  dénominatîonf  que  dans  U  case  préoédenite. 


=  -(1  -'00s«coiC)+-sinCF(CyC)— -iinC£(c,C), 

3  22 


y — Hs — 

aï? ~  7â  ^****  ""  ***^  "*'  »  Cw»*«+«n'0/  - 


ûcboos«8in*« 

BIN 


Qd#cosirsin**# 


En  général ,  si  on  désigne  par  Q**  Tinlégrale  7    '  '  Mjjf 
mule  de  réduction  : 


,  on  aura  cette  for- 


(aii  +  i  Q'»^  =  a/i  (fin*  *  +  »în*C)  <?•  —  (»—  1)  sm^^sm^CQ^-^+H", 

'MNcb  sin"»- •  • 


H»  étant  I 


■ 


oos» 


,  dont  la  Talenr  est  donnée  dam  la  case  III. 
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OOBOIXAIRStt. 


Qdtt  oo6«.7|= — -(i— oos«cogC)4--ÂQCE(c,Qy 


/*Oflfa»Sin#  COSâ»    ir  ^  r#  =  o, 

■    ^  .  , «  .    x  =  — -  H —  E'  (smce)  , 

,    ^  .    . r-T-T    I  Sm*  «I  —  -r-r—  )  =  -  (l  —  Sin  «). 


CASE  SU. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  X. 


J       MN  asinC    ^      " 

Aî5^  =  -^n(— sîn*«,c,C)  +  -— ^ r^(i+tang«C  +  tang*«), 

y  MNoo«4»      asmb     ^  »    ^    y  •  4cos«co6b       ^    '        °  o    /» 

/OA>      y(8in*<tcos*C +sin*Ccos*flt)  ,  cos*ae  +  <»»*f  +  00s* ee  cos^C  p   Cldm 
MNoor**  Soos'rtcos^C  "T  acos*«oo8*C  y  MNoos» 

~  4  8inCcos'«  ^^""^  ^^  "■  4cos««oos'C  ^  ^^'  ^^- 

mule  de  rédaction  : 

a»  C08*« oos»f  T*"+' =  (a»  —  1)  (oos**  4- cos* f  +  ces* rt  «08*  C)  T"-» 

—  (an— a)(i+oos*a+cos*f  jT^-^H-  (2/»— 3)T*"-5^,Ba»^ 

B'*  étant  Pintégrale  /         ,T. , — >  dont  la  yaleur  est  donnée  dans  la  case  III. 

^       J     cos**^*# 

00BOLLAIBS8. 

oo8#i/(8in*C  — sin*«)  "  acosC  ^\mi)  '        ^  l  #  =  ^. 

/*  OAsin^» irsin'C  .        w  /    1    \ 

ooa'^i/Csin^C— 8in*«i}  ""8cot^C"*'4co8'f  "^VcosC/ 


3i8 


FONCTIONS  ELLIPTK^JES, 


CASE  XIII. 


Dénominat{^=»^{«-'*-:««'r\ 

C.  ...    COsCs=:O0(«.CO8y, 


8ID  <t 


Angles  «ttxiliaires.  ^  °  '  sin  Ç 


tanev  sia  y 

A...   tangA  =  — .-2^,       sinA  =  -7— 3.  COftA; 
o  - —  8in  fc 


sm« 


tangy 

SSgî' 

tangM 
tMgC 


Limites  des  iatégrales. . .   «  =  o  ^     #  =  y. 


PQ  "^cosa' 

</«»  sin  «  cos^«      / 1  +  cos*C 


J        PQ 

et  en  générai^ 
dit  sîn  et  oos*'*^*  il 


6 


=( 


I ..  ■ 


2  COS'tf 


)- 


Sin  et  iiBy 

2  C08*«    ' 


/ 


.an-f-i 


/û^(i  — 8in*Cco8*i^)». 


PQ  cos' 

Toutes  ces  intégrales  s^expriment  au  moyen  de  l'angle  9;  toutes  les  suiyantes  s^ex- 
priment  au  moyen  de  l'angle  a. 

dit  sin  #  A 


/i 


PQco8#      005  y' 

/*dé»s\nê/        / 1  -f*  cos*C 
PQcor*â»""\    acosV 

et  en  général  » 

â^«»  sin  0  I 


/  2  cos*  y 


/i 


PQ  cos*"'*'*  0       cos**^'  y 


/û^(i  — 8in*Csin»#)". 


l    ♦=A. 


De  cette  dernière  formule  on  déduit  les  deux  suivantes  ^  en  faisant  c=8inC  et 
V/(i  —  c*sin*^)  =  A: 


/i 


cbsin#  1        ^ , 


PQcos***       CQ8*"y 

/d<»8in#C08**# r  ^^ 

PQ  ^^  '^J'SF^^^ 


(  (P  —  Oy 

t    ^  =A. 


=  r3î?/^"-'^> 


/• ds 
co8"âr  ^/(  sin»  C  —  sin*âr)  ~  cos**  C' 

J  |/(sm»C — sm*«»)  j  A*"*' 


{:: 


#  =  o, 
#î=y. 
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IMMMta^BMM 


PQoo8*«-"cos»>*'^*'  ^' 

/rfosin*  008*4»  ï     «./        ^       «n«8in> 

— PQ —  =  ïs?;*^^*'*5 — E5?r"' 

—  >   ^y/  .  a     "     ■  fc  r=s  — r*  E*(sm  y), 
,..  .  a «  >    X  =  E*  rsmy). 


CASE  XIV. 


DénomiiittiHmi  et  limites  comme  dans  la  caie  précédente. 

Module  c=:-^. 


Ef\ — r =-=—?•  F*  (c)  +  — — E*(c), 

et  en  général; 

intégrale  qui  pourra  toujours  s'exprimer  au  moyen  des  deux  fonctions  complètes 
F'(c),E'(c). 

De  la  même  formule  on  tire 

* 

et  en  général  ^ 

/dm cosf* 4» ^^  cos**>  /•  x^  r  ^  =  0, 

PQ      "lînff  J   a(i— «in*ysînV)"*  l  ♦  =  îîr. 

intégrale  qu'il  sera  toujours  possible  d'exprimer  au  moyen  des  troit  fonctions  com- 
plètes F*(c),  E*(c),  n»(  — 8in*y,  c).  D'ailleurs  pnbque  8in»y  =  c*sin*C,  la 
troisième  fonction  se  réduit  aux  'fclMiWis  de  la  première  et  de  la  deuxième 
eçèoe^  par  la  formule  du  n®  '  i  l6  j  qui  donne 

n'(-,m»y,  c)=tF«(«>-h^Cr'(o)E<r,<r>-E»(*)P>,  O]- 

cosy 
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CASE  ÎV. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  XIII^ 


Intégrales  T  et  Y  prises  entre  les  limites  «  =  o ,  «  =r  y. 

^  ^       r (l  —  m  cotât)  dm  COtat 

J  V^(5in*y  —  sin*«).  l/(i  —  cos**  cos*«)  * 

V  =  f J!^ . 

J  V/(8in*y  —  8În'«).  ^/(i  —  cos*«eco8*«)* 

Int^rales  T'  et  V  prises  entre  les  limites  «  =  o  ^  «  ?=  a. 

-V r (Q— sin<>)£focos<> 

J  sin*«V/(sin*«  — 5in*«).V/(i  —  cos*ycos*«)' 

J  V/(sin*«e  —  sin*«).  ^{i  —  cos*ycos*«)' 

Ces  quatre  intégrales  se  rédaisent  anx  sniTantes^  qni  ont  pour  limites  f  cs9, 
f  :=  A: 

T  =   .  f'"f  ,-  /^f  ï/(sin- A  —  sîn» , 
sin'«sin*y  ^^^"^  ^  ^'' 

r=-^4^^^/(W-f)^V/(»m-A  — sin'rt, 


"^^  "^  mTcJ  V/(sin»A  — sin»^")' 
sin  Cj  ^/(sin'A  — sin*^/ 


Il  résulte  de  ces  expressions  les  deux  formules  : 

T  +  T^=      .\''°f,    /£»!/( sin«A  —  sin>»), 
2sin*«sin*y  ^'' 

^           asinCj    v/(8in*A  — sin»f )' 
lesquelles  peurent  être  exprimées  en  fonctions  elliptiques  dont  le  module 

c  =  sinA  =  -; — ^.  de  la  manière  suiTantcy 
smC 

T  +  T=     rr^.,   E(c,0 î:!^î;2L_P(c,C)-1£2L-, 

'  asi|i*«sin*y        '  asinCsm'y  ^       asm** 

^  asmC    ^ 

COBOLLAIBXS. 

Des  râleurs  de  T  -f  T'  et  V  +  ^%  <^^  déduit,  en  fSûsant  y'=m,  et  par  suite^ 

cosC=scos*«.  c=-: — ;ii  Ics  dcux  formulcs  suiyantes: 

'  sm  w  _ 
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/i 


/; 


|/(ooi*#  — cos'#).  V/(i  — co8*«cos'«)      asînC    ^'    '* 


l  ••   ■»  WVOvy  |,»«v  \tfVCiV  ^^     *•  ««»»'*»     1?   /  /•> 


a  8in«  8in 

Des  râleurs  de  T  et  T'  on  déduit  encore  les  deux  formules 

.  «cot«— I 


«•  COS*«       ^,       ^ .  «•  COS  rt 

-i :r->  r  (C,  b  )  —         .    y  « 

6      ^  '    '       2sm*« 


/*        (l — âÊCOtiÊ)dm  ^ir 

8in«|/(i  —  oo8*«cos*«)       i  +  cos«e 

/*    (Q — 8\UiÊ)dêtO0S&       1  —  «  cot« 
sin*«  V/(  sin'«  —  sin*#  )  sina 


sma 


CASE  XVL 


M  et  N  comme  dans  la  case  I. 


Dénominat. 


<  „  ,  ,  ,  /        8m*«\  -       sm  A 

I  Module  cz=:y  {i r->  ) ,  ^  =  -tt-tï. 

l  \         smC/  sinC 

Limites  des  intégrales,  «»  =  «;«:=  C. 


/ 

/*dmCOBm »        rdp  _  I  p.  .  . 


A>  C0S4»  «în** 
MN 


=  smC£'(c), 


/  ♦  =  <>. 


sm"  « 


/i 


dm 


MNco..  =  riîCÏ5?-c"'(''***^'^'*)' 

/flZi> 1  f         V       A>       r  9  =  o, 

MN  coè*—'? ■"  sînC cos*»C  J  A( i  +  c* taiig>C s«i*ç>)»*  l  ♦  =  J». 

Toutes  ces  intégrales  peurent  s^exprimer  par  les  trois  fonctions  complètes  F*  Ce), 
E*(c),  n'(c* tangue,  c).  , 

Si  Pon  change  dans  ces  foimules  sin«  en  cosC^  et  sinC  en  cosit,  ce  qui  donne 

pour  c  et  &  les  râleurs  c==f  (/ ri" -^ — T^y'  *^^ ,ou,siiîrant  lesdénomi» 

■  ■  ■■••  ,  >.♦• 

nations  de  la  case  IV,  c  =  siny,  ^=cosr,  on  aura  les  trois  formules  générales 
qui  suiient  :  ,  '  *  : 

T.  L  4i 
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/'*       ^ 1  r ^ 

Toutes  ces  intégrales  peurent  ^onc  encore  i^exprîmer  par  le»  Iroîs  feaeltow  eom- 
plèffes  F*(<i) ,  E»  (c),  n»  (c*  c^t»*,  «> 


i*-^- 


Addition  au  Chapitre  XXTT. 

!2 58.  On  a  vu  dans  l'article  g6  que  lorsque  le  paramètre  n  Vie  la  fimc- 
tion  proposée  II  (/i,  c,  ^)  e^t  négatif  et  de  U  forme  —  i  +A'sm*fl^  le  para- 
métre nP  de  la  première  transformée  II  (/i®,  c®,  ^®)  est  positif,  ainsi  que  tous 
les  suivans  n^y  n?^j  etc.  Cette  circohstance  ne  nùît  en  rien  au  succès  de  Li 
méthode  dont  l'objet  est  de  trouver  une  valeur  approchée  de  la  fouçtion 
n(ny  Cy  çi).  Cependant  ili^e  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment ^  à  par- 
tir d'un  paramètre  donné  n  de  la  forme  —  i  -f"  ô*  sin'  9 ,  on  peut  ex|irîmer 
successivement  la  fonction  II  (n,  c,  f),  par  des  foncfions  semUables  clpnt 
les  paramétres  sont  de  la  même  forme  y  et  dont  les  modides  se  anooèdcnt 
toujours  dans  l'ordre  décroissant  c,  c*,  c**,  etc. 

Nous  avons  déjà  trouvé  (art.  68)  qn^en  ftisantsin^  5=     4^«|j!vrf^"^ 

F  (c,  ^)  =  (i  +  c^)  F  (c%  •>(/).  On  déduit  de  la  même  substituticio««  ••;,.. 

\    \y    •  »  T7  2C"A(c*,^Jr)sîn4'C0s4'  •^•1  ^ 

Ces  ibtmules  ne  diflRrent  pas  essentiellement  de  ^ies  ej»  -non»  avDns 
données  pour  ejiprimer  les  fonctions  F  (c,^),  £(^9  ?)  parlé  mcjen  des 
fontJSons  F(c^,  f  ),  E  (c*,  f).  On  voit  Mulèment  iei  qw  4'éniplit«ie  ^* 
de.  iM»  premièrea  formulés  est  renipTaéee  par  l'amplitude  4i  ^^  ^  relation 
entre  ces  deux  variables  se  trouvera  en  éliiïtinant  ^  des  detii^  équations. . 
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I 

ou  plus  Simplement  tang  J  fl)*  r^  tang  4  V^(i  —  ^  «iû*  4)-  ^'^'  ^  formelle 
ordinaire  de  duplication  qui  satisfait  à  l'équation  F  (c*,  ^^}=^  aF  (cf ,  4)* 

L^amplitude  4^  a  la  propriété  de  croître  continuellement  avec  Tampli- 
tude  f ,  et  de  coïncider  avec  elle  dans  toutes  les  valeurs  multiples  de  î  sr  ; 
c'est  pourquoi  nous  désignerons  4  P^i^  9^f  suivant  la  notation  de  la  seconde 
échelle,  et  par  ce  moyen  on  ne  confondra  pas  p«  avec  l'amplitude  ^**  de  la 
première  échelle ,  laquelle  croit  suivant  une  autre  loi. 

Nûufi  remarquerons  d'ailleurs  que  de  l'équation  sin  ij>  j^  ^!v"o  "«°  ?  ^'^ 
déduit  "  c  ^ç.      . 

«;»!  iA  i^        (i  4-  à)  sio  ç 

« 

Ainsi  on  pourra  prolonger  à  volonté  la  suite  des  amplitudes  ç,  ^«^  f««a  Çl(^»  » 
après  avoir  préalablement  calculé  suivant  les  formules  ordinaires,  la  suite 
des  modules  décroissans  c^tf^  c^,  etc. ,  et  cdie'de  leurs  compléraens  b, 
b\  *••,  etc.   .      . 

259 V  Si  on  applique  maintenant  la  même  substitution  à  la  fonction  de 

troisJ^më  espère  fl  (71 ,  «,  ^) ^^ss  /    .  ■  '.  i  >^  .  — ,  on  aun  là  tmarformée 

et  on  voit  que  le  développ^Muent  de  cette  formule  produira  deui  fonctions 
de  troîaième  espèce  que  nous  déiôgnerons  fmr  IT  {n^  c*,  ^^^  U  (m^^  e*,  f;)  , 
et  dont  les  paramètres  /i»,  /»o»  &e  détermineront  par  les  équations 

n«  4- m.  B=  !ic»  +  n  (t -f-c*|* , 

Soit  donc  V}  =  «—  1  +  ^^  â>n^  ^  ;  si  on  £Eiit.  eu  luèxxni  temps  n^  =ï=  -r-<.  1 
-f* ^«  6in*PL  et  V9v=  ^  i4-  ^''*  sin*;t  y  ou  déduira  des  équations  précédentes 

sin»)tt:?=  \  (t  +  Jsîn*ê)  — ^  cosfl  v^(î  —  ft*sin«9); 

.  d'ob  Von  voit  q<ie  les  angl^  A  et  /4  sont  toujours  rf^a  et  qu'ils  satiâfoii^  à 
hieosiditioii  1  s=:£^  tang  A  tang/i^  <m  F(^'',  A)  -f-^  (P\¥)  ^^  ^'^"^^  P<)  pourra 
donc  exprimer  là  fonction  13  {n^c^  ^)  par  deux  autres  fonctions- de  la  même 

4  ^  •  • 


3j4  fonctions  elliptiques, 

espèce  rapportées  au  module  c^,  et  dont  les  paramètrçs  no,  m^  sont  de  la 
même  forme  que  le  paramètre  n.  Mais  comme  ces  paramètres  n«,  m»  satis- 
font à  la  condition  /i«i7io  =  c^^^y  les  deux, fonctions  pourront  se  réduire  à 
une  seule. 

En  effet  par  la  formule  du  n*  49  9  ^^^  ^  9  ^^  faisant  pour  abréger 

^o   *  (  1  +  «o  sin* ^o)  (i  +  w»o  »în*  ^o)         (i  —  «*)  s^a  •' 

prenant  donc  à  volonté  le  coefficient  A:,  on  aura  la  formule 

dans  laquelle  on  peut  faire  disparaître  du  dénominateur  le  facteur 

t  +  iTio  sin*  ^o-  U  suffit  pour  cela  de  déterminer  k  par  l'équation 

(i  -j-  A:)* c*  =  (1  —  k)m.y  ce  qui  donnera 

alors  la  formule  précédente  se  réduit  à  cette  forme  très  simple 

n  {n,  c.ify  =  3^j  4o  +  (i  +*)  F(c,  (p)  —  2*(l  +  c*)  n  (/!,,  c%  p.). 

Une  équation  semblable  donnera  l'expression  de  11(^0, c^,  ^o)  parle  moyen  de 
n(noe9  ^**9  ^00)9  et  ainsi  successivement ,  jusqu'à  ce  que  le  module  de  la  der- 
nière fonction  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  son  carré.  Arrive 

à  oe  terme  la  fonction  II  (/i|,  c',  ^1)  se  réduira  à  /  — .       .  ,  ^  =  , ./    .     v>  arc 

tang[v/(iH~^i)taiig9i]*  On  connaîtra  donc  la  valeur  de  II  (n,  c^  f)  avec  un 
degré  d'approximation  qui  a  pour  mesure  le  rapport  de  (C|)*  à  l'unité. 

260.  La  pratique  de  cette  méthode  se  réduit,  comme  on  voit,  à  calculer  i"".  la 
suite  des  modules  décroîssans  c%  0"^%  etc. ,  et  celle  de  leurs  complémens  £*, 
b^y  etc.  ;  a"",  la  suite  des  amplitudes  ^« ,  ^«o  9  etc. ,  selon  la  formule  qui  a  été 

.  donnée  pour  déduire  f  «  de  ^  ;  3*^.  l'angle  X  qui  détermine  le  paramètre 
/ip =—  1  +  ô*'  sin'  A ,  et  les  angles  semblables  qui  déterminent  les  autres 
paramètres.  Appelons  par  analogie  80  l'angle  A  qui  détermine  le  paramètre 
Hp,  tomme  l'angle  6  détermine  le  paramètre  n^  la  formule  qui  donne  siq*A 
en  fonction  de  sin  fl  pourra  se  met  tre  sous  la  forme  8in(a6t+fl)  =  -^^sînfl, 

'  très  propre  au  calcul  trigonométrique.  On  voit  par  cette  formule  que  ad,  4"^ 
sera  toujours  compris  entre    180*  et  ^70"*;  appelant  donc  a  le  plus  petit 
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angle  qui  satis&it  a  l'équation  sin  «  sa  &  sin  9 ,  on  aura  aO»  -f-  9  ^  '  So^  -f-  a  ; 
on  déterminera  de  même  do«  par  6«  et  ainsi  successivement. 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  on  est  dispense  du  calcul  des  am- 
plitudes, puisque  elles  sont  toutes  égales  à  i  ^tt.  Alors  la  formule  générale 
devient 

n"  («,  c,  (p) = ^-4^^ .  i-w  +  (4  4-*)  F-c  -  a*  (i  +  c»)  n' («.,  ^) , 

et  on  en  déduit  toutes  les  autres. 

Nous  remarquerons  qu'on  peut  obtenir  une  seconde  solution  du  même 
problème,  en  fiiisant  disparaître  le  Êicteur  i  +  /i«  sin'^o  s^u  lieu  du  facteur 
I  *-|*  iTio  sin*  f  ••  Il  faut  pour  cela  changer  le  signe  de  A:  ^  ou  prendre 

A: = —  ,      J  y  on  laissera  subsister  la  dénomination  de  n.  pour  représenter 

niof  et  celle  de  0oà  la  place  de /i,  et  on  aura  Téquation  sin  (sS» — 0)=6sin0, 
pour  calculer  successivement  les  angles  6o,  9oo)  etc.,  qui  servent  à  déterminer 
les  paramètres  /i»,  n^j  etc.  On  obtiendra  ainsi  une  seconde  formule  générale 
de  réduction  entièrement  semblable  à  la  première  et  qui  aurait  le  même 
usage. 

Addition  au  Chapitre  XXXI. 

361.  En  vertu  de  la  première  échelle  de  modules  toute  fonction  de  pre- 
mière espèce  F  (c,  çî)j  dont  le  module  et  l'amplitude  sont  donnés,  peut  être 
transformée  en  une  autre  dont  le  module  sera  pris  à  volonté  dans  la  suite 
infinie, .  .c*^,  c®,  c,  c',  c",,.,  formlée  suivant  une  loi  connue  d'après  le 
module  primitif  c.  En  vertu  de  la  seconde  échelle  des  modules,  la  même 
fonction  peut  être  transformée  semblablement ,  de  sorte  que  son  module  soit 
un  terme  quelconque  de  la  suite. •  .Ceo,  ^09  ^9  ^/^  ^m  *  ••  formée  suivant 
une  autre  loi  d'après  le  même  module  primitifs  ;  et  nous  avons  remarqué 
que  ces  deux  suites  ne  peuvent  avoir  aucun  autre  terme  commun. 

Imaginons  que  ces  deux  lignes  de  modules  soient  disposées  à  angles  droits, 
leur|M)înt  d'intersection  étant  le  lieu  du  module  primitifs;  et  supposons 
que  les  différens  termes  de  chaque  suite  soient  placés  à  des  intervalles  égaux 
sur  leur  ligne  respective.^  Si  Ton  considère  un  terme  quelconque  de  la  pre- 
mière ligne  (  que  nous  supposerons  horizontale  )  par  exemple  c^',  on  pourra 
par  le  point  correspondant  &ire  passer  une  ligne  verticale,  dans  laquelle 
on  placera ,  toujours  à  des  intervalles  égaux ,  les  diiférens  termes  de  la  série 
des  modules  calculée  suivant  la  loi  de  la  seconde  échelle,  d'après  le  module 
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primitif  d'.  Cette  •crie  pocmm  être  désignée  par,  •  .iï^ooo>  «^'^ ,  <l'.  >  <^>  ^\  ; 
d'i,j  d',ii^  etc.  De  cette  constrcictimi  vépétëe  pour  elitqw  terme  de  h  suite 
hcriMntale,  résulte  le  tabkaa  sniffliit,  formant  uim  sorte  de  dmier  dont 
les  dimemioits  mrA  indéfinies  et  qui  contient  dans  ses  cases  tous  ies  moddks 

déduits  du  module  primitif  c. 
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!i6d.  Maintenant  il  est  fecile  de  toir  qne  les  transfiyrmations  de  la  fonc- 
tion F(c,  (p)  peuvent  être  faites  en  gênerai  de  manière  qu'on  passe  du  mo- 
dule c,  à  un  module  quelconque  contenu  dans  ce  tableau  a  deux  dimensions. 
Veut-on ,  par  exemple ,  passer  du  module  e  au  module  e^  *  on  suivra  les 
formules  de  la  première  échelle  pour  passer  du  module  e  au  module  c'", 
ensuite  de  celui-ci  on  passera  au  module  c^  par  les  formules  de  la  seconde 
échelle.  C'est  sans  doute  un  résultat  très  remarquable  que  cette  multitude 
infinie  de  transformations  qu'on  peut  fiôre  subir  k  la  mdme  fonction  F(c,f), 
sans  changer  sa  nature  et  en  consérrant  le  même  rapport  entre  la  ibnction 
et  sa  transformée  pour  toutes  les  Taleurs  de  Pamplitude  ;  on  chercherait 
vainement  dans  la  yariété  infinie  des  transcendantes  un  second  exemple 
d'une  fonction  qui  se  reproduirait  sous  taint  de  formes  difliirentes  et  k  laau^Ie 
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OQ  pourrait  a|^pli<pier  plv%&  }u4eiiifiiil^  ({u'à  h  &piraU  logaxiUtmiqiie,  ]•  df  viie 
qfte  lui  avait  4onn^  «lacqiies  Bermulli  ;  {Eadcm  nuuata  resw^}^  , 

Il  e$t  inutile  d'ay)ut^  que  la  ibuctipu  de  secoade  e&pèct  £  (c^  f  )  paitag? 
ka  mêam  propriàtes  avec  la  fooctioa  F|  mais  à  un  moindre  degré  |  à  causr 
de  la  complication  qu'introduit  dans  les  résultats  la  «^uautité  alg^iqœ  com^ 
priiie  dau$  chaque  formule  de  rédu<otion» 

a6^  U  rç^te  maintenant  à  examiner  si  dans  la  formation  du  tableau  gé-- 
aéral  on  paryiendrait  aux  mêmes  résuUata  en  dhangeant  l'ordre  des^opé* 
raûoW)  de  Tborizonlale  à  la  verticale  jc'est»dire  si  en  partait,  par  exemple^ 
du  tçrne  c^^  considéré  comme  module  primitif^  on  trouverait  par  ka  rormule3 
de  la  pi^mière  échelle,  la  marne  série*.» C//''%  C//"",  Ct,^  o\^  c'^^. .  *  que  don^- 
xwit  les  résultats  de  la  première  opération.  Or  à  cet  égard  l'aifirmatiYe  eiJ^ 
aiséa  à  démontrer. 

£n  effist  tout  se  réduit  à  faire  voir  que  le  terme  ifi  déduit  de  d  par  le^ 
ioqnulea  de  la  première  échelle  ^  est  le  mtme  que  ci"  déduit  de  c^  par  les 
formules  de  la  seconde  échelle.  Soit  c s^s: sin  0»  c^7=^ ^^^/t  ^^  ^ura  par  les 
propriétés  de  la  première  échelle  c^  ss  tang*  {6,  tf/  c=^tang*^ây»  U  £iut  en<- 
suite  que  les  termes  consécutifs  c,  c^  soient  assujettis  à  la  loi  de  la  seconde 
échelle  qui  donne 

l/(sin9  sin  fly )  +  V^(cos  9  cos  9j  =  i  j 

il  faut  pareillement  que  les  termes  (f^  c/"^  soient  assujettis  à  la  même  loi , 
ce  qui  donne,  en  faisant  sin  A=  tang*  J 9,  sîn X,  =  tang*  j  fl^/ 

V/(sinA  sin  Xj  +  v/(cos  A  cos  Aj  =  i. 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  sin  A  et  sin  A^,  on  aura 

l  ù  A  lu       I      l/(C08l  OOSfl/) 

tang-l  9  tangi  9,-h^^T^^=  i  ; 

celle  dernière  donne  y  (cos  9  cos  9,).=  cos  (7  9  -f-  7  9,)  ;  donc  v/(cos  9  cos  9/) 
-=i+icos(fl-f-9,)  ==i(i-f-cosfl  cosfl,— .sin9sin9j,  sin9  sin9,= 
I  +  cos9  cos 9^ — 2 |/(cos9  cos9/)  et  enfin  \/(ûn9 sin 9^)=  i  —  v/(cos9  cos9^), 
ce  qui  s'accorde  avec  la  première  équation.  Donc  il  est  indiSerent  de  for- 
mer le  tableau  complet  en  calculant  les  séries  verticales  qui  répondent  aux 
différens  termes  de  la  ligne  horizontale ,  ou  en  faisant  l'opération  inverse , 
et  le  résultat  est  toujours  le  même. 

^64-  Dans  chaque  ligne  horizontale  du  tableau ,  formée  sukrant  la  loi  de 
la  première  échelle,  il  y  a  toujours  un  module  compris  entre  sin  9^  Sa'  et 
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sin  80^  7',  limites  qui  résultent  du  module  moyen  sin  45*.  Donc  comme  il 
y  a  une  infinité  de  ces  lignes,  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  la  première 
ligne  contenant  le  module  primitif  c,  il  s'ensuit  qu'on  peut  transformer  la 
fonction  donnée  F(c^  ^)  en  une  infinité  d'autres  dont  les  modules  seront 
compris  entre  sin  9^  5a'  et  sin  80^  7^  Il  parait  même  probable  que  la  trans- 
formation pourrait  être  dirigée  de  manière  à  obtenir  pour  la  fonction  trans- 
formée un  module  aussi  peu  difiérent  qu'on  voudra  d'un  module  donné. 

Nous  remarquerons  enfin  que  tous  les  modules  compris  dans  le  tableau 
général,  sont  nécessairement  difierens  les  uns  des  autres.  Car,  s'il  existait 
dans  ce  tableau  deux  termes  égaux ,  ils  ne  pourraient  appartenir  ni  à  une 
même  colonne  bori^où taie  dont  tous  les  termes  croissent  dans  un  sens  et 
décroissent  dans  l'autre  avec  la  même  rapidité,  ni  à  une  colonne  verti- 
cale où  les  diflférences  d'un  terme  à  l'autre  sont  encore  plus  sensibles; 
ils  seraient  donc  censés  déduits  l'un  et  l'autre  du  module  situé  à  l'iuter* 
section  de  la  colonne  horizontale  de  l'un  avec  la  colonne  verticale  de  l'autre  ; 
or  suivant  ce  qui  a  été  démontré  (art.  ig6)  il  est  impossible  que  ces  deux 
colonnes  contiennent  deux  termes  égaux. 
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Surface  du  cène  oblique. 

205.  v4098iD£aoiiS!  d'abord  le  cône  oblique  à  base  circulaire.  Soit  S  le  soin-  Pig.  n 
met  du  cône,  G  le  Centre  de  la  base ,  SO  la  perpendiculaire  abaissée  du  som* 
met  sur  le  plan  de  la  base,  SAB  la  section  fiiite  dans  le  cône  par  le  plan 
SCO.  Si  on  fait  le  rayon  CA  s=  r,  la  hauteur  SO  t=  A,  la  distance  CO  ==/, 
et  l'angle,  variable  OCM  s=  c»  9  Paire  ASM  correspondante  à  l'angle  »  sera 
exprimée  par  l'intégrale 

Z  =  / inim  ï/[À*+(r— /eus  0)-]. 
Pour  réduire  cette  intégrale  à  la  forme  ordinaire,  j'observe  qu'en  appelant 
a  et  a'  les  apothèmes  SA ,  SB,  on  aura  (*•=  A*  -^  (/— ^)%  *'*=*'+(/+  r)'; 

soit  donc  tang  1  oi  =  (J)'  tangi  ç,  m  =  ^^,  c*  =  i  —  (*1±^£)  j 
on  aura  la  transformée     . 


l 


im+my  J       [i  +  mcoBfY      ' 


Multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  (  1  — -  m  cos  ç)\  et  faisant 
n  =  ^  z  =  cot' 6,  ce  qui  donne  m  =  cos  6,  et  \/\p)  =  tang  ^  8 ,   on 


aura 


^     ^^       V    (i+i»sm»f)»  ^  sm*fl        J  (i+»tiu'f)** 

soit  tang4  =  |/(^+g")--3r^  A  sine ^  on  aura 

r  AJpcos»  ""J;,^(44^isina^^Y   L'autre  intégrale  s€ 

.  *  •  ■ 

trouvera  en  développant  la  différentielle  de     ^9^f    ^^  y^^  déduit 

w  §  ■       •  •         •      : 

Donc  on  aura  Faire  cherchée 

T.  L  4a 
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Z  =  -ir  y/iaa')  {2^|^£  +  E(c,<p)-F(c,(p)-f-(i  4-n)  n(«,c,<p) 

Pour  avoir  l'aire  entière  du  cône,  il  faut  faire  »  =  a^r,  ou  ^  =  2ist,  ce  qui 
(tonne 

formule  où  l'on  pourra  substituer  la  valeur  de  11^  (i»,  c),  donnée  par  l'é- 
quation 

de  sorte  que  l'aire  Z*  sera  entièrement  exprimée  par  des  fimctions  dliptîqoes 
fie  la  première  ^t  de  la  seconde  espace.  *  . 

.  jsGGt^paramètre /iqEscot^fl !est déterminé, pas U»rai^M|r|<]a3i^tlièineil «et 

m!  ^  puisqu'on  a  tang^ds  v"^'  quant  au  modiâec,  si  Ton  finit  car  nnX, 

l'angle  X  sera  égal  à  j  (ASO-f-  BSO) ,  c'^t-à-dire  que  cet  angle  est  celui  que 
fait  la  perpendiculaire  SO  avec  la  Cgné  ^ûi  divise 'en 'deux  également  l'an- 
gle ASB.  En  effet,  si  on  ftrit  de  l'autre  tôté  de  SO,  f angle  OSP±f=:  OSA , 
;et  «qu'on  trppelle  ak  l'ongle  'BSP,-  \e  triangle  fiSP  dont  les  trois  cfttésr  sont 

(fit,  xi',  iffy  donnera  cos  aX  sa  .—^ — 7-*^>  ov  «•  4"  *^=  ^f^  +  25/*+  ai*j 

donc  cos  2A  = 7—^ ,  et  par  consëqfient  sin*  X  ^  J  -w  f 7—^  J , 

ce  qui  est  la  valeur  de  4^.  De  là  on  voit  que  -les.  quantités  et,  a',  c,  8 ,  qui 
entrent  comme  ëlémens  dans  le  résultat  final  |  se  xlé4ui3eat  ixnmédiatcmeDt 
du  triangle  SAB,  section  principale  du  cône. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  i  faite  voir  comment  on  pourràft^conaparer 
diverses  portions  de  la  sur&ce  du  cône,  de  manière  qu'une  portion  servit  è 
en  mesurer  ràie  autre ,  smt  exacteoMsnt  y  sbit  avec  -des  ^li0!$f8Bqe%  détermina- 
blés  algébriquement  ou  par  arcs  de  cercle.  Ces  propriétés  sont  communes 
k  toutes  les  quantités  qui  penYent  /exprua^  par  k^^aciijoBSLdl^Uqqm; 
mais  il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  si  on  appliquait  auic.  fouçt^oQs 
E,  F,  n^  contenues  dan»  l'expmsion  Ide  Z ,  les.traiiQfoinmtloDs  fuirljesqueUe^ 
on  change  le  module  c  ea  ua  autre  tenue  de  l'échelle  c,  ,c9^  c^,  etc.^  on 
ramènerait  ainsi  fe  cas  JniaAns  oblique ,  k  cdui  d'un  c6ne  de  plus  en  plus 
rapproché  du  cône  droit.  Car  lor9que  c  itrnît  wwm  prtît  npiyiAtiw  M^iç^, 
oasenôtioe^sé  avoir  attëintlalimlte  du  c^nedrok^  etiesTonctieM  !*,.£.  IT, 
se  rëduiraient  k  1  Amplitude  f . 


^, 
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2&J.  Si  on  déreloppe  la  sur&ce  du  côoé  sûrnn  plan ,  il  en  réauhc  un  tfectcor- 
dans  lequel  l'angle  du  sommet  que  nous  désignerons  par  ^ ,  se  détennÛM 
par  la  fiirmnie 

et  au  moyen  d^es  mêmes  substitutions  on  a  la  transConoée*  ••»•..••••• 

cette  int^ale  étant  prise  depuis  ç  as=  o  jusqn'i  f  =27,  on  a  l'angle  total 
du -secteur 

On  peut  remarquer  que  n  dans  l'expression  de  ^,  on  fait  9  se  ^ X|  ce^uî 
donne  ai  os  9 ,  la  valeiar  de  9  devient  égala  au  quart  4^  l'av^l^  toti^  O*. 
Donc  tt  on  détermine  le  point  M  de  manière  t}ue  l'M^le  ACMss  6,  l'angle 
produit  par  le  développemclkt  du  secteur  courbe  ASM-sera  le  quart  de  celui 
que  produit  le  développemout  du  cône  entier. 

Qmnaissant  n  sa  oot*6|  et  c  =  sin  A  ^  le  rapport  rrr^  V^^  6>^^re  dans 
l'expression  de  <ty  peut  se  déduire  des  équations  4rf^^  ct'*^—  a*,  .•••••« 
4/"*  =  «'•  +  a^-—  2aa'  cos  2A ,  tang  7  0  =  %/ *  f  qui  donnent 


268.  L'expression  que  nouaavons  trouvée  pour  l'angle  indéfini  ^^  fournit  un 
moyen  fort  simple  de  construire  la  fonction  de  troisième  espèce  FI  (n,  c,  ^)  ^ 
dans  laquelle  le  paramètre  n  est  positif  et  représenté  par  cot*  6.  On  a  en  effet 
par  «n»  équatioft  ; 

O  étant  l'ange  au  sommet  du  cône,  décrit  sur  sa  surfiice  eowr exe  par  Fai- 
pothème  mobile  qui,  parlant  do  point  A,  se  meut  toujomrs  dans  le  même 
sens  le  long  de  la  circonférence  de  4a  base,  jusqu'à  ce  qu'il  «it  |MPeouru 
l'arc  A|dae9»,  déterminé  par  Féqoation  tang  7  ai  dbfrtangi  6  tang  If .  Cet 
ttgle  a»  croit  conthmeUement  «itec  l'amplitude  f  et  s'accorde  arec  f  dana 
toutes  les  valeurs  multiples  de  5r  ;  on  voit  d'ailleurs  que  l'angle  4  est  une 
fonction  révoluHve,  comme  les  fonctions  F,  £,  n,  laquelle  crott  indéfi- 

4a  •• 
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niment    avec  l'angle  tp ,  et  peut  être  d'autant  de  circonférences  qu'on 
voudra. 

Les  données  c  =  sin  A ,  n  =  cot*  9,  serviront  à  déterminer  le  cône  pro- 
pre à  la  solution  ,  ou  celui  qu'on  voudra  de  tous  les  cônes  semblables  qui 
remplissent  lé  même  objet.  Ayant  pris  l'apotbème  a  k  volonté,  &ites  l'autre 
apothème  a'  =  «  cot  7  0  ;  avec  les  deux  côtés  «,  «',  et  l'angle  compris 
BSP  =  2\j  làiles  un  triangle  BSP  ;  du  sommet  S  comme  centre  et  du  rayon 
SP  =  «(,  décrivez  un  arc  qui  coupera  la  base  BP,  prolongée  s'il  est  néces- 
saire, en  un  second  point  A  ;  le  triangle  SAB,  ainsi  construit  9  sera  la  sec- 
tion principale  du  cône  cherché,  et  sa  base  sera  le  cercle  décrit  du  diamètre 
AB,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  du  triangle  SAB. 

269.  Supposons  en  second  lieu  que  la  base  du  cône  soit  une  ellipse.  Soient  h 
la  hauteur  du  cône  ^  fet  g  lès  coordonnées  du  point  où  la  perpendiculaire 
h  rencontre  le  plan  de  la  base ,  /*  étant  prise  dans  la  direction  du  demi- 
grand  axe  a  et  ^  dans  celle  du  demi-axe  conjugué  b.  Soit  ^  l'amplitude  d'un 
pmnt  quelconque  de  l'ellipse,  les  coordonnées  de  ce  point  seront  x=  a  sin  ^, 
jrssb  cos  ^,  et  l'élément  de  la  courbe  ds  ^^d^  Vi^^  "^  ^  ^*  4^)*  ^^  ^^ 
sommet  on  mène  une  perpendiculaire  surla  tangente  en  ce  point,  le  carré 

de  cette  perpendiculaire  aura  pour  expression  A'  •+•  T^^ —        '^^*°         A  j 
donc  l'élément  de  la  surface  du  cône  sera 

dZ  —  \d<p  /[*•(«'—  c*  sin*  (p)  -f  (^  cos  ^  +  ^  sin  ç  —  aby] . 

Cette  différentielle  parait  fort  composée  ;  cependant  si  on  fait  tang  |  f  =  z, 

ce  qui  donne  sin^ss  j-— — ,  cosf  ==:  jq-^,a^=s  Y^:^%9  ^^  aura  la  trans- 
formée 

et  puisque  la  variable  sous  le  radical  ne  passe  pas  le  quatrième  degré,  il  est 
clair  qu'on  pourra  trouver  l'intégrale  Z  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 
De  plus  comme  il  suffit  pour  avoir  l'aire  entière  du  cône. de  prendre  l'inté- 
grale depuis^  f^  o  jusqu'à  ^  =  2^ ,  on  doit  prévoir  que  le  résultat  final  ne 
dépendra  que .  des  fonctions  complètes  de  la  troisième  e8]pèce^  et  qu'ainsi 
l'aire  du  cône.pourra  toujours  s'exprimer  par  des  f<mctions  de  première  et 
de  seconde  espèce ,  c'est-à-dire  par  des  arcs  d'ellipse/ 
jilais  ayant  de  nous  occuper  de  l'intégrale  prise  dans  toute  sa  généralité, 


^ 
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il  sera^boniTexMimfir  quelques  easpafUculier^âont  la  solutipo  offr^  moins 
de  difficultës. 

Le  cas  qui  semble  icbevoir  être  le  plus  simple ,  est  celui  âù  cône  droit  à 
base  d'ellipse.  Alors  la  perpéndiculaii^^  abaissiie  du  soiÀmet  passe  par  le 
centre  de  la  base;  on  a  à  la  finsysert)/^  zb  Oj  et  il  &V'^  d^obliquit^ 
dans  aucun  sens.  Dans  tous,  les  autres  cas  l'obliquité  est  simple  ou  double. 

Elle  est  simple  lorsque  l'une  des  coordonnées jT et ^  est  zéro;  car  dans  le 
cas  de' g^  =3  o,*  la  perpendiculaire  a£aissée  du  sonmiet  tombe  sur  le  grand 
axe  de  la 'base  ou  sur  son  prolongement;  il  y  a  alors  obliquité  dans  le 
âens  du  grand  axe  ^  mais  il  n'y  en  a  pas  dans  le  sens  du. petit  axe  et 
le  plan  qui  passe  par  le  sommet  et  le  grand  axe"  divisé  lé  c6nè  en  deux 
parties  égales  et  semblables.  De  même  «i  la  coordonnée y=  o,  il  y  a  obli- 
quité dans  le  sens  du  petit  axe ,  mais  il  n'y  en  a  pas  dans  le  sens  du  grand 
axe.  Enfin,  lorsque  f  et  g  ne  sont  nulles  ni  l'une  ni  l'autre,  il  y  a  obli-/ 
quité  dans  les  deux  sens  ou  obliquité  dbuble;  c'est  le  cas  le  plus  compliqué; 
cependant  nous  verrons  qu'il  y  a  uûe  infinité  de  cônes  compris  dans  cette 
division,  dont  l'aire  indéfinie  peut  s'exprimer  par  des  formules  aussi  simples 
que  celle  des  cônéé  à  ample  obliquité. 

Du  cône  droit  à  base  éPellipse. 

370.  La  supposition  def:=s  o  et  ^  si  o,  donne 

rfZ  =  i  ap  \/(a^h'  +  a'A*  —  c«Â»  sin'ç) j  r   ^ 

soit  le  plus  petit  apothème  l/(^*-f- ^0  =s  «,  et  A:=s  — 5:  on  aura.  .....* 

Z  =  i  Mfdf  v/(i  —  *'  sin*  f  )  =  i  oct  E(A:,(p).  Ainsi  l'aire  Z  s'exprime  en 
général, par  un  ajrc  d'ellipse ,  et  l'aire  entière  du  cône  sera  donnée  par  la 
forpule  trè^  simple  Z\r=s  !i^E\k;  elle  est  égale  au  petit,  apotbci^e  a  muU 
j^plié  par  la  .de^ni-  cirçonfçrence  de  l'^lipsé  décrite  sûr  lé  nsême/oijancî  Sixe 

aà  que  la'  base  ducône  yaveo  l'excentricité  oA  s.-r  }iiie  Bortequia'  le.déoli-? 

P«Ut  a»B  de  .cette  elUpw.4'  ==, y^(a'  -^  r^J.  ==-^i.<  étant  le  Rlu^gj-iga^ 
àpothàne  |/(af*4*A*).  .(.        ^  ....  ,  .'> .  r'»!)  '.yi-mn  n-f' i  )  "■ 

'  '"'  •*'  .'      '   Du  cône  àMe^èUipsé  bà^î^^«  ^^ii^^ 

«  '97^;AlorâilD^y.a.obU<^téqiit*dfnalôaens4ll|;n^  f^riraléiBiant;;' ipajis 
il  faut  idiBlinguer  trcûs  ciu ,  ;  aelon  ^ue  :  la:diiKnei|Oef*V  4*  )^k^.  A-ji^  ^t^ 
nulle,  positive  ou  négative.-  ■'..]  .)   -. 
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Pmaûr  tût.  Soie  ff^isàt*  (A* H-^)  ;  «Ion  la  formule  à  intégrer  t»t  ' 
dZzst^d^  y^[a*b'  +  ««A»  —  aaJ*/»in f + 4V  sin» f], 

«t  il  arrive  que  la  quabtité  sou»  1«  aigae  est  un  quarré  parfiiit,  de  sorM 
qu'on' a  A  ac:  f  iip  [a  v/(i*  •(!- A*) — ^  sitt  f  ]  »  et  en  intégrant 

I  ^  •  •  •    .     ■ 

Z=\a<p  |/(4»-f.  A»)  _  iic  (i  —  co8<p). 

.  ■    "  j  ^  ■  .  ■ 

Cette  intëgrale  est  prise  à  compter  de  9  ;=  o  ;  si  on  ]'étend  iusqpi'à  9  3=^, 
on  aura  la  partie  de  la  surface  du  cône,  séparée  par  le  petit  axe^  du  même 
oôté  que  la  perpendiculaire.  Cette  partie  que  nous  désignerons  par. .  •  • .  • 
Z'  sszj  OTT  yfÇb*  +  A*)  r—  b€.  Si  en  partant  toujours  de  f  =:  o,  on  fait 
croître  continuellement  ^  jusqu'à  ^  es  ott,  on  aura  la  surface  totale  du  cône 

elle  est  ^ale  à  la  circonférence  du  Çfrcle  circonscrit  i  Tellipse,  multipliée 
par  la  moitié  du  petit  apothème. 

On  voit  en  même  temps  que  la  partie  de  la  surface  du  c6ne  qui  est  ^- 
parée  par  le  petit  axe  de  l^autre  côté  de  la  perpendiculaire ,  étant  nom- 
mée Z"y  on  aurait  ^ 

Z'^à^i  TTM  V(»*  +  A«)  ^  bçl 

ainsi  la  différence  des  deux  parties  séparées  par  le  petit  àxe,  savoir.  •  • 
Z^'  —  Z'  =  abc ,  est  égale  au  rectangle  formé  du  petit  axe  ab  et  de  l'excen- 
tricité c.  Elle  est  là  tnêtne  pour  tous  lès  CÔties  en  nombre  iùfini  qui  satisfont 
à  Téquatiçn  £*y**=±'c*Â*  -f"  c*b%J^at  A  étimt  les  coordonnées  qui  détermi- 
nent le  somniet  de  chaque  cône. 

Étant  donné  l'ellîj»e  qui  sert  de  bafle  au  ûàûéy  A  on  décrit  dans  le  pbn 
de  cette  ellipse  une  lijrperbolé  telle  (|dë  le  foyer  d'une  dé  ce»  coutbëd  Sdit 
lé  sommet  de.Paûtre,  comme  dans  la  figUrê  t4  ;  si  éhâûite  on  fait  tourner  te 
plan  de  l^yperl>ole  autour  deVaxeOA,  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  perpittidictH 
Isira  BU  plan  de  l'dlipsèy  i^îj^pèrbole  aînei  tracée  scn  le  lieu  de  tous  les 
sommets,  des  cônes  quarrable^  ^  et  chacun  de  ces  cônes ,  dont  le  sommet  est 
déterminé  par  les  dôordomréto  /él  h;  ëttfa  pottr  audace  *à  (/(M4-A*)k 
Ces  propriétés  des  cônes  à  base  d'ellipse  sont  curieuses  et  it'ataieni  point 
encore  été  remarquées.  Au  re^te,  le  cône  dont  il  s'amt  n'est  çutre  chose  qu'un 
cône  droit  à  base  circulaire  coupé  par  un  plan  mcliné  convenablement  à 
sa -babè  l^iK*l60ttinitf  k'tti(ttie<^ieetion  pbtM  !étrë(#dl^  'dans  diffifarfaha  ^es 
dÉi^tâV^T'eîÀiïîtiqiiÀ^cMi^'XiiM  m^  il  j  a  nne  infinité 

de  sommets  qui  déterminent  autant  de  cônes  quambleaw  En  appekmt  I  Vint* 
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dynuâipa  de  la  b«s9  ciroulaire  tur  la  bà^  elUptiqpe ,  elw  Fangle  que  fait 
Papothème  du  c6ne  droit  avec  son  aie ,  on  aurait 

?— i !—  •^  —   *»f  tancf  iT  —■  _ 


Ain^i  on  cpnstfoira  fiicileipent  le  ç6ue  circi^aire  par  le  moven  ç|u  côp^  çl- 

liplique',  et  réciproquement. 

t  ^jûf^êèoml CM,  Soit  i'/^  «<^APf4-^ft*  :  dbns  ce  cas  le  sommet  du  oône 

«t'flîtiiélior«dei'aire4e  Pbyperbole-qiii  est  le  lieu  de  tous  les  sommets  des 

oôoM  quarrablei.  Al^rs  Ifi  polynôme  â*&*H*^A*-^  ûai^àu  f  -f-  {Iff^^^  t^hf^ 

sin*  ^  se  partage  «n  dettK  ftctei»#«éek  (A^—  B  sin  ^)  (A  —>  Ç  sia  l|l)  dqirtrHbs 

#otffi{îiBa sont  '    ^' 

Km\0V{f^^h^)^      ,, -        - 

^= -j •    . 

On  observera  d'heurs  que  B  et  G  pris  positîvemeQt  sont  toujours  plus  pe-^- 
tUs  qye  4f '<^^  l^tt^qu'oa  a 

le  premier  membre  étant  toj9)owi  pwtif  e(  janmi  pul»  h  fj^Cônd  doit  étrf 
aussi  toujours  positif^  qb  qui  ^p'aujrait  pa.i^  Jieu  si  A  n'était  pas  plus  grand 
que  B  et  G. 
Spit  iQ^Qtenant  ^  =^  j  ^  -f*  ^'^^  ^^  <^ra 

dZ=^  V^[(A— B)cos*>H-(A+B)sin*43.  V[(A;4-^)«fts54H:<^.4fe)i»*^^^ 
SoMi^i^j^mm^ii.^.  ^%  enspi,^  «^-^Xii.  ^^t^^V, 
I  — A*^  g'^spL     J  /AT:r\>  on ^ura la tranft&jr»^ 

dans  laquelle  on  a  fidt  mm9Ji/^^j^  C/"*^  ^)^]>  ^  ^^^  91^-^^  «b  — >  w^ 


^1  . ,  »■ 


•  • 


A  +  C* 


Cette  vftç]^  4^  jfBiiaiiiètjre^  I^^,  .^^CI^JUJ^  elle 

est  de  W  ^orme  — *  i  4-  **  «îi^ B,  ou  dé  la  fohne  -—  Jr  iSni* §;  La  preinière 
am  limLfkJkmUfoàlXr^mmaifà  ^ai^  >  ^^^  «t  k-wqpiide  â^ftiest  oé^ 
gRttfim  «  /il  ft  Mf^ (<,  €^\  Etibn  cm  deiuifcasil  y  «i^  un  «toîiUÎbU  où' 
l'on  aurait  b^J^  =  c*h^  ^  par  conséque|at  B  sib  o  ^  mtJà  i  et  W«*»  «^  4^. 
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373.  Ce  demiei'  cas  qui  est  le  plus  simple  de  tous,  se  résout  ii 
ment  par  la  formule  '^- 

dZs=:^d(p  \/{a*b^  +  a»À*  —  aabch  sin  f). 
Car  si  çn  fait  ^  =  2%|/ — ^  ^ ,  ou  aura  dZszd^  ^(a*b^^+^¥^2abch  COS34) 
oàdZz=s  ifltW4  V^O  "•  **  ^^^^  4)  9  ^^  faisant  A*  s=i  i 7^ ,  a'  et  a  étant 

toujours  le  plus  grand  et  le  plus  petitapdthème.  Donc  ou  a  Z;s=ibeL' E(ky  4)  ; 
cette  aire  commence  à  compter  de  %|/  sa  o  ou  de  ^  =s  —  7  ^ar ,  c'est-à-dire 
à  l'extrémité  du  grapd  axe  de  l'autre  côté  de  la  perpendiculaire  A;  si  on 
&it  4^  =  Tr  on  aura  l'aire  entière  dil  c6ae  Z*  ss  s&a'E^A:.- 

On  peut  remafquer  que  l'équation  bf:=:ch  entre  lescoordcmnéesyiet  A^ 
est  celle  de  l'asymptote  de  l'hyperbole  <f&  ]^saepar  tous  les  sommets  des 
cônes  quarrables  ;  cette  asymptote  passe  dbnc  par  tous  les  sommets  des  cônes 
dont  l'aire  ne  dépend  que  d'un  arc  d'ellipse.  Ainsi  une  même  construction 
très  simple  donne  à  là  fois  la  ligne  des  sommets  de  tmis  les  cônes  quarra- 
bles par  un  arc  de  cercle ,  et  celle  des  sommets  de  tous  les  cônes  quar- 
rables par  un  arc  d'ellipse*  4>  '      ' 

374*  Supposons  maintenant  bf'^chj  on  pourrafiiire  nss—  irf-i*sin*0, 

et  on  aura  dn*  6  =s  .  »  »  ^^  quantité  plus  petite  que  l'unité,  pîiisqueB  est 
positive.  11  s'agit  alors  d'intégrer  la  différentielle 

*y         <e^md#  1/ (  1  —  ifr»  rin»  #) 

... 
c'est  ce  qui  se  fera  aisément  par  les  réductiolis  ordinaires ,  d'où  l'on  tire , 

en  hiettatit  î/(i  rf-  a)  an  iieu  dé  m ,  .     '  y 

^-M^[=r|^'+E-(.+i>+(»+.+£)n,], 

n»    représentant  l'intégrale  J.    ,  ^^.^^  .^.  Cette  formule  donne  la  valeur 

de  l'aire  à  compter  du  point  oùâ^==o,  et  ^t='|^,  c'estrà-dife  à  compter 
de  l'extrémité  du  grand  àice  la  plus  proche  de  la  perpendiculaire;  si  en- 
suite on  &it  cù^ssiTFj  on  aura  l'aire  entière  du  cône 

valeur  qui  se  rapproche  beaucoup  ;de  celle  que  donne  le  cône  oblique  &  base 
oirculaiiey  car.  le  paramètre  n  qui  est  de  la  forme  -^i  -f-  »^  sin*  fl^  se  ramène- 
aisément  a  la.  fornie.  A  es  cpt*  d.  w 


r      • 
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'  375.  Supposons  en  troisième  lieu  bf^ch,  ce  qui  redd  la  quantitëB  active, 
alors  on  devra  fiiire  n  s;;  —  A*  sin'  9  et  on  aura  sin*  9  =  .  ^  ^  gj  y  quan- 

tité  positive  et  plus  petite  que  l'unité,  puisqu'il  en  résulte  cos*  9:=:  ^^g--» 
Au  reste  l'intégrale  sera  toujours  de  la  même  forme ,  savoir  : 

et  on  aura  l'aire  totale  du  cône 

2176.  Troisième  cas.  Soit  6^*  >  c*A*  +  J*c*  j  dans  ce  cas  le  sommet  du 
cône  est  situé  au-dedans  de  l'hyperbole  déjà  tracée  j. dont  le  contour  ren- 
ferme tous  les  sommets  des  cônes  quarrables. 

Alors  la  quantité  sous  le  radical  a*i*4-  a' A*— !iûjysin^+(^y — .  c^A*)sin*^ 

n'est  point  décomposable  en  fieicteurs  réels  de  la  forme  (A-— Bsin^)(A— Csinf); 

elle  le  serait  eh  iâcteurs  de  la  forme  [A  — -  B  sin  (f + 0)]  [A— ^B  sin  (f — 0)]. 

Mais  il  n'en  résulterait  pas  plus  de  facilité  pour  l'intégration  de  la  formule. 

Soit  donc  comme  ci-dessus  4^^=s  -î  ^  +  2*^,  ou  sin  f  sss  i  ^-^  2  sin*  ^ ,  nous 

aurons  • 

dZ  s  <4  V^(A  —  aB  sin*  4  H- C  sin4  4) , 

A  =  J*A'+  b'  (f—ay  =  ^a*,  A — aB -f- C s=  4»«", 

B  =.  a  Jy  —  ac*A' — .  aaiy, 

C  =  44y  — 40**', 

et  on  pourra  fidre 

<ffl  =  <*>|,  cos»  4  v/[*«a»  -f.  a(A  —  B)  tang*  4  +  A»*'*  tang*  4]. 

Soit  ensuite  Ung  4  =  y/j-tangiâ^,  m:^  îr—,*^»^—  (^to)' 
on  aura 

(*+•')•'     (i+jncos#)*    :    

Cette  différentielle  étant  entièrement  semblable  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  pour  le  cône  à  base  circulaire,  le  résultat  de  intégration  sera  k 
même  en  mettant  &  à  la  place  dé  r. 

A  l'^rd  du  module  k , 'si  on  toitk  ==  sin  X ,  on  aura  cos  2^ssi      *^ 

^  kahi/  (b^f*  —  yç*  —  C'A») 


OU 

T.  I.  43 
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, Aiwi  iei» r«garda^t les  élémeDs. «'9  ^'i^Aj  comxne\%^mèm^àMfklis.dmx 
cônes ,  la  sur&c^  totale  du  cône  elliptique  sera  à  celle  dn  cône  circulaire 
::  2^  :  Ir.  Les  parties  correspondantes  aux  mêmes  amplitudes  seraient 
duns  4e  même  rapport;  d'aiUeur»  Je  àiiàmètj^,2r  9^  déduit J^ 
du  c6ne  elliptique  par  la  formule 

Du  Cône  à  base  d ellipse  ou  Von  af^=^  o. 

377.  Alors  U^  tf'jr  B  obliquité,  ^e  dati9  lé  ^us  d|i  second  axe.  seulenient, 
et  le  plan  qui  paâse  par  le  sommet  et  1)5  second  axe  ditise  le  'cône  en  deux 
parties  égales  et  sen^ables/Ea  ftrnkde- a' intégrer  e6t'(lm^«etMn 

iZ  =  J  i(p  \/\a^b^  -f-  **^*  —  2fl*%  cos  ^  +  (fl*g^  +  c^h")  cos»  (f\ , 

ou  il  faut  remarqua  qof4ihquaatité'«o«i*'k(sîgRe:a^Mip<m 
eivd^u:i  Jeteurs  réek  dii  la  for6S6'A*<**J)<QM4)9  et  ^'à^pkiaferto  saison 
eHa  ne|)eut  deveair  un  .cafvér  parfait.  C'«st  |Moii)tt]uoî  Uiaiit  l^i^ 
dan^^outa  sa  g4n4raUté» 

sera  JZ=  |  ^  V^(^ •—  aB  cos^  -f- ^  <^os*  9) 9  substituant  pour  cos  ^«»ira- 
leur  I  — -  3  sin*  ^  ^ ,  et  remplisçfnt  le  sinurpâf  sbo' expression  en  tangente 
aura 

rfZ=i£ipcos*  i^  /[A— 3B+ïl!H-2(A^}teng*i.^tè^  tang^i(p). 

Soient  a  et  a'  les  deux  apothèmes  qui  aboutissent  aux  extsénulëajdo  petit 
axe ,  on  aiva 

A  — a6 +  C  s=fl»[À»  +  (g' -•*)•]=«•«• , 

soit  ensuite  tang  i  <P  ^y^J.ttligf  4^  Af^wi  -^  (^^)'  '^  =  7^  • 
on  aura  la  transformée 


£>q»  /*/■*!   '■■11     f     I    >ii*/;t>>M   >    ■»'■*■-    Il   . 


«       V 


Cette  formule  est  entièrement  seniblabla  à  ceUe.qv(i.<i  Ueu,  ftoiir  Jfli  icône 
U  bâta  circulaire  ;'ainsi  l'aire  du  cône  elliptique  dont  il  s'agit  peut  se  réduire 
à  celle  d'un  cône  oblique  à  base  deperç^Qj  Qn  prendra  pour  élémens  de  ce- 
lui-ci les  mêmes  quankîtér»,  «',,X  que  dans  le  CÔnè' elÛptique ,  en  faisant 


même  temps  le  dkuÂS^Ore  dié'la  bMeemiikiw^!^^        ,ééé.>m  ■»  t  ilmt 
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A:=  sm A, côs aA  =:  •     ».  > ou sin ^Aa:?:       ■   ^ — ^  ,^ ;  on  aura  en 

liÉiiiii   ■»    c  iii^T'r       rara^  • 

et  cela  pos^  Faire  enlise  dû  ç6ne  elli^tii^e ,  sera  à  Taire  (entière  du,  cône 
circulaire  ::  2a  :  sr.  Lé  m.éme  rapport  auta  lieu  entrct  les  deus  pprti(ii:à3  de 

ces  cônes ,  pour  lescjuelles  les  ampBtudes  •>[.  et  9  sent  égalés. 

^  •      •  • 

i?ki  <7^^d  elliptique  ààhïAÙ  obHifuifé:         - 


:i'ff:  Aioti'ïé^  é(MfdibMiiéh-f'ei^g^àe "Sorti  mÀiê!&^  ttr  fime  fl*  l^aïitre', 
et  le  calcul  pour  réduite  IWe  af«tt  ^(H5«ttob*eBij!ttiqf<fft«.d 
proltte"^;  si  \k  mitéte  ètF  k»  'qtMstKÀi  ife  ftutWissait'deê^Meyeèrs  âëpàtttmv 
pkisAcilement  auTésuhat.-        ^  •-         ' 

On  sait  (jtre  dan»  tbuC'  eèbc^  à  hase  d'éiKpse ,  eonme  drmsr  totrte  sttrftte 
du  second  oiulrery  .ii>eat  pofçibJe-de^.filiFfs  des^  s^tioiDi^  eircubireA  dans  deux 
sens  différens  ;  ainsi  un  cône  à  base  d'ellipse  est  réellement  un  cône  à^bësê 
de  cercle  dont  la  surface,  tàdëâlimetitt  prâltlàgécf 3ft:t6i:mine  à  un  plan  ellip- 
tique. Cette  considération  appliquée  à  notre  problème  présente  plusieurs 
avantages  ;  et  d'abord  elti^  siiHpIiiSë  beaucoup  là  dhétormination  de  l'angle 
résultant  du  développement  die  la  surface  du  cône  sur  un  plan;  car  cet 
angle  est  le  méfne  a  Imûtetf  ëgalesr,  dàm^lircôtieciitmlàife  étcfâtis  lèc^é 
elliptique.  L'intégrale  dont  cet  angle  dépend  sembfè  très*  cotYiplfqtfé^  dàAs 
le  cône  elliptique;  ceftendant  oiïivoit  a  priori  qufelle  doit  ^  réduis  khi  va- 
leur assez  simple  qu'elle  a  dansi  le  coller  «ifculaire ,.  etJ  on-  peut  '  pi^âiiHker 
qu'une  transformation  semblable  appliquée  à  l'e}(pressioj)  de  l'aire  ^doimera 
à  celle- cT  tout  le  degré  de  simplicité  dont  elle  est  susceptibles 

Pour  obtenir  ces  réductions ,  il  faut  commencer  par  déterminer  dans  un 
cône  elliptique  donné,  la  position  de  l^m  des  plans  qui  produisent  des  sec- 
tions circulaires-;  et  comme  fbus  fespfan»  paraïl^es  produiisè^t  des  sections 
sembkUë»^  mms'  peiimtn^siifpmser  que  k^  s#c6éiFd[fct^Mfë'dt)nt'ii  ^agit, 
passe  par  le  centre  même  de  l'ellipse  tfsà  suit  de  base  au  cône. 

Soient  comme  ci-dessus  a  et  &  les  demira^es  de  l'ellipse ,  et  /i'  —  b*=zc*, 
soientf/e«  g' les  coordonnées  pacattefef  àt  a  et  ^,  du  point  O  où*  dltetjtît  la  Fig.n,.. 
perpendiculaire  A  abaissée  du  sommet  S  sur  le  plM^dé^k  haêév 

Soit  f  Uaogle  que&it.av/e.ola  g^nd  ase,  la  droit»  CSy  interpeptiop:  du 
plan  de  la  section  avec  le  plan  de  la  base  ^  I  l'inclinaison  mutuelle  de  ces 
deux  plans;  lès  coordonnées  oun  point  quelconque  M  d'erellîpsesont,  en 
appelant  ^  l'amplitude  comptée  de  l'extrémité  du  petit  axe,  o"  =  a  sin  ^, 

43.. 
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Ti^*u,è.  jr:=ib  cos(p.  Soit  m  le  point  de  la  section  qui  correspond  au  point  M  de  la 
base  y  en  sorte  que  les  deux  points  M ,  m  soient  situés  sur  un  même  apo- 
thème SmM  y  m  étant  supposé  intermédiaire  entre  S  et  M. 

Si  on  abaisse  du  point  m  une  perpendiculaire  mq  sur  l'intersection  CE , 
la  position  du  point  m  dans  le  plan  de  la  section,  sera  déterminée  par  les 
coordonnées  Cq  =l  t,  qm  =:  u  \  celle  du  point  n  qui  est  la  projection  du 
point  m  sur  le  plan  de  l'ellipse ,  est  déterminée  relativement  à  la  droite^CE 
par  les  coordonnées  Cq  ^=zty  qn^s,  u  cos  I  ;  par  conséquent  les  coordonnées 

du  même  point  relativement  aux  axes  de  l'ellipse  seront •• 

a/  =  <  cos€  — Il  sin€  cos  I,  j^  =?  £  sin€-f-  ^  <^^^  cosl.  Enfin  la  troisième 
coordonnée  du  pointm  sera  /7i/i=  tt  sin  I.  < 

Maintenant  comme  les  trois  points  M^  is,  O,  sont  en  ligne  droite,  on 
aura  la  proportion  MO  :  O/»  ::  À  :  À  — *  u  sin  I ,  d'où  résultent,  entre  les 
différences  des  coordonnées  de  ces  points ,  les  deux  proportions 

A  :  h  —  tisin  I  ::/— «  :/— a:'  ::^ — g  -y'  — g"- 

Donc 

^^^  h{Jt  cost  —  tf  sîm  cosl)  '^Ju  sini 
^  "*""  h—uBval  ' 

^^^  h{t  sim  «f-  M  cost  cosl)  '^'gu  sinl 
*^  ""  h  —  M  sin  l 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'ellipse  a^*  +  b^x^  =  a^b^y  on 
aura  l'équation  de  la  section 

a*  (  A<  sin  €  -4-  Au  cos€  cos  I  —  g'u  sin l)*  — •  a*i*  (A  —  «  sin  I)*  =  o 
+  4*  {ht  cos  t^^hi  sin  €  cos  l  — fii  sin  !)■  j 

et  pour  que  la  section  soit  un  cercle ,  il  faut  que  le  coefficient  de  tu  soit 
zéro,  et  que  le  coefficient  de  £*  soit  égal  à  celui  de  k*,  ce  qui  donnera  les 
deux  équations  suivantes  pour  déterminer  les  inconnues  €  et  I  : 

(a*^  sin  €  -4-  b*/cos  £)  sin  I  =  c*h  sin  e  cos  6  cos  I , 
À*(a*sin*6H-A*cos*é)=a*(Acos€cosI — g'sinl)*+^(Asin6CosI+ysinI)* 

—  a*^  sin*  I. 

La  première  donne  tang  I  =  —r: — -rrrr — ,  et  substituant  'cette  valeur 
dans  la  seconde ,  on  aura 


o=uil^g*sin*€—b^J*œs'e+(^smUcosU{i^h^sm^i^*h^oos*e^ 

Ainsi  en  faisant  sin*€:=:  x y  l'équation  en  x  sera  du  troisième  degré,  et 
"parce  que  les  substitutions  x  =  o,  xs=  i,  donnent  des  résultats  désignes 
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contraires ,  il  y  aura  une  valeur  de  x  entre  o  et  1 ,  par  conséquent  une  va- 
leur réelle  pour  l'angle  6,  qui  en  donnera  une  pour  l'inclinaison  I.  On  voit 
encore  que  l'angle  e  pouvant  être  pris  en  plus  ou  en  moins,  il  y  aura  tou- 
jours deux  manières  de  faire  passer  par  le  centre  G  le  plan  de  la  section 
circulaire*  Dans  les  deux  positions  de  ce  plan  l'intersection  CE  &it  un  angle 
^al  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse ,  mais  l'angle  I  que  les  plans  du  cercle  et 
de  l'ellipse  font  ensemble  ne  sera  pas  le  même. 

^279.  Connaissant  l'une  des  deux  positions  du  plan  de  la  section  circulaire, 
il  reste  à  trouver  le  centre  de  cette  section.  Pour  cela  reprenons  l'équation  de 


a-fr* 


la  section  qui  est ,  en  Élisant  A  s=  CE  •  ou  A*  s=   ,  .  , — r— =r — p 

£*  +  i^+^iisinI— 'A'ssoj 

si  on  la  met  sous  cette  forme  ^'  +  («  +  -r*  "  sin  n  ==  A*  fi  H—tî"*  sin*l) , 
on  voit  que  le  centre  G  est  déterminé ,  relativement  à  la  droite  CE  consi- 

h 


dérée  comme  ligne  des  abscisses,  par  les  coordonnées  ^s=  o,  tt  ç=  — -  -r-sin  T, 

(A*  •       \      * 
I  +'^8În*IJ. 

On  trouvera  de  même  que  le  point  O'  où  aboutit  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  sur  la  section  circulaire  est  déterminé ,  relativement  au  même 
axe  CE,  par  les  coordonnées 

J  =/cos€  +  g^sin«. 

Il  =  A  sin I  •— y*sin  6  cosi  -|- j^  cos  i  cosL 

On  a  enfin  la  hauteur  SO'  ou  h'  =  h  cos  I  «4*/  &in  6  sin  I  —  g"  cose  sin  I , 
et  appelant^  la  distance  C&j  on  aura 

y**s=(ycos4-[-^sin€)*-f-(AânI— y^sinc  cosI-|-*^cos€cosI-|-/)*, 

en  fiiisant  l  =  —^ —  =  v/t- . 

Connaissant  les  élémens  n^j/^'y  h'  relatiâ  an  cône  à  base  de  cercle  dont 
la  surface  indéfinie  se  confond  avec  celle  du  cône  donné  à  base  d'ellipse , 
on  pourra  par  ces  trois  élémens ,  déterminer  l'angle  9  résultant  du  déve- 
loppement d'une  partie  quelconque  de  la  surface  du  cône  sur  un  plan ,  ce 
qui  se  fera  par  les  formules  que  nous  avons  données  pour  cet  objet.  Ainsi 
cette  transcendante  pour  un  cône  à  base  d'ellipse ,  ne  dépend  généralement 
que  de  la  fonction  FA:  et  d'une  fonction  de  trobième  espèce  II  (/i,  A:)  dont  le 
paramètre,  et  le  module  .sont  donnés  par.  les  élémens  ^,/^  h\ 
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-  Ati  moyen;  de  ce  méine'  cône  à  baste  cirtulàiref  dh  peut  réduire  a^  la  fbttne 
la  plus  siiJËple  là  fortâuledènt  l'int^t^lé  ex^itinie  Taire  du  cônB  prcrpôsë  & 
base  effîptiqne^ 

*  tStf.  P6ur  cet  effet,  appelons  e^  Tàngle  cjtre  Eut  un  ràyôti  qnelconrqTie  Cm 
tff)H}  Vaxe  fixe  C\y,  et  y  Tâtigle  que  &it  cet  axe  aVec  la  parallèle  à  CE  meùée 
par  le  centre  G^,  ce  dernier  angle  sera  détèrnlinë  en  même  tempsrqney  psr 
les  équations 

y^  sin3/= /+ À  sin  1 — y*sin  &  cosl+^.cosi  cosi , 
y  cos  7  =ay  ces  €  +  g^  sin  €. 

Si  on  prolonge  Fordonivnée  mq  =  u  jusqu'à  cette  parallèle  Cç' ,  on  aura 

m'y'  =:  M  4"  '  =  '^  sin  ,(âi*|*  5^).;.  donc  if  =±  ^  sno^  (^^'Hf  >)  "^  h  ^^  ^^  rapport 
h h 

L'élément  de  la  surface  du  cône  circulaire  =  7  r^deo  v/[^'*+(r-^'cosû))*]. 
Multipliant  cet  élément'par  le  carré  dû  rapport  précédent,  on  amra  celui 
du  cône  elUptique 

Ji       (        h        Y      i  rdm  l/[A'*+  (/  — /'  co8#)'l 
^^  =  U  +  >sni^r>  S     '    [î:-^sÎ;^(.+v)]^  '      ' 

où  Ton  a  fait  e  =  ,.,..  ;  et  comme  on  a  r'*  =  /•  +-:— r  >  celte  valeur  se 

A  4»-  *  SI»  1  ^  .  im  * 

réduit  à  e  =  -,  =cosCC'E.  Soit  Fangle  CC'E=i)a,  on  aura  e  =sr  cos  fe , 

h  hi  A^        . 

A  =  CE  =  r  sin  jj,  ,  donc  ,  ,  ,  .   ^  ==    ,,  .■  .  =  -7-  s=  sin*  u.  Donc  enfin 

.y  _  1/  sii^V^i.  </[y^+  {r-f  oo«#y]. 

[1— C0S/»8in(ir+yjQ» 

281.  Les  cinq  élémens/j/*,  h'^ii^y^  répondent  aux  cinq  données  du  cône 
à  base  d'ellipse,  savo&r  d,  h^f^  g^  A;  on  a  vu  comment  ils>  s'en  dédmsent  par 
la  résolution  d'une  équa(tion  du  troisième  degré.Rmj^mquement  les  quan- 
tités a,  i,y5  ^,  A,  peuvent  se  déduire  des  élémens  r\f\  h\  fA^  y^  supposés 
ceimus^.  En  effet  par  les  angVes  yeifi^  Te  premier  donnant  la  direction  de 
G'€  (puisque  l'angle  O'C'C  =5  J  7r  — j<),  le  ISecond  donnant  Ik  direction 
de  C'E^  on  â  immédiatement  Imposition  delà  droite  CE,  qui  détermine  le 
centre  C  de  l'ellipse  ,^  et  qui  est  en  même  temps  l'intersectSbn  du  plan  de 
Fellipse  et  du  plan  du  cercle  ;  IMnclinaîson  I  de  ces  deux  plans  est  déter^ 

minée  par  les  équations  -7— |  _.  Li!E-^^  /'  sinj^  s=  1^  cosft  -|-  i^sin  I.  * 

—  (/sin  €  —  ^  cosr€)  coair,  h'zszheob  î-f-  (/mi  — g  cos  é)  sin P,  d?Oi\ 
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Fou  déduit  cdtl  :^  —  '^^^^^~.  Ainsi  le- plan  de  b  bafle.ellipiiqtte  eêt 

donné  de  position  par  rapport  au  plan  de  la  base  cîreulaîre,  et  <m-a  èii 
même  temps  le  centre  Ode  cette  base  ;  il  reste  donc  à  déterminer  les  deux 
demi-axes  a  et  &)  et'Panglé  €  que  fait  le  .premier  avec  la  droite  CE,  ainsi 
que  ie^jcaordonvéesy*,  ^yi^y  qui  déte^inent^  la -position  du  sommet  S  par 
rapport  au  plan  de  la  base. 

Dans  le  plan  SCXK  perpendiculaire  &  la  droite  CE,  on  connaît  SCV  =  )&V 
<yR  :^  r'  cos  jEt  — J*  sin  ^ ,  et  Tanglé  <yKO  s=  1  j  ainsi  en  abaissant  la  per- 
pendiculaire SO  sur  le  plan  de  l'ellipse,  on  ama  SO  =  A'. cos  I 

+  (/'  sinj' — /  cos  7)  sinl  =  — Î5_^sinl,  et  ]|.0=:=A'  sinl 

+(y  cosfc— y'sin  y)  cosL  La  position  du  point  O,  pied  de  la  perpendi- 
culaire h  y  est  donc  déterminée  dans  le  plan  de  Tellipse.  Si  ensuite  on  cher- 
che réquation  de  la  section  faite  par  le  plan  qui  passe  par  la  droite  C!E  et 
qui  fait  un  angle  I  avec  le  plan  du  cercle ,  on  trouvera  que  cette  équation 
peut  se  réduire  à  la  forme  a^-rj-  h^x^  =  a*b\  xetjr  étant  les  coordonnées 
parallèles  aux  axes  a  et  &,  en  supposant  que  le  demi -axe  a  qui  passe  par 
le  point  C  fait  avec  la  droite  CE  un  angle  EGA  :r=  £;  il  suffit  pour  cela  de 
satisfaire  aux  équations 

a/' A'  sîny  sinl 

.lang3.^.^^,_^,,  ^y^a  aija-y  W*I  ' 

(h'  cosi-^/'  nni  mny  sinl)*  +  /Maiig*^am**tiii*I  ' 

(A  $xn t  +f'  opsi^m  y  nuj  y^+  /* ïaualfj^fê  cas»  ^  ai&*I 

D'ailleurs  Tan^le  €  étant  déterminé  par  tang  a  €,  on  pourra  choi^^ir  entre  les 
deux  valeurs  c,  éHr^^^r,  celle  qui  reùd  a  >  i. 

282.  Ainsi  on  revîeiit  facilement  du  cône  circulaire  dont  les  élémens  sont 
r^yfy  h\  au  cône  elliptique  proposé,  au  moyen  des  élémens  additionnels 
yet/j^.  Noas  pouvons^^^DjB.  exprimer  Ifi  Mrfiice  phjBrchée  dn  i^ne  k  hase  el- 
liptique par  les  élémens  du  cône  circulaire ,  joints  aux  deux  angles^  ^^/^i 
pwr  «»^, wulepll«si  MioD|i|»9^9)[|9dil  n'y:  aura  |>)])ft,)^.  4^  irpcftiifiç.  f^m  ^ 
mens  propres  du  cône  elliptique,  ainsi  nous  pourrons  suppri^ner  les  lEi^ccens 
des  lettres  i^^f\  ^'^^et  nou^  aurons  à  int^ér  la  jbrmnjfe 

Soienl-oommé  ci-dessus,  ot'Ct  ft^  Te  plus  petit  et  le  plus  grand  apothème 
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du  o^e  y  lesquels  sont  donnés  par  les  équations  c^  =  A*  -(-  (/•—  r)%  •  •  •  • 

a'^  =  A*  +  (y  +  /•)•  ;  »oil  -y  =  tang*  j  9 ,  ou  cos  0  es  ^>~^ ;  si  on  fait 

tang  tf  =  lang  ^6  tangi.  ç ,  on  aura  cos  (»  =  ,,^cosicd^> 

sinâ»  s=:  — j T— ^,gd»=     .^  a 1  j  soit  encore c*  = -* 2n-7 -t 

on  aura  la  transformée 

î^  "  O -oofA  sin (^— /)]•  » 

•  I  *      A     * 

où  Ton  a  fait  K  =  T  '^  C«*')*  siû*A^  sin'  A,  sin  X  = «p   «n^    —  ,  . . . . 

•v^'^  '  I  —  oosi  008/»  sin  y  ' 

|.  COSi  — 008/*8Îp> 

tang  d"  =  — r-; ^« 

^^  8inl  co8^  cosy 

La  différentielle  de  l'aire  du  cône  elliptique  étant  réduite  ainsi  à  la  forme 
la  plus  simple  dont  elle  est  susceptible,  nous  allons  procéder  â-l'intégration 
de  cette  formule  par  les  moyens  que  fournit  notre  théorie.  Mais  avant  de 
développer  ces  calculs  dans  toute  leur  généralité,  il  sera  bon  d'examiner  un 
cas  particulier  qui  conduit  à  des  résultats  fort  simples^  quoiqu'il  soit  com- 
pris dans  les  cas  de  la  double  obliquité. 

Du  cas  ou  ton  a  cos  9  =  cos  fe  sin  >• 


a83.  Alorson  a  cTcso,  et  la  formule  de  l'aire  devient  Z=  /^,^^^'"^.'^'^'^  ; 

'  J      (l— O08A8m^)* 

elle  devra  d'abord  être  divisée  en  deus  parties ,  savoir  : 

^^J       (I  —  cos*A  8m»  ^y      '       "" J  "(l— 008*A8În»rt*   ' 

et  on  aura  Z  =  T  +  P*  La  seconde  partie  P  est  &cile  &  intégrer  par  loffL- 
rithmes  ou  par  arcs  de  cercle  ;  quant  à  la  première  partie  T,  on  trouvera 
par  les  réductions  ordinaires 

.Tsin*A    .    008*A.A8iP^C08y  /*c*flgy  008* ^    ,     /^ b^dp. 

K      "*"    I  — 008*  A  sin*  ^    *^y         û      "'"*"y  (i— oo8»A8in*^)A* 

La  première  de  ces  int^[rales /^   ^^  * =E  (cyf)  — i^*F(  e^  p) ,  la  seconde 

s=  6*11  (/i,  c,  ^) ,  en  feisant  /it-  ■  cos*  X;  mais  il  &ut  aavoir  si  oe  para- 
mètre appartient  à  la  forme  circulaire—  i  +  i*sin*/ij  ou  à  la  forme 
logarithmique  — *c*.sin*^,  c'est-à-<lire  si  cos'X  est  plus  grand  ou  plus  petit 

quec*.  Or  on  a  »>"  ^  =  a^f  >  co8'A=— ^^,etc*s=^    ^,     ^ 
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ou  c*  sin*  0  =  (,  ^  Y—  cos* 9  =  (,  ^  Y  —  cos'  ft  sin*  y.  Donc  la  con- 
dition cos*  X  >  c',  suppose  cos  fi  >    ,  j|_^     :  on  a  vu  qi/un  triangle  formé 

par  les  deux  cotés  af,  a  y  et  l'angle  compris  2C  tel  que  c?  =s  sin  G,  a  pour 
troisième  côté  a/,  ainsi  on  a  toujours  a/*  <  «^'  +  «^  î  de  sorte  qu'on  peut  faire 

^/  .  ^  =  cos  6  ou  sin  €  =  £  sin  fl,  donc  si  on  aft  •<  f  il  s'ensuivra  cos  A  > 

cos  6 ,  et  cos*  X  >  c*  ;  ainsi  on  pourra  supposer  /i  ss  —  i  •{•  i*  sin*  /; ,  et  ou 

aura  sin;i  =;=  -r— ,  ou  sin  p  =  -r-^'.  Si  au  contraire  on  a  /ia  >  ff ,  il  faudra 

faire  n s=  —  c*  sin* o ,  et  on  aura  sin  ût  =  ^^^^.^^^^ 5  ce  qui  donne  une  va- 

leur  réelle  de  y,  puisque  c*  sin*  fl  —  cos*  (Jt  cos*  y  =  cos*  €  —  cos*  fi  =  sin*/u 
—  sin*  ff.  Le  cas  particulier  où  l'on  aurait  jEt  =  f  1  cos  A  =  c,  et  /i  =  —  c*, 
tient  le  milieu  entre  les  deux  valeurs  générales  de  n^  alors  l'intégrale 

P  =  -Ti-  (1  "^"Â"^)  >  ^^ïïc  en  remettant  la  valeur  de  R ,  on  a  l'expression 
générale  de  Z  comme  il  suit  : 

Z=,irv/(««')sin>[aE(c,^)~4-F(c,9)+3c(.-.^)  -  îfLii^^]. 

Ainsi  l'aire  indéfinie  d'un  secteur  du  cône  s'exprime  par  les  seules  fonc- 
tions E  et  F,  et  en  fSeôsant  f  =  a^ ,  on  aura  l'aire  totale 

Z'  =  arv/(aa')  sin*fe  (aE'c  —  ^•F^c). 

Dans  ce  cas  les  deux  élémensjx  et  y  qui  déterminent  la  base  du  cône  el- 
liptique y  se  déduisent  des  élémens  du  cône  circulaire  ^  par  les  équations 

fl/        .  "    cos8        •— • 

Venons  maintenant  aux  deux  cas  généraux. 

384.  Soit  1®.  AkC^)  on  fera  »=—  1  *-\^i*$iu^py  sin/^=  -r-ç,  et  on  aura 
l'aire  indéfinie    * 

où  il  faudra  substituer  la  ?aleur  de  l'int^rale  P,  savoir: 

T.  I.  44 
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^^  étant  dëlcrmmé  par  réquatioa  eol4  =  S2ÎÇ2Î£; 

Faisant  ^zszxrt^  on  aura  Taire  entière  da  cône 

Z' =  3rV(atf')sin>[E^c  —  *^F<?+ *^rP (n,  e)] , 

oh  il  faudra  substituer  la  râleur  de  n'(/i,  e),  exprimée  en  ftncthms  de  la 
première  et  de  la  seconde  efipèce. 

:285.$oit  2®.  u>f ,  on  fera  n=— ^'an^^res^SL^ss^ 1   et  on  aura 

L'expression  de  f intégrale  P  •«  trouvera  par  logarithmes,  aisi  moyen  des 

substitutions  cos9;=:6cot4>  c^^l^^^*^;  ix^  c^^  valeur  n'entre  point 
dans  l'expression  de  l'aire  entière,  laquelle  est 

TJ  sr^^r  v/(fitflt«)  sin*)M[E'<?— i*F*^+iTl>rii,  c)]. 

Ces  deux  cas  généraux  sont,  confme  on  voit,  susceptibles  dVme  solution 
anasi  simple  que  celle  des  cônes  a  base  circulaire  j  et  le  cas  de  fe=f  est 
encore  plus  simple,  puisqu'il  se  résout  par  les  seules  fiamctions  E  et  F. 

Solution  générale  du  cas  de  la  double  obliquité. 

.  .  ,  •  •  • 

286.  ]Sous  avons  à  xiitegrei*  la  formule  iL  =3^  ^^ ,  dans  laquelle  D  = 
I  —•cosAain:(<^«^/)(e|;  d'abord  pour  réduire  le  déneminateiur  à  sa  pre- 
mière puissance,  il  ftùt  difiStetrcier  la  quantité  g  cos  {P^^^)  et  comparf?r 
la  difierentielle  à  la  Ibrmule  proposée,  ce  qui  donnera  tette  réduction 

Ztin*A  ^^ co8A.Acos(^  —  /) rd^     1  —  c*8in*y — c^oosAsîn^  co8^cos(^ — l) 

"K""*  D  ~J    A  •  i~coaxtia(f^J^) 


Soit  T  cette  dernière  iittégrale>  pour  faire  d^paraître  CQts^ 
il  faudra  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  i -— %cosAsin(^-{~^)9 
et  le  nouveau  dénominateur  sera  D'=i— cos*Xsiu?/— acosXcosJ^sin^-f- 
cos*&  sin*9f  Le  produit  étant  feit  pareittement  claii»  la  framératiuf ,  tm 
verra  que  l'intégrale  se  partage  en  trois  parties,  l'une  dégagée  du  déno- 
minateur D',  les  dçiu  autres  affectées  de  ce  dénominateur^  on  aom  ainsi 
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PsscosAsincT/  -^ '^^ g7^ ^j 

Pas  k  mbrtitutioD  cfiin^asx,  l'intégrale P  devient  de  k fonoe/^.  jj^-^> 

X  Àant  une  fonction  rationnelle  dex;  ainsi  cette  intëgrale  ne  dépend  que 
des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes;  d'ailleurs  elle  n'entrera  pas  dans 
Pexprestion  de  Paire  entière  du  cône.  I)  ne  reste  donc  à  trouver  que  l'inté- 
grale T'.  : 

Pour  cela  représentons  la  différentielle  à  intégrer  par=^  (B — Csin*^),  il 

faudra  multiplier  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  ce  que  devient  D'  en 
changeant  le  signe  de  sin  (p.  On  aura  alors  au  Ueu  de  D!  nu  noiiAreau  dte^ 
oûnateur  1^  =;;  A*  «4*  ^A  coi*  A  cos  ax  sin*  ^  4"  co$^  X  sin^  Py  àèsnê  leqt&el 
A  =  I  — -cos^Xsin'cT^  et  cotxssinAtangeT*  et  l'intégrale  sera  partagée 
en  deux  parties  de  sorte  qu'on  aura  T'  =  P' + T" , 

F  ==*  COI  A  co6cPy'S^^?2f  [*•— *•  eos^A  cosVT+Ci  — 4?*  coa 

rpr/ f'd^    A  —  AV^cos*  J^—  cot*  A  gin'  p  lAc^  cos*^  +  (  i  —  ac*  co^  ^)co>  a^ 

"^J    A*  '  A*-f*34eoa*;^cosa«sîii^9+cofl(^Âaîa^^ 

L'intégrale  P'  dépend  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes^  et  l'iatégralQ  1" 
réduite  au  dernier  degré  de  simplicité  dont  elle  est  susceptible^  dépend 
d'une  fonction  elliptique  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  imagi'- 
naire;  elle  s'exprimera  donc  par  deux  autres  fonctions  dont  les  paramètres 
sont  réels,  suivant  les  formules  qui  ont  été  données  pour  cet  objet. 

Rassemblant  ces  dîffiérens  résvdtats  •  on  aurt  Taire  indéfinie  Z  par  la  for- 
mule 

Prenant  cette  intégrale  depuis  ^s=:o  fusqu'i  ^  s=  2^,  «t  appelant  T'^'  la 
valeur  complète  de  1",  g'est-à-dire  cette  valeur  prise  de  f=:oà9=>^, 
on  aura  l'aire  totale  du  cône  elliptique, 

Z>  =  2rï/(a«')sin>[E'c— (i  — c*çoa*cr)F'c+r"], 

Ploui  ponmons  continuer  plus  Imn  cette  analyse  tn  clierchani  Pexpres- 
sion  de  l'intégrale  T"  par  deux  fonctions  de  troisième  espèce  dont  les  parar 

44.. 
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mètres  sont  réels,  mais  la  proliiîté  qui  semble  inévitable  dans  ces  calculs, 
est  une  raison  suffisante  pour  ne  pas  aller  au-delà  des  résultats  généraux 
qui  viennent  d'être  obtenus. 

Examen  dune  question  particulière. 

287.  La  question  de  la  surface  du  cône  oblique  nous  donne  Foccasioii 
d'en  examiner  une  d'un  ordre  moins  élevé ,  mais  dont  le  résultat  mérite 
d'être  remarqué. 

Dans  un  cône  elliptique  à  double  obliquité  il  y  a  toujours  un  apotbème 
maximum  et  un  apothème  minimum;  mais  quelquefois  il  peut  y  en  avoir 
quatre  j  c'est  à-dire  qu'outre  le  maximum  et  le  minimum  absolus  qui  existent 
dans  tous  les  cas ,  il  y  a  encore  deux  maxima  ou  minima  relatifs* 

La  question  ramenée  à  la  base  du  cône ,  se  réduit  .à  faire  passer  par  le 
point  O  dont  les  coordonnées  sont  J^  et  g  y  deux  ou  quatre  perpendiculaires 
à  la  circonférence  de  l'ellipse.  Soient  xetjr  les  coordonnées  de  l'un  des 

points  cherchés,  on  aura  l'équation  ^•  =  — (a*  —  x*)à  laquelle  on  satis- 
fait en  faisant  a:  =  acosG,  j^  =  £sinG;  et  le  quarré  de  la  distance  de  ce 
point  au  point  O  étant  (y— acosfl)*4-(^  — isinO)*,  la  condition  du 
maximum  ou  minimum  de  cette  dislance  donnera  l'équation 

«/"sin G  —  i^  cos 0  =  c*  sîtt  6  cos fl.  (i) 

Soit?!^  =Py  t-=7j  cette  équation  deviendra  ^sin0— -cos6  =  ^sindcosG; 

elle  serait  facile  à  résoudre  trigonométriquement  en  la  mettant  sous  la  forme 
sin  (  9  — «  a  )  s=  A:  sin  aO;  mais  pour  avoir  la  solution  analytique,  soit 
tang  ^  0  s  / ,  on  aura 

i^—2{p'hq)fi  +  2{p'—q)i  —  i=i0.  (a) 

Puisque  cette  équation  du  quatrième  degré  a  son  dernier  terme  négatif,  il 
s'ensuit  qu'elle  a  au  moins .  deux  racines  réelles ,  ce  qui  est  manifeste  par 
la  nature  du  problème.  On  trouve  d'ailleurs  par  les  formules  connues  que 
l'équation  (3)  aura  deux  racines  réelles  seulement  si  la  quantité 

^7PY--(r—p'-^yy 

est  positive,  et  qu'elle  en  aura  quatre,  si  cette  quantité  est  négative;  mais 
cette  condition  peut  se  réduire  à  de  plus  simples  termes. 

Soit  p^  =  et*  et  9* =C' ,  on  aura  dans  le  premier  cas  3a€ — ff*  H-  «^^  + 1  >  o 
ou(a+i)* — ff*— 3a(a  +  i~f )>o.  Le  premier  membre  estlepro- 
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duit  de  ot+i — ^  parla  quantité  toujours  positive  f'+^C^+OH^C^+ï)*- 
Donc,  en  supprimant  ce  facteur,  la  condition  précédente  deviendra.  •• 
a  4-  I  —  €  >  o ,  c'est-à-dire  que  l'équation  (2)  aura  deux  racines  réelles  et 

deux  imaginaires  si  on  a  if^  '^p^^i^et  qu'elle  aura  quatl*e  racines  réelles 

•         - 
si  on  a  y^  >  ;9^  +  I . 

De  là  on  voit  que  par  le  point  donné  O,  dont  les  coordonnées  sont  y 

et  g,  il  ne  pourra  être  mené  que  deux  normales  à  l'ellipse,  si  l'on   a 

^^  ^CC^)^"!"  (%)^>  et  qu'on  en  pourra  mener  quatre  dans  le  cas  con- 
traire c^  >  i^jTp'hi^gy  •  en  cas  d'égalité  il  n'y  aurait  que  tcçi^  nor- 
males parce  que  deux  des  quatre  coïncideraient  en  une  seule. 

Si  on  considère^ et  g  comme  les  coordonnées  x  etj^  d'une  courbe  décrite 

s  ft  s 

d'après  l'équation  (c*)»  =  («:)5  +  (^)^,  cette  courbe  ne  sera  autre  chose 
que  la  développée  de  notre  ellipse;  d'où  résulte  ce  théorème  : 

D^un  point  quelconque  pris  dans  t intérieur  de  la  développée  de  T ellipse  ^ 
il  est  toujours  possible  de  mener  quatre  normales  à  la  circonférence  de 
r ellipse;  de  tout  point  pris  hors  de  Faire  de  cette  courbe  on  rien  pourra 
mener  que  deux  y  et  et  un  point  pris  sur  le  contour  de  cette  courbe  ^  on 
pourra  toujours  faire  passer  trois  normales. 

Ce  théorème  au  reste  se  démontre  immédiatement  par  l'inspection  de  la 
courbé  9  en  se  rappelant  que  toute  perpendiculaire  à  l'ellipse  est  tangente  à 
sa  développée,  et  réciproquement. 

On  déduit  de  là  aussi  une  conséquence  fort  remarquable ,  sur  la  résolution 
de  l'équation  du  quatrième  degré  dont  le  troisième  terme  manque  et  dont 
le  dernier  terme  est  négatif.  Cette  équation ,  qu'on  peut  toujours  réduire  à 
la  forme 

|44.A^  +  B/— is=o, 

aura  deux  racines  réelles  et  deux  ima^aires ,  ai  l'on  a  (-"X"/  "^  \Tj  "'*  '  ^ 

elle  aura  quatre  racines  réelles  dans  le  cas  contraire.  On  peut  encore  réduire 
la  même  équation  à  la  forme  ;9sin6  —  cosOs^  sin  OcosO,  en  Élisant 
^stangjO,  ;E>  =  ^(A«4-B)3i  y  =J(A— B);  et  si  déplus  on  fait  cot.A 
=  :;(A  +  B),  A:=|(A— -B)  sinA,  elle  se  réduira  ultérieurement  à  la 
forme  sin(0«— A^sAsin  20,  qu'il  est  facile  de  résoudre  trigonométri* 
quement. 
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a88.  Soit  Péquatioii<)e  la  suffMse propoiéo»         .    ■  : 

IVspresrioB  de  IVàr»^  compriM  eittarti  4fl«  lùmle»  éoaftitA,  d^>eiidt«  de  la 
double  iotéerale 

mais  l'une  ou  l'autre  des  deux  i«|égraUQxis  pe  peut  s'effectuer  saus  iatro- 
duire  de3  fonctions  elliptiques  (|ui  ne  permettraient  pas  d'obtenir  la  seconde 
intégraleA  Pour  rendre  la  première  intégration  possible ,  au  moins  par  arcs 
de  cercle  ou  par  logarithmes,  on  pourrait  applicjuer  la  méthode  c\\xe  nous 
9LYQQ9  donnée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  année  1788; 
loyrâ  on  parviendra  plus  directement  au  même  but  de  la  manière  auivaute. 

Soit  scficcosO:,  on  awa  ^  -f» "^  b^ 6Ûi*d;  soit  ensuite^ 95 isinfteoa^, 

on  aura  a:  =  asinOsin9.  D'après  ces  équations ,  qui  équivalent  à  l'équa- 
tion de  hi  9ur&ce^  il  &udra  exprimer  l'élément  de  l'aire  en  fonction  des 
deux  nouvelles'  Vigriabie^  9  et  <p.  El  el^aibord  pour  avonr  la  vakur  de  dxdjr^ 
\t  dUKireocie  l'équation  x^awi^^^^  en  oupposant  O'coastant^  j'ai 
dx  snt  ad(p  cQf  9  aiad';  ensuibi  il  faut  tVQÛ;  la  valeur  de  ^,  en  supposant  x 

constante;  c'est  ce  que  dcmtiera  Féqnaj&é»  -1  ^"^  s^  nit^^»  ^oè  Fen  tire 

jr4^  =  b^d^  sinS  cos8;  donc  dxdy  =  ahd^d^  sin 8  co^9.    ^ 

Substituant  cette  valeur  ainsi  que  celles  de  x  et  ^  dans  l'expres^on  de 

l'aire  Sj  faisant  de  plus,  pour  abréger,  — j— sscT,  — r; —  =  €,  on  aura 
S=:j9^W(pri3sin9/[i— (J^sin'(p  +  ico8»^)8in»fl]. 
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L'ititégrato  pat  rapport  à  >6  efti  facâe  à  trMivêt  pirr  '  logaiithittes  ;  tfiai^ 
comme  la  formule  qui  ^a  résoUeirait  potii*  la  deconâe  intégratioti ,  ti'i^  pas 
du  nombre  de  celles  qu'on  sait  raméttei*  aux  fonetiotis  eontiuea,  ttoua  nous 
contenterons  d'intégrer  par'aëries. 
989.  Soîtdonccrtti^f^H^soos*^xs;7^on  am»^  en  développant  lé  radital, 

Szsffdbd^d^  «ni ^1  —^p rin'fl— ^4;»' •"**^~îiïi|A^ sm«e—  etc.).  • 

« 

Or, en  intégrant  depuis  9=* ô  jusqu^à  0==}»,  ôft  a 

/d8sin08»i)  72Aân«0s£:|,    /dSnn'Istn  |j|,    etc. 
Donc  il  résulte  de  la  première  intégration, 

Sr=/aWp(i  ^i/i-^g^;»*  -  gi^;^  -  ^;;«- etc.). 

•  •  •  ^ . 

Cette  forqiuile  doit  être  int^rée  de  nouveau  depuis  ^  as  o  )U8qu'à  ^  =  ^tt; 
•oiime  dodo  dafi»  ce»  limites  y^Mtp  as  ^ .  P')  >^i^  :»-.  P*,  ^(^  i£3  :.  F'',  etc.  : 
et  Ton  aura ,  après  avoir  multiplié  par  B ,  Taire  totale  de  Tellipsoïde 

formule  dans  laquelle  il  reste  â  substituer  les  valeurs  suivantes  : 

a  a' 

a. 4  a    »   '  a. 4 

a. 4.0    •  a. 4    2    '  2    2.4  2#4'^ 

etc. 

Ltùioi  de  cet  etprenioBi  «st  maaifetie,  et  on  jiietit  dhaeti^r  que  le 
tenne  giâitéral  P^'^  ittt  W  coeffieioat  de^  s"  dan  le  déveioppeateAC  de 

(«--"A)'^  (irT^^r^,  AU'dântf  edtft  dii  peôduit  3 

▲«h^iBak»,  k'AuiU»  P'^  P%  P%eto;  sera  nâtaMaîrMiical^OBveiigaite  m^f»€ 
SM4.  k^ut  4e«(i  flua  petite  qiit  l'omiéi  m  '^.aim  towyoof»  Keci  e*  jm^ 
nantpour  c.4à  plus  petite  dâa  teoâl  ^aalitéi  g»^^  ^ 

A90U  Le  problèoia  de  déttranier  faaw  totale  4e  iVll^scNe  est  réaohr  par 


y 
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la  suite  qu'on  vient  de  trouver ,  aussi  simplement  qu'il  peut  l'être  quand 
on  n'a  pour  but  que  d'dbtenir  une  approximation.  Mais  il  faut  recourir  à 
d'autres  moyens,  si  on  veut  avoir  un  résultat  dépendant  seulement  des 
fonctions  elliptiques  ou  des  quadratures  algébriques. 

Dans  la  méthode  précédente  nous*  avons  partajgé  l'ellipse  qui  sert  de  base 
à  la  surface  proposé^^.  en  zones  elliptiqu^es  concentriques,  déterminées  par 
les  projections  des  sections  Êiiteâ^âans'retlipscHde,  parallèlement  à  sa  base. 
Toute  autre  manière  de  partager  Ja  base  est  Clément  admissible  et  doit 
conduire  au  même  résultat  après  les  deux  intégrations  ;  mais  il  en  est  une 
surtout  qui  mérite  d'être  soumise  aiircalbul,  .et,  qui  semblé  promettre  des 
résultats  élégans.  Je  veux  parler  des  projections  qui  naissent  des  lignes  de 
plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  tracées  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Monge,  dans  ses  Feuilles  d'Analy^  a|>plîquée  (édit.  del'an  9,  n'  19), 
a  donné  la  construction  de  ces^  courbes,  comme  il  suit.      * 

~  Avant  supposé  a>»'  6  et  &  >>  c,  soit  pris  pour  plan  de  projection  le  plan 
des  xeljy  q^i  est  celui  de  )a,  section  prinôipale  dont  a  et  6  sont  les  demi- 
axes.  Soient  décrites  dans  ce  plan  une  ellipse  et  une  hyperbole  auxiliaires^ 
qui  aient  les  demi-âxes  communs  A  et  B  ainsi  déterminés, 

*='v/(?^)' 

le  demi  -  axe  A  étant  dirigé  dans  le  sens  du  demi-  axe  a,  et  B  dans  le  sens 

de  i. 

L'équation  de  l'hyperbole  sera  jr^z=z  —  {a^  —  A*) ,  et  l'équation  de  Tel- 

B* 
lipse,^^-p(A'— x*);  elles  se  toucheront  par  le  sommet  où  ^s=A,  et 

d'ailleurs  on  peut  observer  qu'en  vertu  des  'supportions  faites  on  a  A  ^  a. 
'   291.  Cela  posé,  soient  x=sa  ,  jf^=s^ ,  les  coordonnées  d'un  p<nn t  pris  à  volonté 

sur  l'hyperbole,  ensorte  qu'on  ait  ^•s=xî(*^**^'^')î  ^>  *^^^  ^^  demi- 
axes  a  et  f ,  pris  dans  Jies  A\émes  directions  que  a  %t  h^  on  décrit  une 
ellipse,  cette  ellipse  et  toutes  les  ellipses  décrites  de  la  même  manière  sui- 
vant les  diverses  valeurs  de  «  et  f^  avec  la  seule  condition  qu'on  ait  ^^a, 
seront  les  projections  sur  le  plan  des  Xeif^  de'  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure d'une  même  espèce,  tracées  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde. 
lies  projections  des  lignes  de  courbure  de  l'autre  espèce,  qui  seront  des 


hjrpei^eft;)^;.^  di^^i:m9^^t.  »§p[4pilablieimnt  ea  p^BuanA  cour  doim-axes 

de  ohaque  hyperbole ^  les  coordonnées  a',  Ç  d'un  même  point  de  l'ellipse 

*•    •  Ht 

auxiliaire,  lesquelles  doiveiU  satisfaire  k  Fëquation  €'*=*^(A* — a'*). 

Les  projections  des  lignes  dé  râurbure  de  la  première  espèce  seront  donc 
les  ellipses  tracées  d'après  i'équation 

^i»5(*Wx')i=|(cc'-**)(i-.^), 

en  donnant  à  a  toutes  les  valeurs  depuis  «  =  A  jusqu'à  a=sa. 

Et  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la  seconde  espèce  seront 
^toutes  1^  hyperboles  décrites  d'après  l'équation 

r'=:p.(^-«")=^(*«-«'-)(^-.). 

eu  donnant  à  0t!  toutes  les  valeurs  depuis  a'sso  jusqu'à  a'=  A. 
.  CoBsidérpn^  plus  particulièrement  les  ellipses  qui  sont  les  projections 
des  ligQ^  de  courbui>e  de  la  première  espèce. 

I^rs^fi'oii  fiiit  as=A9  on  a  C«^#j  ^sso,  de  sorte  que  l'ellipse  est 
infiniment  étroite ,  et  se  réduit  à  son  grand  axe.  A  mesure  que  le  demi- 
axe  a  augmente,  l'aixtre  demi-axe  f.  augmente  aussi  ;  et  enfin  lorsqu'on,  &it 
azssay  Tellipse  dé  projection  ^e  confond  avec  la  ba3e  de  l'ellipsoïde,  ce 
qui  est  le  dernier  temiè  de^  projection^. 

2Q2.  Cela  posé,  cherchons  Faire  de  l'ellipsoïde  qui  répond  à  l'élément  de 
la  base.^<;^,  compris  ei^tre  deux  ^ellipses  de  projection  infiniment  proches. 

L'une  de.  tes^  ellipses  ^g^ant  pour -écgoatiqsijr*  p=  **;  (ae^— ^)^on(  pourra  faire 

x  =  ce,iàp4^,  be  qui'âônnersl^=s.f  cos^^.  Différenciant  ac  en  supposant  a 
cof^stjaptK,  ^  amf^  49?;na4/4'^4>  ^^  ^  VP^  ensuite  de  celte  eUips!»: 
àr  l'eUipse  ipfiiiîmQitf  i^ine^  U  iiMpdiva  différàncièr  l?équation 

ej>.  foifuiiit  varier  ^  seul,^  çi^  qjui  donnera  /4x  ^^  ji  ^wfa,^^  r^  HT  h  ^'**^' 
l'élément  de  la  projection 


•      •   >  t  < 


^       to  ^    ^ 


Lorsqu'on  fait  var^  4  ^^  supposant  et  ^constààfV  ^  point  de  projection 
ne  larie  que  sur  une  inèm^^l^se  de  projection  ;  de  même  lorsqu'on  Êiit 
T.  L  .  45 
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▼aiier  a  en  soppoMni  ^  constant,  le  pwit  de  projection  ne  Tarie  que  sor 

iine  bjrpei^Ie  de  proîectkm  ;  car  en  éfiminant  i(  et  C  des  éqiiatk>ns  tf 

^  =  î=^»  ^' ==?(*'- A')»  *>°«-r-  =  5S|(^-^''^4),  ce qai 

e^t  Péquation  d^one  hyperbole  de  projeclîon,  dont  les  demi-^axes  sont 

^sAsîn^^  ^'=Bcos4- 

De  lit  on  Toit  qne  l'âément  de  projection  dont  Bons  Tenons  de  donner 
1»  valeur  9  représente  le  quadrilatère  compris  entre  deux  ellipses  et  deux 
bypertx>les  de  projecUon  intioiment  voisines. 

Si  on  substitue  maintenant  les  valeurs  de  Xyjr^  et  dxdjr  dans  l'expression 
2;onérale  de  S,  on  aura 

Cette  expression  parait  au  premier  coup  d'oeil  beaucoup  plus  compE- 
r|iiëer{tie  c-elle  à  laquelle  nous  avons  été  conduits  par  la  première  méthode; 
mais  en  l'examinant  de  plus  près,  on  trouve  qu^elle  est  suseept9>le  d'une 
réfluelion  fiirt  remarquable. 

En  effet,  si  on  substitue  la  valeur  ^*=xi  (a*  — -*  A*),  on  reconnaîtra 

que  la  quantité  sous  le  radical  se  décompose  en  deux  facteurs  distincts, 
l'un  qui  ne  dépend  que  de  es  ^  l'autre  qui  ne  dépend  que  de  ^^ ,  de  sorte 
qu'on  a 

Si  on  observe  maintenant  que  pour  l'objet  proposé  il  faut  prendre  l'inté- 
grale par  rapport  à  ^9  depuis  ^^sso  jusqu'à  4^  =  ^^,  et  l'intégrale  par 
rapport  à  a^  depuis  a=A  jusqu'à  «  =  a;  on  verra  que  ces  deux  inté- 
grales sont  entièrement  indépendantes  Tune  de  Pautre,  et  qu'elles  peuvent 
être  cherchées  isolément,  ce  qui  permettra  de  réduira  l'airo  entière  de 
Fellipsoîde  à  des  quadratures  algébriques,  et  même,  comme  on  le  prou- 
vera ensuite,  aux  seules  fonctions  elliptiques. 
393.  Soient  donc   •  . 


ooi'^y 
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■■.y   \sm»4'  +  T;.-viCJs«^y 


A.'b' 

li. 


II.  -  I 

ces  intégrales  devant  être  prisée  depuis  -^  ==^1  jôsqu'a  4'=:;7. 
Soient  encore 


ces  mtégi^es 'dcF^ant  être  pn9es^epms-^s=sÀ-]nK[t^à  €(ss&ii«  :'  • 
.  La  surface  cherchée  -sera     ,  . 

S==5pM  — ABQN, 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  quatre  intégrales  P,  Q,  M^  N,  dans  les 
limites  désignées.        ,  ^  »  . ,  , 

Pour  simpliBer  les  formules  Sf  et  N,  soit  tang^^s?  tang  û»,  ensuite 
n  =  ^  T^"     et  €?''=  I  —  gr  =^t;'  •  J^^y  ^^  résultera  de  ces  substitutions 

^  =  lB/o-|-»«n?*)i/(l-*'»»îii««ri=ÏB  ?  (**»  *^*  *)'       ' 

Mais  par  les  réductions  connues ,  on  a 

/dm  sîn*  m '         nsînoC08<>û(c^#)    ^        V,    F  (c^,  fl) 


îî  (^,  fl) 


.• ^ 


■n^  ^^m  Q'—  ^^  m 

a(»+i)  (/»+c^  ■*"  sw(»+i)(j»+c'^  "  ("'  '^  '  ") 


•  1 


Donc  en  étendant  les  intégrales  jusqu'à  0  s=  ^  cr^'  on. aura  pour  las  valeurs   ^ 
complètes  de  M  et  N, 


ag4<  A  l'égard  des  intégrales  P,  Q^  comme  c(  est  toujours  compris  entre 
A  et  a,  si  l'on  fait  Ass  a  sin /u»,  on  pourra  prendre 

•1^  sin*^ 


a*  — :  ^  , 

1  — CQ8V«în*{  ' 


45-. 


Ik 
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et  la  substitution  donnera 

^ J    (i  —  co8>8m*Ç) 


On  a  fait  daus  ces  formules  y^rs  ^  .  -p — ;  =  s?:»7dc  sorte  qu'on  a 


■  .      •  •  *  ■ 

^'*  +  c'*  =s  I  y  et  qu'aûâisi  les  modules  V  et  i!  sont  complémens  Fun  de 
l'autre.  ^    / 

Soit  le  paramèlre  a  ses    s;  >C3  col*  A  y.  on  auDa  i  ts  a.  aio  X  ^  <t  ^'* 

=  n  cos*  fc  =  -T-^ ,  ou  cos*  fjt»  =  i''  ^*  X  ;    llnt^ralè  Q  se  rapporte 

donc  aux  fonctions  elliptiques  de  la  troifeieiné  espèce ,  dont  le  paramètre 
y  s=  •^,903*.#  ■*» -^ 4'*  «n'^i  9t  o^4«B«vei^ 


....   -    —  ■*  Y    f^*"' '     ■  •  '  '  '     •  '  -      '  •      ^^  ^ .  t  •   I  .  •  •  •  i    «^  ■  t     I  .     .   . 

PpuravqiÇ:i9^.^i')ll^MF)4f  ^K^'^'P'^J^^^''^^'!^^  G>râà<^  de  ré- 

duction '  '     '  '■'""  "  "         ' 


•  ■ 


Faisant  ensuite. ^  =  Y^j/pnaiam  liesjptôgrales  complètes 


•-hw       ~. 


P  =  -^{cos'AÎ.'^JHh  8!n'xè'(**)-..(tf-2  siu'A+Â'*  sîn^X)  H'  (»',  V% 


•  _  .      '  •   .  •  « 


K  ■-■.■  -1    >-.- 


395.  Maintenant  si  dans  l'expression  de  l'aire  S  oii  ^ubslîtiië  lèi  v'aléàM 
trouvées  de  M,  N,  P,  Q,  il  en  résultera  .    >  x-.*  /     ' 

'  ^  .  .  •  -  i 

•       ;    •  •  ■  .  •  i       ^» 

«.•■w-  ...»  .«^ 

Par  un  premier  développement  qi^i  fiiit  disparaître  les  termes  où  les  deux 
fonctions  II'  sont  multipliées,  c4 obtient .    ^*    ^' 
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Biais  par  les  valeurs  connues  des  fopctîons  tl^ ,  on  a 


rin  AixtéA 


F»  (»)  -i.  cos*  Xn'  («',  *')  =  «»in'AF*  ri')  +  ^T^-  [F '  (*')  E  (*',  X) 

•      ._..  -.      -E'(50F(y,X)]. 

Substituant  et  faisant  les  récluctions  auxquelles  donne  lieu  la  formule  con- 
nue I'  ±=  1^  C«')  É'  Ç*T^F'  (*')£•  (<;')-- F'  (i^  F'  (c%  on  trouvera 


/ 


J'observe  qu'on  peut  encore  élmpliiier  ce  résultat  en  prenant  un  nouvel  an- 
gle p  tel  que  F  (i',  A)  +  F(^>  ")  ==  F'  (^0  î  ^^  f^^*  P^*^**  ^^la  qu'on  ait 
c'  tang  X  tang  9  =s  i  -,  cen[{ui  donne  cos  r  =  -  ;  on  aura  en  même  temps 

E(l/,  A)  +E(^r^)«a»E'.(*0.Hr.§4?^'.  Donc  en6h  IWe  entière  de  l'el- 
lipsoïde aura  pour  expression 


«s = ^'••' *-ï^  O:  F  (*'.  ,)H- E(iv) +^  A  (»•, ,)]. 


D'ailleurs  comme  on  a  y*  =s  s .  -r-^— t=  tt^t-  »  il  en  résulte  A  (i',0  =| , 
de  sorte  que  la  val^r  dq  8S  se  réduit  à  cette  forme  très  simple , 

formule  dont  on  pou^*a  Cadre  l'application  immédiate,  en  se  rappelant  seu- 

lement  qu'on  a  cos  r  s=  -  et  y*=q,T, 
*  a  or  sm' 


f 


11  est  facile  de  vérifier  cette  formule  dans  les  deux  cas  où  l'ellipsoïde  de- 
vient un  solide  de  révolution;  -car  sLl'on  a  a  ss&,  )a  formule  dcmue  pour 
l'aire  du  sphéroïde  aplati , 

•    no  »     o\i  —  sinf/  ' 
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et  si  Fou  a  £  =  c,  la  fimniile  donne  pour  rare  du  sghénSàe  d^kmgi 


8Ss=5-T — (f-Hânf  owf). 


ce  qui  s'accorde  arec  les  nsfiUats  cpnnus. 

^ous  sommes  donc  panrenos  à  exprimer  par  des  fbnctioos  eUiptiqûes  très 
simples ,  Taire  entière  de  feUipsoide,  et  on  peut  dans  ime  infinilé  de  cas  Tex- 
primer  |>ar  un  seul  arc  d'ellipse,  ce  qui  a  lieu  lorsque  a*=c*-)*^« 

296.  11  résulte  de  cette  scJntîoB  que  la  série  trouvée  par  la  première 
mélhi>de, 

est  susceptible  d'être  sommée  à  Taide  des  fonctions  elliptiques  ;  et  c'est  ce 
qu'on  peut  vérifier  directement  de  la  manière  suivante. 

G>nsidérons  la  fonction  T  (jry  on  àmfiement  T,  dont  la  valeur  dévdop* 
pée  serait 

on  aura  par  des  différenciations  successives , 

3Iais  si  on  remonte  à  l'origine  des  quantités  P',  Vy  P*,  etc.,  on  trouvera 

m 

€|ue  la  suite  -  (i  +  ^J^  +  P!j^  +  F"y*-f-etc^)  n'est  autre  chose  que  Tirt- 
tégrale  prise,  depuis  p  z=z  o  jusqu^à  f  se  7  ^r,.  de.  la  diflër^ntielle 

Gftte  intégrale  a  pour  valeur 

Dune  si  on  fait  pour  abr^er,  R  tsz  \/[i  •—  (J^  -f-  <)^'f*^90>  ^"  '"'' 

d'où  résulte  en  multipliant  par  dy  et  intégrant 


/ 
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Sftidtipliant  par  yèy  et  int^rant  de  nouveaa ,  on  aura 

OU ,  cb  ^ui  revient  au  même , 

Smt  ttûtttUNtnt  /  )/ J^  ss  sin  ^/  et  A*:b^sb7;  .  ^m^»  on  aura -^  s: 

11  re^te  à  faire  dans  ces  eipressions  j^=  i,  ce  qui  donnera  sjn4=  \/<^y 

cus4*^V^(i  — /)cs-,RssV'(l  —  cT).  i/i  —  «)  =  ^;  donc  la  valenr 
cbercbée 

c=i.â+î^F(»,4)+|-;^E(*,4)i 

d'où  résulte  eMfiil  \^aire  de  l'ellipsoïde 

et  on  voit  que  cette  fi>rm«ile  s'accorde  entièrement  avec  celle  que  nous 
avons  trouvée  par  la  secondt'^tttéthode^  puisque  les  quantité  A:  et  4  ^e  dif« 
fèrent  pas  de  celles  qui  ont  été  d^gnées  ci-dessus  par  b'  et  r. 

^97.  rïous  remarquerons  enfin  qu'on  peut  déterminer  généralement  l'aire 
d'un  quadrilatère  quelconque  compris  entre  deux  lignes  de  courbure  d'une 
espèce^  et  deux  lignes  de  courbure  de  l'autre  espèce.  Il  suffit  pour  cela  de 
sd[>stitaer  dans  la  formule 

S=:|PM  — ABQN, 

les  valeurs  des  intégrales  M,  N^  P^  Q,  prises  entre  les  limites  données. 
Il  faudra  donc  prendre  les  deux  int^ales  M,  !M  entre  les  deux  valeurs  de  x 
qui  répondent  aux  côtés  du  quadrilatère  dont  les  projections  sont  des  hyper- 
bolesy  et  les  deux  intégrales  P  et  Q^entre  les  deux  valeurs  de  Jt  qui  cor« 
respondent  aux  c6tés  du  quadrilatère  dont  les  projections  sont  des  ellipses» 
Ainsi  tous  les  quadrilatères  dont  il  s'agit  peuvent  être  déterminés  par  d«i 
fonctions  dliptiques^  et  les  résultats  deviendront  plus  simples  si  on  Ici 
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applique  à  la  zone  eQtîére  comprise  eotre  4en§  hgam^yC^bmfkt^y^çir 
même  espèce. 

« 

La  figure  i4  pourra  sei^ir  à  &îr6  mièlnL  entendre  les  constructions  que  cette  sec- 
tion suppose. 

AKB  est  l'ellipse  principale  doipt  les  demi*axes  sont  CA=a,  C9  =  6. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  auxiliaires  sont  représentées  par  ORO  et  OSff;  aies  ont  pour 
axes  communs  CO  =  A ,  GG  =:  B. 

Ayant  pris  sur  l'hyperbole  auxiliaire  QMI  «n  point  qiieloonqHe  M  dont  l^  eoordon- 
nées  sont  Ga  =  et,  aM  =  6,  on  décrit  ayec  les  demi-axes  Gi=«,  C6=C,. l'ellipse  amb 
qui  sera  la  projection  d'une  des  lignes  de  courbure  de  la  première  espèce. 

L'ellipse  à  ni  h'  représente  la  projection  d'une^autre  ligne  de  cotirbure  de  la  même 
espèce. 

Ayant  pris  sur  l'ellipse  auxiliaire  ONG  un  point  quekonqâe  N  dont  les  coordonnées 
sont  C«  =  «%  eV^zCf  on  décrit  a^ec  les  demi-axes  &=?«%  Ç^=  C ,  une  hyperbole 
emni  qui  sera  la  projection  d'une  des  lignes  de  courbnré  de  la  seconde  espèce* 

L'hyperbole  /im'  représefite  la  projection  d'une  autre  lignjS  de  co^rb^e  de  la  seconde 
espèce. 

Nous  avons  fait  voir  qu'on  peut  déterminer  en  général  par  les  fonctions  dKptiqiies , 
l'aire  de  tout  qnadriUtère  formé  sur  la  surface  de  Pelliptoïde^  qui  |^  pour  projec-, 
tîon  mnm'ri. 


^^^l>^^^^^tl0^mMt^^MIMIMt0Mm^^nn0l/*/m00mM^Mm*/*^^MIimt*MtM¥l/^^  ^W»  W<%  K»M»%»WW)»WM>l<XJ^WWWy|>W»  m/mmi¥^^¥»l¥^m/»M^^MII 
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t  1 

jD^  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  du  sfhér^oide. 

398'  i^ORSiDÉRORS  un  sphéroïde  produit  par  la  réfol^tipn,dAA'ejUip%B'P4J& 
Fis>  la.  autour  de  son  petit  axe  GP,  et  supposoa»  que  ^  «ourbe  AMI  tracée  sur  la 
aur&ce  de  ce  solide,  jouit  de  la  propriété  d'être  la  plus  courte  entre 
deux  de'ses  points  pris  à  yolooti;  il  s'a^t  de  détennijur  la  pa^urç-df»  cette 
courbe.' 

Soit  PàE  le  mérvUm  fi^«  qw,  pyuiB  pcr  t'oipgtfie  A  de.  feî*  f«mr]^»  ;  R1>W*> 
le  «oérijdiep.  «BobUe  ^  p^  pfr  i«p  point  quêlç9ni|ii9)AI  i4ft:Ç#ÎP  op^^* 
BjlT  !•  P«1>«B4»wWe  «baisfi^p  d%  p«nt.  M  sur  l^Wi  »  Vpftt.JRUrpoift 
ÇE««,  q^==A,  G^>=/,  TM=:ii,  ^>if^4MçîS*«^*VWlrif  ,^^jP|l^<iWl 
eH^tn^  ^ttz  1»  deux  méridio»»  PA,  J^M,  =4'i.  ^  *«««««  ;»i:  N «f* 
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thodes  connues  que  la  l^ne  la  plus  courte  tracée  sur  la  surface  d'un  solide 
de  révolution  doit  satbfiûre  à  l'équation  11*^4  ^=  ^^  9  ^  étant  une  cons- 
tante ;  il  ne  reste  donc  qu'à  combiner  cette  équation  avec  celle  du  méri- 
dien elliptique. 

Appelant  à  l'ordinaire  (p  l'amplitude  du  point  M,  nous  aurons  £  =  ^  co»^/ 
tt  =  a  sin  ^,  dt^  ^  du*  =  âtp*  (a'  cos»  ^  +  i'  sin' ^)  et  ds*  =  M*i/4*  + 
^*(a*  cos*^-f~6*sin*^).  Substituant  celle  valeur  et  celle  de  u,  dans  l'é* 
quation  u^d'^  =  C^ ,  on  en  tire 

.  ji  Cdç  v/(a*  cos'  ^  +  b^  sin*») 

Soit  €•  =  a'  sin*  fl ,  on  aura  v/(a*  sin'  ^  ~  O)  =  a  ^/(sin*^  —  sin'  6) , 
d'où  l'on  voit  que  6  est  la  limite  au-dessous  de  laquelle  ç  ne  peut  pas  des- 
cendre ;  soit  donc  cos  ç  =  cos  6  cos  câ ,  on  aura ,  en  &isant  c*  =  n*  —  i* , 

a(f^L=  î^^-rr r-    l/(^  +  ^*  COS*  6  COS'û»). 

Soit  en6n  h  s=  sin*  A  =  ,         — jr ,  ou  tang  A  =  — r— ,  n  =  col*  6 ,  on 

aura 

j.  b  <i#|/ti— Jb*siD*â>) 

^^  ""  a  sîn6  cos  a  '         i  -J- 1»  sin*  •»       * 

C  COSA  ^    ^  ' 

Supposons  que  l'origine  A  est  le  point  de  la  courbe  le  plus  près  du  p61e  P, 
on  aura  en  ce  point  l'amplitude  ^  =  8 ,  et  »  =  o  ;  et  puisque  la  distance 
PA  est  un  minimum ,  il  est  visible  qu'au  point  A  la  courbe  sera  perpendi- 
cubire  au  méridien. 

Cela  posé,  l'arc  AM  =  s  compté  du  point  A  y  s'assimile  entièrement  à  un 
arc  d'ellipse,  et  on  a  exactement  s  =  — -  E  (A:,  co);  ainsi  en  prenant  le  de- 
mi-grand axe  CD= ,  lequel  sera  plus  petit  que  CE  et  plus  grand  que 

CP,  et  décrivant  l'ellipse  PmD  sur  les  demi-axes  CP,  CD,  si  on  prend  sur 
cette  ellij^se  un  point  m  dont  l'amplitude  soit  a» ,  ou  qin  ait  pomr  coordon- 

nées  Cr  =  &  cos  en ,  rm  =  — -'  sin  cê^  l'arc  Vm  de  Féllipse  sera  ^al  a  l'are 

AM  de  la  ligne,  ii^  plus  courte,  l'extrémité  M  de  celui-ci  étant  déterminée 
par  l'abscisse  CT  =  6  cosO  eos  i»sss Cr  x  cos 0,  de ^orte  qu'il  y  a  un. rap- 
T.  I.  '  46 
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port  «OMtMt  «bti*  ios  «faBasMa CT,  Cr,  des  |>oiots  «enninât  per  ie»  «rt» 

An  ptmil  t  où  h  totiAe  wmcwitre  Péqttttttif ,  ^m  «b«  Totc  Al  st=  PmO 
c=: E'A:,  et  par  l'équation  u^d-^  =  Cds^  on  déterminera  Fanglel  sous 

teqot]  4*Kit«rsefttion  des  déirx  o^urbcs  a  lieu;  en  gémirai  ^.  est  1«  siouftile 

Tangle  M  que  fait  la  coQil^e  avec  le  méridien  ;  ainsi  au  point  I  on  aura 

cosi  =s  -r^  =  -  =  ^^^"    =  sin  6;  c'est-à-dire  que  l'ancle  1  est  le  complé- 

ment  de  l'amplitude  dn  point  A. 

^99'  Venons  maintenant  à  l'autre  équation  dont  l'intégrale  est,  suivant  les 
notations  ordinaires  : 

4  -r  -,-4 .  [(x  ^t\u{n,l^m)^^¥  (*,  ai)l. 


Par  cette  formule  doat  les  deux  termes  peuvent  ^tre  calculés  avec  tel  degré 
d'exactitude  qu'on  voudra ,  on  déterminera  pour  chaque  valeur  de  l'am- 
plitude û»,  la  valeur  correspondante  de  l'aingle  4  <}ui  ^^^  1^  longitude  du 
méridien  PM. 

Pour  avoir  la  position  du  poijit  I  où  la  courbe  rencontre  l'équateur ,  il 
faudra  faire  ai  =  î  ir,  ce  ^ui  donnera  pour  la  longitude  du  point  1, 

4'=     ■  ?■  >.rO  +-*)"'  («,*)— -ï'*^!- 
Celte  valeur  est  en  général  plus  petite  que  ~  7r;  car  il  est  évident  qu'on  a 
4  <  r-;  V  -r*  /--*r~-Wi^  ou-A  *<!        ■  •  «ne  iaog    ."V  5  ^<mmî  ea  fai- 

^  ^  ûsinOcosA  J  I  *t-n«irip'         ^  ^acosX  ^  8inB  ' 

sant  ^  =  ^  ^,  on  aura  >|/*  < .  - ,  quantité  toujours  plus  petite  ^ue 

j^,  |AWsqaVma  dëji  troifré  ~-^  <«>  •»  tïtri  twuke  <te  fêqnrtbti. .. . 


4P 


=  S»  -f- 1:*  cos'^  =: «•  —  c^»«*fl. 


008^  A 

Les  fcncticfm  F  t^  Il ,  consiâérées  awnt  tft  tif  rès  l^aiapfitude  9(r,  com- 
ment -également  porar  de»  dîffmaoea  ^les  d'aoïf  Ulude  j  car  on  a  en  ^éxMk^ 
ralF<i-?r^~F<Jar— ^)3te  J<ifir+*4)  —  F|i^^,  4^  il  en  est  de 
même  de  la  fonction  IL  De  là  on  *  voit  que  passé  le  point  I ,  la  courbe  se 
prolongera  dans  Tautre  hëmispliërôid^ ,  de  «MÛëre  que  le»  aèux  pailles 
^épiMtt  fw  t^oqaïAieiii  wrcwt  ^sgaws  4ft  'WnrnlAles.  Oqbpc  ii  ocwve  ipapf j 
èm  de  f  Mtte  <fl»é  4e  I^KifuiAMr ,  «n  "pitdlMi  i^  «  «et 
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que  le  partUèke  qui  ptt39e  parle  pdat  A;  e^va  «ttffigwink  €«  pivmHèle  Me 

deviendra  perpendiculaire  an  méddîeiii  »  çotoùsa»  oUe  l'éUil  »  l'crigiAe  A. 
Aiusi  la  continuation  indéftiie  de  cette  courbe  ofirira  une  infinité  de  spires 
^les  et  semblables  j|  comprises  entre  dextx  parallèles  également  lorgnés  de 
Péqnateur.  '  Ces  spires  ne  seratent  cependant  pas  en  nombre  infini ,  si 
Fangle  ECI  que  nous  avDns  désigné  par  -^^  avait  nn  rapport  rationnel  avec 
la  circonférence  j  car  alors  au  bout  d'nn  certain  nombre  de  rérolutîons  ta 
courbe  rentrerait  sur  elle-même.  Maïs  un  pareB  cas  est  purement  hypolhé- 
tiqikay  jpuisque  ea  général  la  fi3nctk)a  «^'dépead  de  plusitara  tianscoe 
dantes  qu'il  n'est  pas  possible  d'exprimer  exactement  par  d^  9x%^  dar  caccW. 
3oo.  Il  est  remarquable  que  la  formule  qui  donne  la  valeus  de4  ^  abaola- 
ment  de  la  même  forme  que  celle  qui  donne  la  Taleor  de  Fan^W  multeut 
du  déreloppement  sur  un  plan  d'une  portion  de  la  &uriàce  du  cdne  ebU« 
que  à  base  circulaire.  Ce  dernier  angle  e&l  fecile  à  trouver  îusqu'à  ou  oar- 
tain  degré  d'approximation  ,  par  de  simples  constructions  géométriques , 
déduites  des  pyramides  inscrites  et  circonscrites.  D'ailleurs  comme  le  cône 
oblique  n'a  de  courbure  que  dans  un  sens ,  celte  surface  est  censée  plus 
simple  que  celle  du  sphéroïde  qui  est  partout  k  double  courbure  ;  ainsi  on 
doit  regarder  le  problème  de  déterminer  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  sur- 
face du  sphéroïde ,  comme  étant  réduit  à  une  moindre  difficulté ,  par  la 
eonstruction  spivante,  qu'on  tire  aisément  de  nos  formules. 

Faites  un  triangle  isocèle  pjj/  tel  que  sa  base  pp'  représentant  l'aie  2b ^  Fi^.  i3 
le  côté  pf  ou  p[f  soit  égal  au  rayon  a  de  l'équateur,  tirez  pq  de  manière 
que  l'angle  p^pq  =  A.  Sur  pq  comme  diamètre ,  décrivez  un  cercle  pnq 
donc  le  plau  soit  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  pfq.  Le  cône  qui  a 
ce  cercle  pour  base  et  pour  sommet  le  point  J'y  sera  celui  dont  la  surface 
étant  développée  sur  un  plan ,  servira  à  décrire  la  ligne  la  plus  courte  sur 
la  surface  du  sphéroïde  donné.  Pour  cela  soit  QM  un  parallèle  qui  passe  par 
tous  les  points  des  méridiens  dont  l'amplitude  est  ^;  on  connaît  déjà  6  par 
l'amplitude  du  point  A  sur  le  premier  méridien  PAE  ;  d'ailleurs  l'angle  6 
qui  sert  à  former  le  paramètre  n  =  cot'fl,  se  retrouve  tant  par  l'équation 

b  tang  A  ==  c  cos6,  que  par  la  fig.  i3,  où  l'on  a  y  =  tang*  76:=  -^ — g. 
U  reste  à  déduire  de  l'amplitude  donnée  ^ ,  l'amplitude  m  des  fonctions  el- 
liptiques, ce  qui  se  fera  par  l'équation  cos  ce  =  — g ,  ou  par  une  construc- 
tion équivalente;  ensuite  de  l'amplitude  û>,  on  déduira  l'angle  qcn  formé 
dans  le  plan  de  la  base  du  cône  par  le  rayjon  qui  termine  le  secteur  dont 
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on  a  besoin;  soit  cet  angle  qcn=:^j  on  aura  tang  |^  sstang^fi  tangf  i», 

ou  tang  7  ^  =5  tang  ^  fl  •  V^Flang  ^-^  tang  ^^J-  L'angle  qcn  étant  ainsi 

déterminé  y  il  ne  s'agira  plus  que  de  développer  dans  un  plan  le  secteur 
courbe  qjh^  et  l'angle  du  sommet  /"  sera  égal  à  l'angle  cberché  «4/7  c'est-è* 
dire  sera  la  longitude  du  point  M  de  la  courbe  dont  l'amplitude  donnée  est 
p.  Cette  amplitude  au  reste  qui  s'accorde  avec  la  co-latitude  au  pôle  et  â 
l'équateur,  n'est  pas  la  même  chose  que  la  co-latitude.  Soit  L  la  latitude  au 

point  M  dont  l'amplitude  est  9  ,  on  aura  tang  L  s=  ?  cot  p.  Ainsi  on  dé- 
duit aisément  L  de  ^  et  réciproquement. 

La  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  la  surface  du  globe  terrestre,  s'ap- 
pelle ligne  géodésique.  Nous  avons  donné  les  formules  relatives  au  calcul  de 
cette  ligne ,  et  en  général  au  calcul  des  triangles  spbéroîdiques  dans  les 
Mémoires  de  l'Institut,  pour  l'année  i8o6. 


APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE 


On  a  déjà  vu  dans  le  Chapitre  YIII  un  usage  fort  remarquable  de  ]a 
plus  simple  des  fonctions  elliptiques,  pour  eiprimer  le  temps  employé  à 
parcourir  un  arc  quelconque  dans  le  mouvement  du  pendule  simple ,  soit 
que  «e  pendule  ne  fasse  que  des  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la  ver- 
ticale,  soit  qu'en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  il  puisse  tourner  sans  cesse 
dans  le  même  sens  autour  du  point  de  suspension.  Nous  nous  proposons 
maintenant  de  traiter  avec  l'étendue  convenable  quelques-uns  des  problèmes 
de  Mécanique  auxquels  les  méthodes  précédentes  s'appliquent  avec  le  plus 
de  succès;  et  d'abord  nous  avons  choisi,  comme  devant  être  placés  en  pre* 
mière  ligne ,  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  qui  n'est  sollicité 
par  aucune,  force  accélératrice ,  et  le  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux 
centres  fixes.  Ces  deux  problèmes  seront  l'objet  de  la  première  et  de  la 
seconde  section. 

Pour  parvenir  aux  résultats  déjà  connus,  nous  avons  suivi  assez  exactement 
la  méthode  donnée  par  D'Alembert  dans  le  tome  ly  de  ses  opuscules,  et 
les  méthodes  données  par  Euler  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
ann.  1760,  et  dans  le  tome  XI  des  Novi  Com.  Peîrop.  Par  ces  méthodes, 
comme  par  celles  de  tous  les  autres  géomètres  qui  ont  traité  les  mêmes 
questions,  on  parvient  à  réduire  la  solution  aux  quadratures.  C'était  un 
grand  pas  dans  la  carrière  de  la  science,  et  un  beau  titre  de  gloire  pour 
ceux  qui,  les  premiers,  ont  su  obtenir  ces  réductions;  mais  le  développe- 
ment ultérieur  de  la  solution,  l'énumération  et  la  division  des  différens 
cas,  la  réduction  des  formules  au  dernier  terme  de  simplicité  dont  elles 
sont  susceptibles;  enfin  la  possibilité  de  déterminer,  avec  tout  le  degré 
d'exactitude  qu'on  peut  désirer ,  la  position  du  corps  et  toutes  les  circon- 
stances du  mouvement  au  bout  d'un  temps  quelconque,  sont  autant  de 
choses  que  la  simple  rédaction  aux  quadratures  ne  donne  point,  ou  ne 
donne  que  d'une  manière  imparfaite;  attendu  que  les  {formules,  qui  s'adap- 
tent assez  fecilement  à  la  première  révolution,  n'ofirent  plus  rien  de  déter- 
miné, lorsqu'il  s'agit  d'embrasser,  dans  un  tnéme  calcul,  un  temps  quel- 
conque et  un  nombre  indéfini  de  révolution^.  Nous  espérons  qu'à  cet  égard 
les  développemens  que  nous  avons  donnés  ne  laisseront  rien  à  déurer,  et 
qu'ils  metlropt  dans  tout  leur  jour  les  avantages  nomtmnix  ^'bn  peut  retî- 
l«r,.  en  pavdl  M8,  de  l'usage  des  foneiioiis  elliptîques. 
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On  remarquera  sans  doute  que  la  seconde  section  y  qui  traite  du  mou- 
vement d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes,  est  fort  étendue.  Cepen- 
dant nous  n'avons  considéré,  outre  les  cas  généraux,  que  quelques-uns 
des  cas  particuliers  que  le  problème  renferme ,  lorsque  la  courbe  décple 
est  située  dans  un  même  plan,  et  nous  n'avons  indiqué  que  très  sommai- 
rement les  points  principaux  de  la  solution,  lorsque  la  courbe  décrite  est 
à  double  courbure;  d'ailleurs  nous  fivohs  toujours  suppose  que  la  courbe 
ne  s'élend  pas  à  Vinfinî,  aûn  de  né  considérer  que  des  moireemens  j^rmi- 
nens.  On  voit  par  là  que  cette  matière  aurait  été  susceptible  d^une  beau- 
coup plus  grande  extension  ^  (nais  dans  le  cadre  étroit  où  nous  Pavons  ren- 
fermée y  nous  osons  croire  que  les  géoipètres  trouveront  quelques  résultats 
dignes  de  leur  attention,  peut -être  même  des  vues  nouvelles  pour  traiter 
le  fameux  problème  des  trois  corps,  dans  d'autres  bypotbèses.que  celles  qui 
servent  de  base  aux  métbodés  ordinaires,  d^approximatîon.  La  secoùde  sec- 
tion est  terminée  par  la  détermination  du  mouvement  rectiligne  d\in  corps 
attiré  vers  deux  centres  fixes;  problème  qui  oSire  encore  une  assez  belle 
application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  la  troisième  section  nous  çxpoâèrons  la  théorie  dé  Ta  Itra ration  des  ellip- 
soïdes homogèoes ,  coilsidérablement  simplifiée  par  la  méthode  de  M.  Ivor  j. 
On  y  remarquera  que  Texpres^pn  d^;  forces  donnée  en  un  nombre  fmi  de 
termes  par  les  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce, 
s^applique  généralement  à  toutes,  les  distances  du  point  attiré ,  et  à  toutes 
iéshypotl/èse9  sur  les  trois  dimensions  de  ^ellipsoïde. 

Ënfîn^  d^ns  la  quatrième  section  qui  traite  de  Forbite  décrite  en  vertu 
d^une  force  centrale  dopnée,  iiôus  ferons  connaître  quèïqucs  cas  gënéraux 
qui  peuvent  être  résolus  exactement  par  les  fonctions  ellîptiqties,  et  liotks 
indiquerons  la  méthode  qu^  CQùvîent  d^apptiquer  aux  autres  cas. 

•  ■  .  -  •  ■ 

SECTION  PBEMIÉBE. 

Ou  mouueme/U  de  rotation  d'un  corps  solide  <au$our  d'un 

,      ftoim  fi/PC, 


I . 


3oî.  iSofT.Atlc  oestre  <Le  grariAé,  ou  pluâ  générikmtni  le  :pQKnt.autbiir 
duquel  le  corps  peul  «iMiraite  UbffècMAt  àan»  toM  Ib»  «ms,  fioîenfr*  AB, 


8ECI10H  h  Sfrr 

AC9  AD  triMi  UGB  f^erf«acUeulaktft  cntae  ma^  iont  la  pofitîoii  Mt  îmra- 
riable  dans  l'espace.  * 

Imaginons  une  sûr&M  ^pb^r^gue  (laçrite  du  ceptre  A ,  laquelle  soit  ren- 
contrée aux  points  B,  C,  D  par  ces  trois  axes;  c'est  à  cette  surface,  consi- 
dérée comme  immobile  dans  l'espacé)  que  nous  rapporterons  tous  les  mou- 
vemens  du  corps;  et,  p6Uf  iixér>l4M  idées ,  tsMis  donnerons  le  nom  de  pôle 
au  point  D«  à^dgualeur  au  eerde  ^C^^et-x^  méridien  k  »\^  ^and  cercjt 
quelconque  DX  passant  par  le  point  D.  -     r 

Supposoxis  qu'au  bput  d^  temps  t  le$  trois  axçs  principaux  du  corps 
soient  représentés  sur  îa^j^êrc  par  les  tipoi^  foîpt?  17^  ^,  Tr,  fôrïriïîit'le 
triangle  LMN ,  dont  les  trois  côlés  et  Içs  trois  Inglea  sont  de,  90*^  Il  esf  évi- 
dent que  la  position  du  corps  sera  déternunée  a  cbaque  instant,  si  Ton  con- 
fiait cdHe  ^s  iroia  poîaU  L,  M^  N.  Ainsi  tovl  s^  Véduîfc  à  détertaioer,  au 
libut  du  «emps  t^  ks  aros  B£iC^  IX,  et  l'angk  DLM,  té  stq^posanl;  tou)^ 
fois,  que  les  axes  AL  et  AM  sont  pris  l'un  et  l'autfe  d'utte  manière  déter- 
minée parmi  les  trois  axes  prïncipatix  du  corps;  de  sorte  que  le  dioit 
de  ces  axes  é(atit  une  Ibis  ^it  d'après  Pétflt  initial  du  mouvement,  leâ 
lettres  L  et  M  continuient  d'être  aCTectées  aux  mêmes  axes. 

3oa.  $oil  AP  lerajon  sur  lequel  est  situé  le  ceiXtre  d'une  molécule  quel- 
conque du  corps  diA.  Soient  x,  jr^  z  Us  coordonnées  rectangles  de  cette 
molécule,  parallèles  atmiroîa  axas  AB^  AG^ÂD,  vet  soit  sa  distance  au 
centre  =r=  /(x^^-^H-a'^-ai  Kaii»èiieiiàAt^  DP, on 

aura  a:  =  r  cos  BP,  ^  ^ÀrcmXS^^  Is^c^û'^cos-Dpé' 

Pe  wèm^e  d  Sp  u^  v  sont  les  trois  coordonnées  de  la  aséme  molacula, 
parallèles  aux  trois  iu^es  prinoypaux  AL^  AM^  A^t^  on  aura  5  =  r  cos  IJP, 
M  =  rcosMP,  c'srcosNP* 

Sait  mainteuwot  ^X=p,  l3i—%^  Ph^^p  et  :i>B)jïe  PLD«^fl  — a>, 
n  étant  la  xfileur  de  PLD  ioi:sque  tr=0,  et v«i^  «déiignant.  la  quantité  dont 
cet  angle  est  diminué  dans  le  tea^>s  /^  par  le  mpuyem^Qt  de  rotation  du 
corps  autour  de  l'axe  Ahj  mouvement  qui  eat  .supposé  ffvcâr  4i^u  dwf^  le 
sens  BG. 

D'après  ces  élém'ens,  il  faut  calculer  les  valeurs  des  coordonnées  x^jr^  z] 
pour  cela,  il  faut  considérer  d'abord  lé  trïaÀglé  spbMquè  i>LP ,  dans  lequel 
on  a  4e5  éenx  «ôtés  IMijss^o^^ ,  LPs^ ,  et  9*811^  coflÉ)^ 
on  an  -iladcdra 

cosl^sssjnnt  co8;7  4*eos^sin/^  Cos^Ô  —  «), 
ântfP sinMJP  =  sîn;>  £n1^n  —  ») , 
sin  1)1!^  cottlMP  =  cosiS  abs  ^  — ^iiâ'S  sfe 
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Par  le  moyen  de  co8  DP,  <hi  connaîtra  s^rcosDP.  Pour  avoir  :c,  il 
£iut  connaître  BP  ;  or  le  triangle  DBP  donne 

cos  BP  s=s  sin  DP  cos  (  ^  +  LDP)  : 

de  même  par  le  triangle  PDC,  on  aura 

cos  CPsssinDP  sin  (^  H-  LDP). 

Soit  donc  rcosp  =  s  et  rûupzzz  s\  oû  aura  les  valeurs  suivantes  des  coor- 
données x^jTyZ: 

a:  =  5  cos^cosfl  — 5'cosÇ8in8.cos(fl— «)-— /  sin^  $in  (£!  —  «), 
jr:=zs  siu  9  cos  fl  —  ^'  sin  ^  sin  Ô  cos  {Cl  —  a)  -f-  ^ cos ^  sin  (Ci  —  «), 
z  =  5  sin  fl  -j-  '^'  <îos^  cos  (XI  —  «). 

3o3«  Dans  l'instant  dt^  qu'on  suppose  constant)  la  molécule  dilL  acquiert 

les  vitesses^,  -^i-^y  suivant  les  axes  AB,  AC,  AD.  Or,  d'après  les 

principes  connus,  les  molécules  animées  de  ces  différentes  vitesses  dirigées 
en  sens  contraires ;»  doivent  &ire  équilibre  aux  forces  accélératrices.  Donc 
si  l'on  appelle  X,  Y,  Z  les  momens  des  forces  accélératrices  pour  faire 
tourner  le  système  autour  des  axes  AB  y  AG  y  AD  dans  les  sens  CD ,  DB  y 
BG,  on  aura  les  équations  différentielles  du  mouvement  comme  il  suit  : 

/{fddz  —  zdWr  )  ^M  =  Xdi^  y 
fl2d4x'^xddz)dM:^\Ydfiy 
f\xddy^yddx)  dil  =  Zdk\ 

Par  la  nature  de  ces  équations,  on  voit  que  les  différentielles  ddXy  ddjy 
ddz  supposent  s  y  s' y'  Cl  constantes,  et  qu'au  contraire  les  signes  d'inté- 
gration supposent  ces  quantités  seules  variables. 

5ô4-  11  s'agit  maintenant  «de  substituer,  dans  ces  équations,  les  valeurs 
dé  Xy  /y  Zj  doniiées  ri^  3o3;  mais  lès  propriétés  connues  des  axes  prin- 
cipaux serviront  à  abr^er  beaucoup  le  calcul. 

D'abord  la  fîgilre  et  la  constitution  du  corps  étant  données,  nous  suppo- 
serons connues  les  intégrales  suivantes  : 

/WM  =  A,    /a*rfM  =  B,    fi^di/l^Cy 

au  JBQjqn  desquelles  les  momens  d'inertie  du  corps ,^  considérés  successive- 
ment par  rapport  aux  axes  AL,  AM,  AN,  seront  B+G,  A-J-G,  A+B., 
Soit  a  la  valeur  de  Fangle  DLM  au  commencement  du  mouvement  ; 
comme  ou  a  en  même  temps  DLP  =  A,  on  aura  l'angle  PLM  =  n  -{-^> 
d'où   résulte  cosPMs=ssînjpcos(£L  +  a}  et  cosPNs5i:sin^sin(£l +«)- 
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Mais  on  a  r cos  PM  =:  ti  et  rcos PN  =  cos p;  donc 

li  =  /  cos  A  cos  a '— «' sin  n  sin  a, 
us=is'  sin  Cl  cos  a  -{-5  cos  £1  sin  a. 

Ces  équations  donnent  réciproquement 

/  cos  A  =  Il  cos  a -{- 1»  sîn  «, 

y  sin  Cisss  p  cos  et  —  Il  sin  01  ;  -' 

et  puisqu'on  a,  par  la  propriété  des  axes  principaux, y5K^M:=o,yj?i^aM=o,' 

fui^dM.=iO^  il  en  résulte  les  intégrales 

•  * 

y>/cosn^M  =  o,    ySf/sinXld^MBO) 
yiVsin  n  cosA^M  =  (C  —  B)sineft  cosa, 
yiV  cos^nrfM  =  B  cos»a  +  C  sin'a,, 
/iV  sin*£l^M  =  B  sin'a  +  C  cos*  a. 

305.  Si  Ton  exécute  maintenant  les  substitutions  indiquées,  et  qu'on  • 
fasse  pour  abréger,  ,  ^    * 

P=  F-^j AH---^cô8(2«H-a«)jrf^sinflcosfl 

H ^sinflsîn(2a4-2«)+(B4-C)ifoicos9, 

Q==[^5±^  +  AH-^cos(2(iiH-2«)]rfÔ— (^^^ 

les  équations  du  inouvement  deviendront 

</ (  P  cos  ç  +  Q  8in.^|=  Xrf/*, 
<iCP  siû  ^  —  Qcos^)=s  YA», 

rf  [(B  H- C)  (dip -H  j^-L)  -  P  cot  fl]  =  Zrf/-. 

306.  Ces  équations  se  simpliâent  dans  différèntes-hypothèseé)  Par  exemple, 
si  on  a  B=C,  les  valeurs  de  P  et  Q  deviennent 

Ps=(B— A)<f(p«in8cos64-3B//(»cos0;"'    ''     ' 
Q=(B-f.A)d8,  '      j  •  :  ■  ■'   -ir.f.-    .,. 

et  l'une  des  trois  équations  du  mouvement  peut  être  remplacée  pàirla'siii- 
vante;  ....         i.....,>     .. 

■  i  ' 

aBi(i^sinO  +  ^)=:(Xco89cos6+Ysin^'COs6^Zua$)^V  • 

Le  cas  de  BssGa  lieu  lorsque  les:dénx  axM  ptameipaiiJB AM,  Alf > soBt  seiuh 
blables  entre  eux,  de  sorte  quelles  mûmens  dÛertâe^  par  rapport  à  ces  deux 
T.  I.  /l7 
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axes,  sont  ëgaux.  Tous  le^  ^lid/es  de  lerdutioQ  homogènei  et  upe  infinité 
d'autres  corps  sont  dans  ce  cas. 

5o7;  L'angle  a  disparaît  du  calcul  dans  le  cas  de  6  =  G,  parce  que  tous 
les  axes  perpendiculaires^  AL  peuvent  être  considérés  ^lors  comme  des 
axes  principaux.  En  général,  on  peut  faire  sesro^tas  toos  les  eas,  en  pre- 
nant la  directrice  AD  daos  Je  plan  où  se  trouvent  les  deux  axes  principaux 
AL,  AM  au  commencement  du  mouvemoBt.  Mais  comme  la  supposition 
de  «  =  0  ne  simplifie  pas  le  calcul  et  ne  dit  disparaître  aucun  terme,  il 
vaut  mieux  laisser  a  tel  qu^l  est,  et  se  réserver  la  liberté  de  déterminer  la 
directrice  AD,  de  manière  à^  faciliter  les  intégrations.  On  ne  tardera  pas 
à  en  voir  un  exemple, 

jtppUcation  defces  •mwies  au  cm  ou  lesjotv^s  acoHératrices  sont  nulles. 

3o8.  Dans  le  cas  où  les  forces  accélératrices  X,  Y,  Z  sont  nulles,  les 
équations  du  n^  3<>5  s'intègrent  dPelles-mémes ,  et  on  a  les  intégrales 

P  cos  ç  +  Q  sin  ç  =  AW/, 
Pain^~Qcos^*»B'^ft, 

(B+C)(^+.^^)--Pcote=CA. 
Or,  on  peut  toujours  preiidre  la  directrice  AD  telle  qu,e  les  conistaates  A^ 

'■'.''  *"  dm 

etB'  soient  nulles  ;  alors  on  aura  P^=o,  Q=so  et  d0+-r-r^=  Kdi^  K  étant 
une  nouvelle  constante;  de  sorte  que  les  équations  du  mouvement  seront 

[/i'<— cos(aâp-f»aa^)]<;{^sindcos8  — <i6  sinO  sin(2âi-f-a«) 

■+-{'*  + n')  ^*  cosfl  =  o, 
/  [»  — œs(aaiH-^<t)]d04-ciipcos9>aw(M<4-â*):^o, 

a 

OÙ  Ton  a  fait,  pour  abréger,  n  =^     i^^jt  '  >  ^^=-'^^,J#^  * 

809.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  faut  fiàne  foi|r  mmasent,  d'après  l'état 
initial  du  mouvement,  on  peut  déterminer  la  directrice  AD,  de  manière 
que  les  constantes  A'  et  B'  soient  nulles^  ainsi  que  le  supposent  ces  der<- 
nières  équations. 
Au  commencement  da  mouvement,  où  Fon  a  i^x^y^'i=^t)yptsix>l  soit 
Tig  9.  AI  Ttee  de  roMtioB  prîoûiif  autour  Aiqvel  k  «orps  tofamaaifle  k  TStesse 
tfA^liire  W  4f»^  kj  seaà  Lf,  et  màt,  la  dirtmtolsl 9=  t.  O»  peut  mt^n 
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poser  e<C9<^)  P^i"^  V^  ^  ^  étilrt  fdct»  ^and  que  gp^,  av  prendraily  su  Heu 
de  L,  l'autre  extrëi^ké  du  même  ^u  ^(Ll^ 

Soit  en  même  traipsilFQxilréimt44e  Fase  (yniicipii)  AH,.  do»i  le  moment 
est  A-f-C:  nous  suppo8er9n9.  que  l'angle  ILAf  est  adjacent  à  l'angle  DL4, 
déterminé  par  la  direction  du  mouvement;  c'ést-à-dire  que  ces  deux  angles 
sont  formés  de  difiarens  c6tëa  de^l'arc  lA;  d^adleur%  l'angle  ILM,  qui  est  un 
angle  donné  et  que  nous  supposerons  =^ïi>  peut  être  plus  petit  ou  plus 
grand  que  90*.  * 

L'arc  LM  étant  dcÉmé  de^pesition  par  l'engW  lir,  l'^rc  IM,  où  se  trouve 
situé  le  troisième  axe prinbipat  Al^  dont  ïè  moment  est  A+B^  sera  éga- 
lemeoit  dt^rminé  en  prenant,  du  mime  côté  que  L^  p*  sipf^rt  h  MLy 
langk  MJLN»:99^ 

3 10.  Cela  posé,  soit>  ht  valeur  initiale  de  6^,  or  aura  ÏULsm^it^^y^ 
D'aïUem  on  a  supposé,  a^  commencement  dn  mouvemen4r,  l'aAg))e.r« 
DLM  Tszm  ;  ainsi,  p^or  connaître  la  position  du  point  D,  it  s^agk  di^  déter- 
miner les  quantités  egl'9^  pat  la  condition  que  l»eoMfantea  A'  ^t  R^ 
soient  nulles,  ou  qu'on  ait  au  c^camencement  du  mouvement  P^=o, 
Q=o. 

U  étant  l'arc  décrit  dans  le  premier  instant  par  le  pomt  L,  en  a 
]alz=z.WdiàM€i  du  point  l  naenant  Im  perpendiculake  sur  DL^  cm  aAia 
LiiirsW^Xsm€Sin(Lr«-«)etm2saW4fstfic.cotf(L«<^ii<)<  FendaRrti que I# 
point  L  parcourt  Parc  U  par  son  mouvetneot  de  rotaliott  aiitMir  de  1>  le 
point  D,  en  tant  qu'il  désigne  l'eWémité  d*tt&  aiet  AI>  fine^dineli^  eaqM, 
parcourt  l'arc  Ddzss^WdtsinDl  perpaadiculaire  a  DI;  d'où  il  suit  que  le 

corps  tourne  autour  de  l'axe  mobile  d'une  quantité  DLrf= ^\  j^^ ; 

c'est  la  valeur  initiale  de  de»/  D'ailleura  Lm  est  la  valeur  initiale  de  -*— ^fjl, 

et  Tan^e  LDI  ou  .  v.;  est  ceHe  de  ^;  donc  on  a ,  au  commencement  dd 
mouvement , 

^  =s  W  shki  sîn  (  L  ^-^  4  )"; 

^= coa(L— *irV,. 

Substituant  ces  yafenn  dans  leséquatiénB  Pi±so,.Qs=^  e,  etf  disant  en  même 
temps  Afsso,  8xs7,  on  aura 

47- • 
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4-(/»+/»')cos7cos€  —  («'-+•  n') sinj^ gin« cos(L-^a),  '  . 
o=s  (/»--- côs3à)sm  €  sih  (L  •<*-•«)---- 5ia<cki'aâ£êod(L  ^^ 

La  seconde  se  réduit  à  n  sin  (L  —  et)==:  sln  (Lr(-A);  d'où  Tpp  tire 

lang  «  =  jj^  tang  L  =  j^^  tangL  ; 

*  *  ■  ■  •  " 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'autre,  il  en  résulte 

.  C  +  A.    oosL^  A««HB.    sinL  ^ 

On  voit  que  la  détermination'  du  point  D  par  la  tangente  de  Tare  DL ,  et 
celle  dé  l'angle  MLD,  ne  laissent  aucune  ambiguité ,  et  qu^insi  on  est  as- 
$ciré  de>  satisfaire ,  d'une:  manière  générale,  à  la  condition  que  les  conslaotes 
A'  et  B'  soient  nulles  ^  ce  qui  simpliGera  beaucoup,  la  solution  du  problème. 
Les  donoées;  qui  ont  lieu  au  colnlneuc^meot  damoavement  foatjconliàL- 
tre  en  même  temps  la  constante  K.,  dont  la  va)euMst 

'  ...  ....        "^WT  •    •  •     I  j 

jr  WCOSf  * 

JV  =  — : • 

siny 

5ii.  Nous  remarquerons  qu'on  peut  déterminer  la  position  dii  point 
D  relativement  aux  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  par  des  formules  plus 
élégapt'es,  et  qui  feront  découvrir  tin e  belle  propriété  de  la  directrice  AD. 

Ayant  fait  IL  =s<j  on  fera  sembiablement  IM  csV,  IN  z=s^^;  soit  de 'plus 
DL=  pzzzi  TT  —  y,  VM=:p\  DN  =  p*.  Dans  le  triangle  LIM,  où  le  côté 

LM[  est  de  oo',  on  a  cos  ILM  =    .    ,,  :  donc  cos  L  =-r~^  :  de  même  dans 

MIS  à^ 

le,  triangle  ILN,  on  aura  sân  L=  -: — .  Les  tôai^gles  DLM,  DLN,  qui  ont 

un  côté  de  90®  ^donneront  sieml^bleqient  cos.  a  =:^---£-  et  sina ^  • 

donc 


fvap        '  tmp  ' 


_cos/ 
005 />'  o         -  cos  •'* 


ianga=s^^  et  tang  L 


Mais  on  a  trouvé  g|£  =  ^^  j  donc 


tangL 

008 />•  """(A  +  C)  cos "7* 

Il  esfc.rQmavquable.que  la  quantité  (A-f-C)  cps  i'  représeùle  le  moment  d'i* 
nertie  de  l'axe  AM  multiplié  par  le  cosinus  de  la  distanoe-IM^  de  même,  que 


SECTION  h  373 

(A  +  B)  cos  ê'  représente  un  semblablç  produit  pour  l'axe  AN,  D'après  l'é- 
quation précédente ,  on  peut  présumer  qu'il  existe  un  semblable  rapport 

entre  cos  p'  et  cos  p,  En  e£fet|  si  dans.  Téquatîon  cot  y  =±:  ^      ^  . tang  e, 

on  substitue  les  valeurs  cot  y  =  ^^^ , =  — -, .  î?^,  on  aura,  en  ré- 

^  cosp  '  cos  «        co8/>      sin  I  '  ^ 

duîsanty 

cosp' (A  +  C)  cet/ 

■   •    .  cos  p  "^^  (  B  +  C  )  cos  f  ^ 

-ce  qui  est  la  propriété  mentionnée.  :    * 

,  Puisque  les  quantités  cos  p^  cosp%  cos  p"  sont  proportionnelles  respec* 
tiyement  aux  quantités  (B  7+-  C)  cos  6,  (A  +  C)  cos  é',  (A  +  B)  cosé'; 
puisqu'on  a  d'ailleurs  cos';?  +  cos* p'  -f-  cos'  />"  =  i ,  il  s'ensuit  que  si  l'on 
fait,  pour  abréger,-'-        -!- 

D  =  v^  [(B+C)'  cos'  €  H-  (A + C)'  cos'  é'  +  (A  +  B)'  cos'  é'J , 

on  aura 

(B+C)  cosi            ,       (A+C)cosi'             „       (A  +  B)cosi' 
ces;?  =  ^ ^ ,  COS/7'  =  ^--^ ,  cos 7?"  =       ^p' ^ 

Ces  trois  cosinus  déterminent  la  position  du  point. D,  et  On  voit  que  ce 
point  sera  le  même,  quelque  soit  celui  des  axes  principaux  .qu'on  prend 
pour  AL,  et  auquel  on  rapporte  le  mouvement  du  corps;  car  l'échange  qu'on 
peut  faire  entre' deux  des  trois  axes  principaux  ,  ou  entre  deux  des  trois  let- 
tres A,  B,  G,  ne  change  en  rien  les  trois  distances  p,  p'j  p'y  qui  sont  tou-^ 
jours  les  mêmes  pour  le  même  axe. 

Ce  théorème  très  remarquable  prouve  qu'il  y  a  toujours  un  point  fixe  D 
dans  l'espace  y  tel  qu'en  rapportant  à  la  directrice  AÏ)  les  mouvemens  de 
rotation  d'un  corps  de  figure  donnée ,  les^  constantes  A'  et  B'  sont  nulles  ; 
il  prouve  de  plus  que  ce  point  est  le  même,  quel  que  soit  celui  des  trois  axes 
principaux  auquel  on  rapporte  les  variables  ^,  â» ,  0. 

3i3.  L'intégrale  f  — "^  J\       *  dM. ,  prise  dans  toute  l'étendue  du  corps, 

représente  la  somme  des  forces  vives  du  système  ;^  si  l'on  substitue  les  va- 
leurs de  dxj  djTj  dzy  et  qu'ensuite  on  effectue  l'intégration  pour  toutes  les 
molécules  du  corps ,  cette  quantité  aura  pour  valeur 

:    \      H — T"  ^^*  ^^"^  "+^  ^*)J  ^ "+^^®"'"^)  te  "+■  A  *'"  V' 

7f-(C— B)  -^oosflsin(2»H-a<»)j 
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et  d'après  les  équations  du  n*  3o8  >  elle  se  rédoît  à 

an  I  /^MT.r      •  B»coi*«i+C»»in»*— A»       ,^"1 

(B4-C)R'[i+      (A-M)(AHr6)      "°'>i 

_DoQc  la  somme  des  forces  vives  est  constante ,  lorsque  les  forces  accéléra- 
trices  sont  nulles. 

Cette  quantité  peut  se  présenter  sous  une  forme  beaucoup  plus  simple. 
En  effet ,  si  l'on  substitue  les  valeurs  cos*  a  cos*  y  =  cos*  p',  cos*  y  sin*  a 

=  cos*  pf',  cos*  y  =  sin*  ^ ,  R  =  — ^^ ,  el  qu'ensuite  on  substitue  égak*- 

ment  les  valeurs  de  cos  /?,  c.osp\  cosp^^  en  cos  ê^  coa  e^\  cos  e*,  on  trouvera 
que  la  somme  des  forces  vives  se  réduit  à  cette  .expression  très  simple  : 

(B+C)  W'cos*€H-(AH-C)Wcos«i'+(A  +  B)Wcoft'*". 

On  obtiendrait  directement  ce  résultat  en  considérant  qcte  la  vitesse  W  au- 
tour de  l'axe  AI  se  décompose  en  trois  vitesses,  W  cos  s ,  W  cos  €',  Woos  ^'y 
autour  des  axes  AL,  AM^  AK« 

Solution  d»  cas  pariiiMiiiep  oà  ton  «  B  es  C 

'  3i3^  Alors  Tue  Al4>  pas  r^^ppoct  aiiquel  on  considère  la  mouvement, 

n^est  pcânt  semblable  aux  deux  autres  >  cpÀ  sont  sepaUaUes  entre  eux,  et  les 
équations  générale»  deviennent 

(B  — ^  A)  ^  sin  d  cos  0  -^  aBdSv  cos  0  =  o, 
(R4-A)a9  =  a, 

dp^4^a,yuiL 

On  en  tire  6  =  const.  ss > ,  ^  sa  j:pgR,  «*  Jf  »  xï^B  ^  ■""  >'  ^'■'^" 
leurs  on  a ,  dans  le  même  cas ,  a  <=  L  et  cot y  =  — g —  tang  t  ;  c'est-à-- 
dire qu'il  faut  prendre  le  point  I>  sur  Tare  LI  à  la  distance  Lt)  =s  go*  — *  >"  » 
déterminée  par  l'équation  précédente. 

Donc  le  mouvement  du  corps ,  après  avoir  été  imprimé  autour  de  Paxe 

et  6.    AI  dans  le  sens  BC ,  sa  continue  ainsi.  L'axe  principal  AL  reste  toujours 

également  incliné  a  la  directrice  AD ,  et  tourne  uniformément  autour  de 

cette  directrice  avec  une  vitesse  ^  =  .  -p,  dans  le  sens  BC  ;  pendant  ce 
mouvement^  les  autres  parties  du  corps  tournent  antomr  de  l'axe  mobile  AL 
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atec  tme  ntesse  j-  =s  — ^~n{7  >  ^''^  '®  "^  ^^>  si  on  a  A  > B ,  ou  dans 
le  sens  CB«  si  A  <  B. 

DéoeloppemefU,  des  formules  générales. 

3 14*  K^Mons  aoT  éqnations  génénles <le  P«rt.  3o8.  Si  Ton  éRminc  d^étê 
deftt  'premièred,  on  aura 

F— t — ^^—  —  cos  {2»  +  3a)  j  d9  sin 0  — - €2â»  cos 8 sin  (a^ -f- aa)  =  0  ; 
équation  qai^  étant  multipliée  par  cx>s8,  a  pour  intégrale, 

Lorsque  1=0,  on  a  ai=s:oet8s^>;  donc  si  l'on  fait,  pour  abréger , 

/••%  %m       (»— €a«««i)  cwPy 

Cette  équation  établit  dVme  manière  générale  la  correspondance  enUre  l'an- 
gle 8,  qui  détermine  la  position  de  l'axe  principal  AL  sur  le  méridien  mo- 
bile DL,  et  ?ang1e  eu ,  qui  détermine  la  position  du  corps  par  rapport  k  ?axe 
AL.  Il  faut  observer  d*aîllenrs  que  Pan^e  ùê  exprime  la  quantité  dont  Fan* 
gle  DLM  s'est  accru  pendant  le  temps  i;  de  sorte  qu'on  a  en  géoéral  DLM 
ss  «I  •{-  et.  Pour  savoir  quel  est  le  aîgne  de  m  dans  les  premiers  instans  du 


mmrrment,  il  fiml  reprendre  la  prennère  valeiir  de  ^  donnée  dans  Par* 
tide  S 10 ,  laquelle  peut  être  mise  sous  cette  forme 

Ainsi  les  |sremières  valeurs  df  ^  auront  le  même  signe  que  (C*  «^  B*) 
(cesaa  — m). 
Les  deux  autres  équations  du  mouvement  sont  en  général 

(a)  Kdt 


oos  Çptm  +  %m)  —m  *  «114  ^ 
dm 


(3)  *«W?~£i. 


^  SUk 
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3i5.  Il  s'agit  mainteDant  d'Iutégrer,  par  les  moyens  ordinaires  ^  les  deux , 
dernières  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus  ;  l'ëquation  finie  (i) 
servira  en  général  à  exprimer  les  deux  variables  û>  et  0  ])ar  le  moyen  d'une 
troisième  %[/,  qui  croit  continuellement  avec  le  temps  ;  l'équation  (a)  don- 
nera la  relation  entre  <  et  4  ;  et  enfin  l'équation  (3)  fera  connaître  la  va- 
leur de  9  en  fonction  de  4  9  ce  qui  complétera  la  solution  du  problème. 

Dans  cette  recherche,  il  faut  surtout  faire  attention  "à  la  quantité  cons^ 

faute  m  =  — ^, ^, —  ;  car  selon  que  cette  quantité  sera  plus  grande  ou. 

plus  petite  que  l'unité ,  le  corps  aura  différens  mouvemens  par  rapport  à 
son  axe  principal  AL. 

3 16.  Nous  avons  déjà  dit  que  lesmomens  d'inertie  par  rapport  aux  axes 
principaux  AL,  AM,  AN,  sont  respectivement  B+C,A-f-C,  A+B. 
Ces  momens  jouissent ,  comme  on  sait ,  de  la  propriété  de  maximum  ou  de 
minimum  y  relativement  à  tous  les  axes  qui  passent  par  le  point  A;  et  conmie 
il  n'y  en  a  que-deux  qui  puissent  jouir  de  cette  propriété  d'une  manière* 
absolue,  le  troisième,  qui  u'est  ni  maximum  ni  minimum ,  sera  relatif  à  ua 
axe  qu'on  peut  appeler  Vaxe  principal  moyen.  Maintenant  il  est  aisé  de 

voir  que  la  quantité  — T^^^^^ — ,  abstraction  faîte  de  son  signe,  ne  peut 

être  plus  petite  que  Funité,  que  lorsque  AL  sera  l'axe  moyen.  Alors  A  sera 
moyen  entre  B  et  C ,  et  le  moment  B  -{-  C  sera  moyen  entre  les  momens 
A+CetA  +  B. 

Dans  tout  autre  cas,  la  quantité  — "U^^T^ — ,  positive  ou  négative,  sera- 
plus  grande  que  l'unité,  et  l'axe  AI  sera  l'un  des  axes  extrêmes  9  savoir^ 
l'axe  du  plus  grand  moment,  si  A  est  la  plus  petite  des  quantités  A,  B,. 
C,  et  l'axe  du  plus  petit  moment,  si  A  est  la  plus  grande.  Au  reste,  on  voit 
que  le  problème  sera  résolu  complètement,  en  considérant  le  seul  cas  où 
m  est  plus  petit  que  l'unité,  puisque  AL  étant  un  axe  principal  choisi  à 
volonté,  rien  n'empêche  de  supposer  que  AL  est  l'axe  moyen.  Cependant, 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  et  pour  ' appliquer  les 
résultats  des  formules  au  mouvement  des  planètes  qui  ne  paraissent'  pas 
tourner  autour  de  leur  axe  moyen ,  nous  copsidérerons  aussi  le  cas  où  m 
est  plus  grand  que  l'unité. 

Première  solution,  AT7  étant  taxé  moyen. 

317.  AL  éUnt  l'axe moyéD,.il  faut;.cofnme  npp^ l'avons  déjà  jditi .qu?  A 
soit  moyen  entre  B  et  C,  et  qu'ainsi  la  quantité  m,  abstraction  fûte  de  son 
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signe,  soit  plus  petite  que  l'unilé.  Nous  supposerons  de  plus,  ce  qui  ne 
diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  que  AM  est  l'axe  du  plus 
grand  moment,  c'est-à-dire  qu'on  a  C>>B;  ainsi  l'ordre  de  grandeur  entre 
les  quantités  A,  B,  C,  données  par  la  figure  et  la  constitution  du  corps, 
sera  C  >  A  >  B.      . 

Puisque  m  est  ^i,  l'équation  entre  o^  et  6,  savoir, 

-^.  fl  (C09  24I  — m)co8> 

eus    w  »—  ""^■7 1 \ 5 

COS  (  2#  +  2âi;  —  I» 

feit  voir  que  eà  ne  peut  s'étendre  depuis  o"*  j^usqu'à  180^;  car  si  cela  était, 
il  y  aurait  une  valeur  de  cq  qui  rendrait  le  dénominateur  cos  (aa^-^-^^) — ^ 
nvîj  et  cosO  infini.  Oonc  le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscillations  plus 
ou  moins  grandes  autour  de  son  axe  moyen.  En  même  temps  la  valeur  de  8 
sera  comprise  entre  certaines  limites ^  de  sorte  que  l'axe  AL  ne  pourra  s'éloi- 
gner que  jusqu'à  un  certain  point  de.  la  directrice  AD,  et  son  mouvement, 
par  rapport  à  cette  directrice ,  sera  une  sorte  de  balancement  ou  de  nuta- 
tion  dont  il  faut  déterminer  la  quantité.  Pour  cela,  nous  distinguerons 
deux  cas,  selon  que  cos  2a  — -  /n  est  positif  ou  négatif. 

Premier  cas  :  cos  a«  —  ;w  ^^Z^*- 

3t8-  Dans  ce  cas,  on  voit  d'abord  que  cos  ( aâi -f>  aa)  —  m  doit  tou- 
jours être  positive;  car  cette  quantité,  qui  est  positive  lorsque  âi  s=:  o^  ne 
peut  devenir  négative  sans  passer  par  zéro,  et  alors  cos*6  serait  infini. 

On  a  vu  (n®  ^09)  que  l'angle  a  peut  être  plus  petit  ou  plus  grand 
que  go^,  selon  la  position  initiale  de  l'axe  AM.  Supposons  d'abord  a  .^  90^, 
et  soit  pris  un  angle  fi  <C  90*,  tel  qu'on  ait 

cosafJL  =  m  sin*7  +  cos  aa  cos*^'  ; 
cette  valeur  donne 

cosaa  — cosa)iA==(cosaa— T-wi)  sin'j<=^'  sin*^: 
ainsi  on  aura  ytt  >>  a.  Cela  posé,  l'équation  (1)  donne 

•"•  /i        cosCa*  4-  2«)  —  cosa^        aiîn(#  +  «+M)  sinf/i  — «— ^1») 
oo8(a«  +  a«) — m  cos(a«-|-a«)«— m  * 

d'où  Ton  voit  que  »  positif  a  pour  limite  -f.(^— a),  et  que  00  n^atif 
a  pour  limite  — -(At+a)*  Donc  détendue  totale  d'une  osîcillation  est  mesurée 
par  l'are  aft^iSo*.   .  •     ' 

1  319.  11  convimt^  pour  la  facilité  du  calcul,  de  fidre  commencer  le* temps 
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nu  milieu  d'une  oscillation,  ce  qui  revient  à  faire  «s  =s  o  dans  nos  formules; 
Soit  alors  â  =  f ,  et  on  aura  les  équations 

co6*0  =  ^ .     sin*u  = sin'  b. 

Le  cas  de  a  =  o  suppose  L  =  o  ^  d'ailleurs  on  a  A  ^  B  ;  aîl^si  Tëtat  inî- 
Fig.  3.  tial  du  mouvement   est  représenté  par  la  figure  3 ,  où  Ton  à  L*P  =  € , 

C  -4-  A 
tang  DL**  =  cot  f  ==  =-3;^  taog€,  ce  qui  donne  DL'>L*P;  dans  ce  même 

cas,  la  première  valeur  de  ^  (art.  3i4)  étant  positive,  les  premières  valeurs 

de^û)  sont  positives. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  les  limites  de  &>  sont  -{-i>ft  et  — -/ea;  cW  pour- 
quoi nous  ferons 

tang  «  s=  tang  )be  sin  4^, 

4  étant  un  angle  qui  est  nul  lorsque  /=  o,  et  qui  croit  indéfiniment  avec 
le  temps,  comme  le  calcul  le  prouvera. 

De  l'équation  précédente  on  déduit  une  valeur  de  cos^^^  qui  étant 
substituée  dans  celle  de  siu^O,  donne 


.  A  A  sm'Coog*Mcos*4' 


•.^•^B^i^Ba^i*«a^~— ••aa_^_^_B^^^^  ••rtkaaihiMl^BaMW  . 

cosV  ""  (sin'C^  sinV)  5În*4' 

^  .'  j          •.       atn*C «p«- sin V         i+n»  ^       ^  ^       cot*ff      ._  . 

Soit  donc  ^= ^ Cl  s=  — ! —  tane*u,  on  aura  1— c*s=: — r— ;  ainsi  c 

est  <C  I ,  et  on  aura 


.    A  sin  C  00s  >^ 

sin  0  = 


On  dohne  le  signe  +  au  second  membre,  parce  qu'en  faisant  4=0,  on 
doit  avoir  0  =  f. 

320.  Cela  posé,  la  correspondance > entre  les  quantités  «,  fl  et  4>  P®**" 
dant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  sera  telle  qu'il  suit  : 

^  =&  tfy      go*,       i8o*,      370*,       36oP, 

û>  =  0,  ^,  O,       —/A,  Ov 

8  =  b,  o,— ff,  O,  €* 

Dans  la  première  demi-oscillation,  le  point  L  parvient  de  L*  en  B  ou  L' ^ 
jen  même  temps  l'arc  LM  parvient  de  la  position  initiale  L*M^  k  la  position 
L'Ai',  qui  fait  aveq  le  méridien  l'angle  DfiM'=/^.  'Dans  la-seconde  demi-; 
oscillation,  le  point  L  continue  son  mouvement  de  nutalionde  L*  en  L*, 
PU  l'i^n  a  Os=s  —  (j  en  même  teiôpa  l'arc  LML  reviûRi  de  la  position  L'JtfS 
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dans,  laquelle  il  est  le  plus  ëloiguë  daînéridieu,  à  la  position  L*M' ,  dirigée 
dani  le  sens  du  méridien.  Dans  la  troisième  demi-oscillation  ^  le  point  Ir 
revient  de  L*  à  L'  ou  Bj  en.  même  temps  Faro  LM  s'écarte  du  méridien 
dans  le  sens  opposé,  et  parvient  de  la  position  L'M^  à  la  position  L^M', 
qui  fait  avec  le  méridien  l'angle  DMB^  =  u.  Enfin ,  dans  la  quatrième  demi- 
oscillation,  le  point  L  revient  de  L'  ou  B  à  L"",  et  l'arc  LM  revient  de  la 
position  L'M'  à  la  position  L^M^.  De  sorte  qu'au  bout  de  deux  oscillations, 
les  choses  sont  rétablies  dans  le  même  état  qu'au  commencement  du  mou- 
vement. 

Ces  mouvemens  d'oscillation  et  de  nutation,  mesurés  par  les  variables  œ 
et  6,  sont  d'ailleurs  indépendans  du  mouvement  du  méridien  lui  si  même 
autour  du  point  D,  lequel  est  mesuré  par  l'angle  ^. 

3a  I .  Ces  résultats  supposent  «  <  90* .  Si  l'on  a  a  >  90** ,  soit  «  =  1 8o*  -^  a' y 
on  ^ura  a'<90*.  Par  cette  substitution,  l'équation  (i)  sera  la  même  que  si 
l'on  changeait  simplement  le  signe  de*  or,  et  qu'on  mit  cl'  à  la  place  de  et. 
La  valeur  de  fi  étant  déterminée  semblablement,  on  aura  jbt>a',  et  les 
limites  de  cê  deviendront  — (/*+*')>■+"  (f*"^*')î  ^®  sorte  que  l'étendue 
d'une  oscillation  sera  toujours  mesurée  par  l'arc  2/t^;  et  si  l'on  fixe  l'époque 
du  mouvement  au  milieu  d'une  oscillation,  cela  revient  à  &ire,  dans  la 
formule  primitive,  af  =  0  ou  ee  =  z  80^,  ce  qui  conduira  toujours  aux  mêmes 
résultats  que  nous  avons  trouvés.  En  e£Pet,  on  voit  immédiatement  que  la 
valeur  ct^ssi  80^  amène  l'axé  AM  sur  le  n^éridien  DL ,  comme  le  fait  la 
valeur  cft=3  0,  avec  cette  différence^  qu'au  lieu  du  point  M,  on  doit 
prendre  l'autre  extrémité  du  même  axe  principal,  dont  le  moment  a  été 
supposé  A+C. 

Second  cas  :  m  —  cos  aa  =  p^. 

3aa.  Alors  l'équation  (i)  prendra  l'une  ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 

•        •  '^ 

,^âfl (ii^  — cosa#)co8«y 

cos  a  ==S 7 ; r  « 

If» — COS  (  2#  +  a*) 

•     «A  lll8În'y+C0t2<C0S*y-*^CM(2i»4-a«) 

sm*  8  = ^-^— j-—- — ^-^ — : — ^ , 

où  l'on  voit  que  /it— cos(aâ>-}-  2«)  doit  toujours  être  positif. 
Supposons  d'abord  flt<90%  et  soit  /u  un  angle  K.go'^j  tel  qu'on  ait 

cos  3/Et  ==  — /7i  sin*^ -^  cos  àa  cos*^ , 

on  aura  cos  (iSo"  — -  a/») —  cos  aa  s=  (/n  —  cos  aa)  sin*  y  s?/»*  sin*  ^  j  dona 

48.. 
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A*  >  90^  •^*'  Cela  posé ,  pour  que  sin*  fl  soi t  positif,  il  feut  que  00s  (  1 8o*—  ûfi) 
-—  cos(3âi  +  2a)  ou  2 sin  (90^ ^ —  /x  +  û>  +  ot)  sin  (»+  * +^  —  90*)  soit 
positif.  Donc  a  positif  a  pour  limite  +(9o®+f6— a.),  et  ûi  uégatîf  a  pour 

limite  -^C*"f"/*'"^"9^*);  ^'^^  ^^  ^^^^^  q"^®  Pétendue  d'une  oscillation  est 
encore  Tare  2jDt"<i8o*. 

333.  Si  l'on  prend  pour  époque  du  mouvement  le  milieu  d'une  oscillation , 
ce  qui  revient  à  faire  dans  nos  formules,  a=go*,  et  qu'en  même  temps 
on  fasse  6  =  ^,  les  formules  deviendront 

cos*fl=    ■     .  / ,     sin'tt  =  --i— sm*b. 

m-f-cos2«»    '  '^  a 

Pig.  4«  Le  cas  de  «=90*  suppose  Lsgo*;  ainsi  l'état  initial. du  mouvement  est 

représenté  par  la  figure  4,  où  l'on  a  L*I*:;=€,  tang  DL*=:cotf  =:^^g  tange; 

et  comqae  on  a  A>>  C,  il  s'ensuit  quaDL*<^  PL*.  Dana  ce  cas,  la  première 

valeur  de  -^  ayant  le  même  signe  que  cos3A— iit|  est  native;  donc  les 

premières  valeurs  de  a  sont  aussi  négatives. 

Puisque  les  limites  de  e^  sont  encore  -— f<t  et  +/tt,  et  que  les  premières 
valeurs  de  û»  sont  natives,  nous  supposerons 

tançû»  =:  •—  tangfe  siu'v}/  > 
et  il  en  résultera 

sin  u  SK  777—; — •  .  .  •  V  j 

j         ,.  .       8in*C— 8in>        i— w»^       ^ 

en  prenant,  comme  dans  le  premier  cas,  c*  = 1 ^  =  TjT^  t*ngV**. 

3a4*  Voici,  d'après  ces  formules,  la  correspondance  qui  a  lieu  entre  les 
trois  variables  âi,  9,  4  pendant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  au 
bout  desquelles  l'axe  AL  et  la  situation  du  corps,  a  l'égard  de  cet  ai^e, 
«ont  rétablis  comme  ils  étaient  au  commencement  du  mouvement  : 

4  =  o*,        90%         i8o*,        370%      36o% 
û>=o,     —  fi,  o,  ^,0, 

9  =  b  ,  o.,         —  b  ,  O  ,  0. 

Au  premier  instant ,  l'aro  LM  est  dans  la  situation  L*M%  qui  fait  un  angle 
droit  avec  le  méridien  DL;  c'est  donc  alors  l'axé  AU  qui  se  trouve  situé 
dans  le  méridien.  Du  reste,  on  explique,  par  la  figure  4^  1a  correspondance 
des  mouvemens  d'oscillation  et  de  nutatiou,  comme  on  l'a  fait  par  la  fig.  3 
dans  le  premier  ea*»  /      * 
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Si  l'on  avait  «^go%  014 ferait  «=  180*— a^^  et  on  parviendrait  abso- 
lument aux  mêmes  conclusions. 

325.  Il  résulte  de  l'analyse  précédente,  que  le  mouvement  d'un  corps, 
considéré  relativemenl  à  son  axe  moyen ,  présente  deux  cas  dont  voici  les 
caractères  distinctife. 

Premier  cas.  Dans  chaque  oscillation  il  y  a  un  instant  où  l'axe  moyen 
AL ,  l'axe  du  plus  grand  moment  AAl,  et  l'axe  de  rotation  instantané  AI  Fîg.  3. 
sont  dans  un  même  plan  avec  la  directrice  AD.  Cet  instant  est  le  milieu 
d'une  oscillation,  époque  où  l'axe  moyen  est  dans  sa  plus  petite  où  sa  plus 
grande  distance  à  l'égard  de  la  directrice  AD.  Les  formules  données  pour 
ce  cas  (art.  3 19)9  supposent  que  le  temps  commence  à  une  de  ces  époques 
où  le  point  L  est  le  plus  près  de  D. 

La  distance  IL  étant  connue  au  premier  instant,  et  désignée  par  i,  on 
trouve  la  distance  DL  =  90''-— '^,  qui  donne  la  position  de  la  directrice 
AD  par  la  formule 

tâng  DL s=  cot  ^  =  gxg  tang £; 

ainsi  on  a  toujours,  dans  ce  cas,  DL^IL. 

Connaissant  ^,  qui  détermine  la  nutation  de  l'axe  moyen ,  on  a  la  quan-  • 
tité  ft,  qui  détermine  l'étendue   des  oscillations   par   la  formule  sin'ft 

= sin'f.  Cette  quantité  /x  est  toujours  plus  petite  que  f ,  et  à  plus 

I  —TU        A*  —  B* 
forte  raison  plus  petite  que  90";  et  puisque     ^     s=  ^^^      ,  il  s'ensuit 

•  //A'— B'\ 

qu^on  a  aussi  sin^et  <  \/(cnrB*y*  ^^^^  ^®  premier  cas,  le  troisième  axe 

principal  AN,  qui  a  le  plus  petit  moment  A  -f-  B»  i^^  Pj^ut  jamais  se  trouver 
sur  le  méridien  DL;  car  la  plus  petite  valeur  de  l'angle  DLN  est  90^—*^, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Second  cas.  Si  l'on  change  B  en  C,  et  réciproquement,  tout  ce  qu'on  a  Fig.  4.^ 
dit  du  premier  cas  s'applique  au  second.  C'est  donc  alors  l'axe  du  plus 
petit  moment  AN,  qui,  au  milieu  de  chaque  oscillation,  se  trouve  dans  un 
même  méridien  avec  l'axe  moyen  AL  et  l'axe  de  rotation  instantané  AI. 
L'axe  du  plus  grand  moment  AM  est  toujours  à  une  distance  du  méri-* 
dien  DL,  qui  ne  peut  être  moindre  que  90*  — fi. 

Dans  le  second  cas,  la  distance  DL  se  détermine  par  l'équation 

TVT  i»      A+B 

tang  DLs  cot  b  =  ^:rQ  t*»>6<> 

ainsi  oh  a  toujours  DL  <  IL.  ^     ^ 
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Au  reste,  ces  deux  cas  se  traitent  analytiquqpent  de  la. même 
puisque  la  permutation  des  lettres  B  et  C  change  m  en  -—m,  et  qu'ainsi 
les  formules  tronrées  pour  le  premier  cas ,  s'appliquent  paiement  au  second , 
comme  on  k  verra  ci-aprés. 

Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  l'on  aurait  m-— cosaas^o. 

Troisième  cas:  cùs 20,"^ m  =so. 

3^6.  Alors  l'équation  (  i  )  donne  a»  =  o  ;  ainsi  le  corps  n'a  aucun  mou- 
vement autour  de  son  axe  moyen  AL.  Pour  déterminer  les  deux  autre3 
variables  8  et  9,  il  faut  recourir  aux  équations  (2)  et  (3)  du  n"*  3q8,  les- 
quelles donnent 

dB  sin  2*       - 


\ 


ces  0  71  —  008  2« 

d(p  =3  KdL 

11  en  résulte  d'abord  ^  =  K<,  ce  qui  prouve  que  le  mouvement  de  l'axe 
moyen  AL  autour  de  la  directrice  AD  est  uniforme. 

Ensuite  si  l'on  fait r— —  =  «,  on  aura  — s  =  —  idt:  ce  qui  donne, 

en  intégrant, 

Zteng(45»  +  i9)  =  /tangC45«  +  i>)  — */, 
ou 

tang  (  45-  +  iO)=:e-^  tang  (  45*  4-  i  >). 

£n  faisant  /=  oo ,  on  aura  9  =  90*  ou  9^= — go"*,  selon  que  i  sera  négatif 
ou  positif;  c'est-à-dire  selon  que  a  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  90*. 
Alors  l'axe'  moyen  sera  réuni  avec  la  directrice  AD,  dans  un  sens  ou  dans 
l^autre,  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de  ces  axes  réunis,  continuera 

de  se  faire  uniformément  avec  la  vitesse  angulaire  ^  =  R. 

Et  quoique  cette  réunion  des  deux  axes  n'ait  lieu  rigoureusement  qu'après 
un  temps  infini ,  cependant  la  rapidité  avec  laquelle  crott  ou  décroit  l'expo* 
nentielle  e**,  permet  de  regarder  ces  axes  conune  sensiblement  réunis  après 
tm  temps  assez  court. 

337.  Yoilà  donc  un  nouveau  cas  très  remarquable  oà  l'on  peut  déterminer 
exactement  et  d'une  manière  très  simple  le  mouvement  d'un  Corps  de  figure 
quelconque  :  c'est  lorsque  la  valeur  initiale  de  l'angle  ILM,  que  nous  avons 

appelée  L,  est  telle  qu'on  a  coslicb  =  m  =     ^-^^n^ — *  Cette  v^leur^  com- 
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binée  avec  l'ëqualion  f ang  et  =  -/Vq  tang  L,  donne  cos  aL  =     .^^   . ,  ou 

A— B     C-4-A  . 

tang*L=-r-qrg,  g~-r*  Ainsi,  pourvu  que  l'axe  de  rotation  primitif  A 

soit  placé  sur  Parc  LI,  déterminé  par  la  valeur  précédente  de  tang  L,  le  cas 
dont  il  s'agit  aura  lieu  :  l'arc  Lt  pourrait  d'ailleurs  être  situé  de  l'autre  côté 
de  l'arc  LMt,  ce  qui  donnerait  toujours  le  même  cas  susceptible  d'une  solu* 
tion  très  simple. 

3a8.  Ayant  développé  l'équation  (i) ,  qui  contient  la  loi  générale  des  os- 
cillations du  corps  autour  de  l'axe  moyen,  et  de  la  nutation  de  cet  axe,  nous 
allons  procéder  à  l'intégration  des  équations  (a)  et  (3) ,  qui  feront  connattre 
les  variables  €» ,  fi  et  ^  au  bout  d'un  temps  quelconque  t.  H  sufiira,  pour  cet 
objet,  de  considérer  les  formules  de  l'art.  3 19,  puisqu'elles  renferment  cdUes 
du  second  cas. 

Reprenons  donc  les  formules 

tang  cê  =  tang  jU  sin  -sj/ ,  sin*  fZ  =     "^     sin*  ff , 

.    /i  sîn  C  oos4^  -        '+'»*•  008*  C 

sm 0  =  7^7 ^  .\  ,v ,  c*  =  z tang*  U5=  i r-r-  , 

4/(1  —  c* sm* +) '  I— w»        ^  '^  cos>' 

d'où  l'on  déduit 

i  +  taDg'^sm*^'     '  sinl  smC        1 4'tang*^smT5f^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  4'équation  (a)^  oail  faut  fiûre  a=  o ,  on  aura 

d'ailleurs  K  =     .   ^'  et  — — ?  =  .    ,   p  ;  donc  si  on  fait 

WcMf     A— B 


on  aura 


idt=: 


tang^  *  A+C  ' 
di 


et  en  intégrant 


i/  =  FCc,4). 

Ainsi  étant  donnée  une  valeur  quelconque  de  l'angle  4  9  on  pourra  trouver 
la  valeur  correspondante  du^  temps  t ,  et  réciproquement^ 

329.  Soit  r  le  temps  d'une  demi-oscillation,  qui  est  aussi  celui  d'une 
demi-nutation  y  oki'  auva  irssf'c^,  et  par' conséquent  ce  temps  pourra  être 
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déterminé  avec  toute  la  précision  qu'on  voudra  y  par  le  moyen  de  la  fonc- 
tion complète  ¥*c. 

Lorsque  le  corps  différera  peu  de  la  figure  sphérique ,  la  quantité  i  sera 
très  petite  et  r  très  grand  ;  de  sorte  que  les  mouvemens  d'oscillation  et  de 
nutation  seront  très  lents. 

Soit  %{/'  la  valeur  de  4  qui  répond  à  un  temps  quelconque  <'  <C  t;  si  l'on 
fait  en  général  t  =  2krdzt'^  k  étant  un  entier  quelconque,  on  aura 

La  constante  r  étant  une  fois  calculée  avec  toute  la  précision  nécessaire , 
par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques ,  on  déterminera  exactement  l'angle 
4  pour  toute  valeur  de  t  multiple  de  r.  On  pourra  même  déterminer  algé- 
briquement cet  angle  pour,  une  infinité  d'autres  valeurs  de  / ,  commensura- 

bles  avec  1*;  car  on  sait  que  l'équation  -  F'c  =  F  (c,  4)  est  résoluble  algé-* 

briquement ,  toutes  les  fois  que  -  est  rationnelle. 

330.  Dans  tous  les  cas ,  on  pourra,  par  l'équation  it  =  F  {c^  4)9  déter- 
miner aussi  exactement  qu'on  voudra  l'angle  4  ^^  l>out  d'un  temps  quel- 
conque t'y  l'angle  4  étant  connu  ,  on  connaîtra  la  distance  90®— -fi  de  l'axe 
AL  à  la  directrîce  AD,  et  l'angle  m  ou  DLM  qui  fixe  la  situation  du  corps 
par  rapport  à  l'axe  AL,  au  moyen  des  formules 

tang  û>  =  tang /A  sin  4  ,    «m  9  =  ^^^_^,^.^,^^, 

où  il  faudra  se  rappeler  que  eu  est  toujours  compris  entre  les  limites  fA  et 
— -  )ct ,  de  même  que  fi  lentre  les  limites  +  €  et  —  ff^. 

33 1.  11  ne  reste  plus  qu'à  détermibet  l'angle  ^ ,  qui  fera  connaître ,  au 
bout  d'un  temps  quelconque  ty  la  position  du  méridien  DL.  Or  sî,  après 
avoir  fait  a  =  o  ,  on  substitue  dans  l'équation  (3)  les  valeurs 

dm __*        tang>i  d^ 

(cos2â»  —  m)  sini         (i— m)sînC*  V^(i— c^smSf)  * 


n  "-^  cos  aâi  =  n  -|-  I 


I  -f-  tang*  fê  tin'^^  ' 
on  aura 

jg^ a  Ung  fê      /»  +  I  '    d^f ^^  d-l  \ 

.'^^~(i— m)siiiC\    a      *  V(i— «•«in"4)      (i  +tûiig>siii*+)  V/(i  — c«sin*4')/* 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  et  observant  que  7 -r^î-?  =  -ï— - —  * 
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Dans  cette  formule^  H  (  tang*  jtt ,  %{^)  désigne  k  fonction  elliptique  de  troi- 
sième espèce ,  dont  tang*  ft  est  le  paramètre ,  c  étant  d'ailleurs  le  module 
commun  aux  deux  fonctions  F  et  FI. 

332.  La  valeur  de  ^  correspondante  au  temps  d'une  demi-oscillation,  se 
trouvera  en  faisant  ^|r  z=s  go*  j  si  l'on  désigne  cette  valeur  par  O ,  on  aura 

0=  .  "°^     r^±J  F' —  n' (taneV)1  ♦ 

La  fonction  complète  fl'  (tang*/tt)  pourra  s'exprimer  par  des  fonctions  el- 
liptiques de  la  première  et  de  la  seconde  espèce ,  au  moyen  de  la  formule  du 
n*  107  ;  mais  pour  cet  objets  il  sera  bon  de  donner  une  autre  forme  à  cette 
formule. 

333.  En  suivant  les  dénominations  de  l'article  cité,  soit  A  un  angle  tel 

^        cotft  .,  •     ^  cosft      .         ^        Clin  S 

que  tang  As=s ,  ce  qui  donne  s*'^^=Â7rTT         *  aSt^'  ^^  aura, 

par  les  propriétés  connues , 

F(A,fl)  +  F(A,A)  =  PA, 

E  (*,  8)  4-  E  (*,  A)  =  E'i  +  *•  sinO  sinA. 

Au  inoyen  de  ces  équations ,  on  éliminera  F  (3,  S)  et  E  (3, 0)  de  la  valeur 
de  n*  (n,  c).;  puis  réduisant  d'après  l'équation  des  fonctions  complémen- 
taires 9  on  aura  la  formule 

dans  laquelle  n  =  col*  6. 

334-  Pour  appliquer  cette  formule  au  cas  proposé,  il  faudra  fiiire... 

e  =  i  ^  — ^,  A  =  ^,  ce  qui  donnera  langA  =  ^^  \/{t^) 

". :  II'  (tang*ft)  5=  F*c  (sin  C  cot  ft  —  ^  cos  fi  sin  A)* 

—  F«c[F(*,A)— E(*,A)]  +  E'cF(*,A). 

J'observe  maintenant  que  la  quantité  sin?  cot  ft^^  b*  cos  fi  sin  A  se  réduit 

d'abord i  -T-^(i—^  sin*A)  =  ?^  (cos*A  •+•  ^  sin*  A);  et  parce  que 

c*  =  tang*  u  cot*  A,  elle  se  réduit  ultérieurement  à  -r-- —     


ÂT^W  •     °y  y  donc  enfin  on  aura 

T.  1!"  49 


\ 
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Par  cette  formule,  on  peut  déterminer  aussi  énicten^nt  qti^on  voudra  l'an** 
gle  9  que  décrit  l'axe  moyen  autour  de  la  directrice  AD^  pendant  la  durée 
T  d'une  demi-oscillation. 

335.  Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  ^  au  bout  d'un  temps  quelconque 
/ ,  on  ferti ,  comme  ci-dessus ,  /  =  2kr  db  ^'.  On  cherchera  ,  par  ce  qui  a 
élë  déjà  dit  -^  l'angle  >[/' ,  qui  répond  au  temps  t'  <C  r  ;  puis  calculant  par 
la  formule  générale  la  valeur  de  ^  qui  correspond  à  l'angle  '^'^  et  appelant 
cette  valeur  ^'y  on  aura  généralement 

Ainsi,  au  moyen  de  la  seule  constante  O  une  fpis  calculée  avec  toute  la 
précLsiosQ  néo^Miire,  on  connaîtra  exactement  ^  poar  toute  valeur  de  t  mul-* 
tiple  de  r  :  on  pourra  encore  déterminer  (p  algébriquement ,  et  par  le  moyen 

des  arcs  de  cercle,  si  t  est  commensurable  avec  r;  dans  tout  autre  cas,  on 

■ 

déterminera  <p  par  les  formules  d'approximation  connues  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

Déwloppement  du  cas  particulier  ou  ton  a  m  =  — •  r .  , 

336.  Quoique  ce  cas  suppose  C=sA,  et  retombe  ainsi,  à  la  notation 
près,  dans  celui  qui  a^été  traité  n^  3i.3,  cependant  le  nouveau  point  de 
vue  sous  lequel  nous  envisageons  ici  le  mouvement^  et  les  int^ales  exactes 
que  nous  obtiendrons  ^  ne  peuvent  que  répandre  un  nouveau  jour  sur  cette 
matière. 

Soit  donc  mas .—  i  ou  C>ssr  A,  on  aura  /bt  =  ^^  oot  C  =  TjlS^^^ ^^ 

c=  o,  *=  rxg  ^siné,  et  les  variables  û>,  fl,  ^  seront  données  par  les 
équations 

it  =4 ,         tang  C  =  ^^, 

tang  cê  =  tang/x  sin^p, 
sin  0  =  sinfc  cosn{r,     cos9  cosa>  =  cosfe. 

Voici,  d'après  ces  équations,  comment *on  déterminera  la  position  du  corp^ 
au  bout  du  temps  t. 

On  connaît  d'abord  l'arc  4  par  la  valeur  >[/  =  îr ,  et  l'arc  f  par  Féqua- 
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tion  tang  ^  atr  »  °^    ,  où  il  fiait  observer  que  ^  -^  4  ^^'  toujocws  moindre 

Tjue  gcf^.  Par  ces  deux  arcs  on  'a  la  valeur  de  (Py  qui  dëtermine  la  position 
du  méridien  Dlr.  On  a  ensuite  las^angles  6  et  cû  par  les  équations  sindss 
sin/A  cos%p,  tang  û^  =  tang ft  sin  4  9  la  première  fait  connaître' la  distance 
DL  =  9o*—  fl,  et  la  seconde  donne,  avec  le  signe  convenable,  Fàngle  DLM 
qui  détermine  la  position  de  l'axe  AM^  et  par  conséquent  celle  dé  tout  le 
corps  par  rapport  à  l'axe  AL. 

337.  Cette  solution  doit  revenir  au  même  que  celle  qu'on  déduirait  du 
n^  3 1 3  f  mais  comme  elles  paraissent  très  .diScrfintes.  au  premier  coup  d'oeil, 
il  sera  bon  d'en  démontrer  l'identité. 

Soit  BL^PDM*  le  méridien  primitif  oit  se  tronvaiënt,  lorsque  f£=3  0,  les 
axes  AL,  AM,  et  l'axe  de  rotation  Al  aux  points  marqués  L*,  M®,  et  1^  ^^'  ^ 
Supposons  qu'au  bout  (lu  temps  f,  les  axes  AL,  AM  forment,  avec  la  dîretK 
triée  AD,  le  triangle  sphérique  DLM;  la  position  des  points  L  et  MiScn 
déterminée  parce  qui  précède,  au  moyen  des  éiémens  BXssf ^  XLass4, 
DLM=:e»,  LMs^of^. 

Dans  le  triangle  DLM,  oà  le  cdté  LM  est  de  90"*,  on  à  cos  DM  sis 
cosDLMsinDLss€OSiiyco8fi=co9jE4;  donc  DMa^ft.  Donc  l'axe  prisaipal 
AM  (celui  qui  n'est  point  semblable  aux  deux  autres)  est  toujours  égale^ 
ment  incliné  à  la  directrice  AD. 


3in  MUt)        sin 


Le  même  triangle  donne  sin  MDL  =3  — .   _,--.  z=z  ". — •   mais  les  formules 


Mn 


tang4»=rsin4  tangju,   tang 4  ^=^ cxiSA^  ^^^^K  <ionQent  cdn^sa-r— -•;   donq 

l'angle  ^  est  égal  à  l'angle  MDL ,  ou  à  son  supplément  MDjt.  Or,  lorsque 
^=0,  le  point  M  étant  en  M%  c'est  le  supplément  WOac  qui  devient  zéro; 
donc  on  a  en  général  ^  =  MDj:. 

il  sok  de  là'  que  l'sngle  MMf  %  pwrcoura  par  Taxa  «AM.  autour  du  |iûle  D 
dans  le  temps  <,rs-fl^^^  de  sorte  qu'on  aura 

^        ^.       A — B    oùf^       A  +  B       cosfê 

Donc  l'axe  AM  se  meut  unifôrméméM  autour  du  point  D  avec  la  vitesse 

I  .        aA       Wsîni      ^  2A    ^     ^p      ,. 

angulau<e  jxb  ' î  ^^  parce  yie  ,    '   'ttL>icotb  cotig=cotf6Cotc,  cette 

vitesse  peut  aussi  s  expnitier  par  —, — . 

En&D ,  le  même  triangle  DML  donne  encore  sîn  DML=s  nnDL  sin  MDJL = 

4s.* 
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cosOsinÇ  =  — -  .  2î^=:--ïs^  =  sin4;  et  puisque  l'an&le  DML  est  zéro 

^        cos#     sm^       tang>«  ^'         ri  o 

en  même  temps  que  4  9  OQ  &  DML  s=s  4.  Donc  le  corps  tourne  uniformé- 
ment autour  de  Taxe  mobile  AM,  dan^e  sens  CB,  aVec  une  vitesse  angu- 
laire Y=  rxi  W  ^'^  ^* 

Ces  mouvemens  sont  précisément  ceux  que  nous  avons  indiqués  n*  3i3 , 
pourvu  qu'on  échange  entre  elles  les  lettres  A  et  B ,  afin  que  la  supposition 
actuelle  C  =  A  revienne  à  celle  du  n^  3i3,  C  =  B. 

j4pplicaiion  ^s  formules  au  second  cas  du  problème^  art.  3:i5. 

338.  Nous  avons  discuté  fort  au  long  le  premier  cas,  qui  est  celui  où  Taxe 
du  plus  grand  moment  AM  se  trouve  au  milieu  de  chaque  oscillation,  dans 
le  même  plan  avec  Taxe  moyen  AL  et  la  directrice  AD.  Venons  mainte^ 
nant  au  second  cas,  où  l'axe  du  plus  petit  moment  AN  est  celui  qui  se 
trouve  périodiquement  dans  le  même  méridien  que  l'axe  moyen  AL^  tandis 
que  l'axe  du  plus  grand  moment  reste  toujours  éloigné  de  ce  méridien  à 
une  distance  qui  n'est  jamais  moindre  que  go"*  —  /ti. 

U  suffit,  pour  la  solution  de  ce  second  cas,  d'échanger  entre  elles  les  lettres 

B  et  C  ;  et  comme  on  suppose  constamment  m  =  — ^ ^^ — ,  afin  de  con* 

server  l'ordre  de  grandeur  C^  A^B,  il  faudra  en  même  temps  changer  le 
signe  de  m.  Par  l'efièt  de  cette  permutation ,  la  constante  1  deviendrait  né- 
gative; ainsi  il  convient  de  changer  le  signe  de  np,  ce  qui  change  en  même 
temps  le  signe  de  e»,  comme  l'exige  la  nature  de  la  question  (art.  3^3).  Cela 
posé,  void  les  formules  par  lesquelles  on  déterminera  la  àtuation  du  corps  et 
les  vitesses  de  ses  difiérens  mouvemens  au  bout  d'un  temps  quelconque. 

339.  Connaissant  C  par  l'équation  ootCss  g-pgtangi,  on  trouvera  Fan- 

gle  At<90*  par  b  formule  sinV  =  --^  ^*^^^  ^^B»"*^*^'  Faisant 

ensuite 

. Wcost    C  — A 

.  '-ta-gpA+B» 

on  aura  lequation 

/t=F(c,4), 

qui  servira  à  déterminer  I  par  ^|^,  ou  réciproquement  4^  par  I.  Soit  r  le 
temps  d'una  demi-oscillation ,  on  aura  r  s:  4  F'c. 
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Connaissant  r  avec  toute  Fexactitude  nécessaire ,  on  pourra  supposer  qu'un 
temps  quelconque  /,  aussi  grand  qu'on,  jroudra  y  soit  représenté  par  la  for- 
mule 

h  étant  un  entier,  et  i  un  temps  <^  r.  Soit  -4^'  la  valeur  de  4  qui  répond 
au  temps  t^,  en  sorte  qu'on  ait  tV  =sF(c,  %P')  on  aura  en  général^ 

4  étant  connu ,  on  déterminera  la  distance  Qcf  «—  0  de  l'axe  moyen  AL 
à  la  directrice,  et  l'angle  cê  que  &it  l'arc  LN  avec  le  méridien  DL,  par. les 
formules  suivantes  :  «  :     .   . 

«^"''  =  t/(,-c>8msr)'    <^ng«  =  -tang,*sin4, 

où  l'on  a  c^ss   ""^  tâng'jx.  Ces  formules  détermineront  toujours  9  et  é» 

sans  ambiguité,  parce  qu'on  sait  que  0  est  compris  entre  les  limites -f- 6 
et  — -^>  de  même  que  m  entre  les  limites  -f*A^  et  — ;t;  cf ailleurs  il  fiiùt  se 
rappeler  que  (»  négatif  suppose,  comme  dans  la  figure  n,  l'angle  DLN  formé 
du  même  côté  de  DL  que  celui  où  se  porte  l'axe  AL  par  son  mouvement 
autour  du  point  D,  et  que  a»  positif  suppose  l'angle  DLN  formé  de  l'autre 
côté  de  DL. 

340.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  position  du  méridien  DL,  ce 
qui  se  fera  par  l'arc  BX=9,  dont  la  valeur  est 


en  supposant  toujours  »5b=  — qZZ^ — »    ^*  ^=^  cil"' 

Si  l'on  appelle  O  la  valeur  de  ^  correspondante  â  %p=9o*,  ou  au  temps 
d'une  demi-oscillation,  on  aura- 

Osa  .  "°^      r^^^ipc  ~n'(tang^;t,  c)l: 
et  en  prenant  un  angle  auxiliaire  A  d'après  l'équation  tang  A  =:  «/^i^IiîY 


on  aura 


Soit,  comme  ci^dessus,  fsaArdsC'/on.  aurais: 9Mds^%  0' étant  jb 
valeur  de  ^  qui  correspond  au  temps  r ,  on  à  l'angle  4'  déjà  déterminé. 
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m 

Formules  particulières  pour  U  cas  ou  Vaxe  de  rotation  primitif  est  très 

près  de  Vaxe  du  plus  grand  moment  AM. 

341.  Alors  il  faudra  supposer  €"==1^  —  cT,  S"  étant  une  quantité  très 
petite  y  dont  onpôilirra  négliger  les  puiasamces  supérieures  anMBecookl  ordre. 
Appliquant  done  les  formules  du'^èiàtèr'ôas,  ôif  èmi^  d'abord  leis  rakiirs 
suivantes  : 


~  4 


d'où  il  suit  que  la  nutation  d«  Taxe  AL,  et  les  oscillations  du  dovp^Milour 
de  cet  axe,  seront  très  petites  de  l'ordre  cT.       '  ...^ 

On  aura  ensuite  * 

._A— B    Wsm»_^r     /M—^B    C— B\     /  €(€4»^)  ,\ 

'  — A+c  •  TI^—  ^^  V  VÂ+B  •  c+b; •  V~(C+bUa4-.b)'^  h 

et  réquation  i*c=sE(c^  %P)s5s.*>^(i  +^^?*)  — çc'sina4  donnera  récipro- 
quement 

4^=(* — JC) //+ jc^sinai/. 

On  en  tife  le  temps  ^une  demi-oscillatioû 

*.  .  .  .  •  0 

et  ce  temps  étant  une  fois  calculé  jusqu'à  la  prodsion  des  quantités  du  second' 
ordre ,  on  aura  en  général        i     . 

=  7^.-  +  -5-sin— .  - 

■         r      •  o  r 

•       .  »  r.  - 

L'angle  4  étant  eeniniî  pour  un  temps  quelconque,  on  aura  les  valeurs  de  m 

Ci=:)xsin4     et     0=^:^écoft4- 
343*  Enfin  la,Taleur  4e  ^,  ai^^bout  4u  temp^l,  sdnirdonnéç  par  la  formule 

■  ■ 

oir  Fjopc^  pbyrnr  substituer  la  valeur  4  =  '^• 

Soit  <^  l'angle  décrit  par  l'axa  AL  autour  de  la  directrice,  pendafirt  ia^ 
temps  r  d'une  4fnii<*QstoiUi^lî|Mi,  oîi  aura 


»  i-. 


Ô  =  Wt(i— ^/•4-K*>^-ij;^.aT^' 


nd>itîi:iâmlP'\S 


.'} 
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/ 

*=wr(i-icr*+K<r)=WT(i-|j'.^). 

Ain^i  l'axe  AL  toarne  «atûar  de  la  directrice  ÀD  avec  une  vîtoas^  très  peu 
différente  de  la  vitesse  angtdaire  initiale  W.  Cela  s'expliqye  en  observant 
que  l'axe  de  rotation  primitif  AI  est  très  rapproché  de  la  directrice  AD^ 

puisque  la  distance  DI  =  J^  ^—  ^  =  ,   ■  ^  ^;  quantité  qui  sera  très  petite , 

même  par  rapport  à  J^,  si  Ton  suppose  le  corps  peu  éloigné  de  la  figbre 
sphérique,  ou  A  — B  très  petit  par  rapport  à  A-f-C. 

.  A.U  Teste  y  on  voit  que  dans  le  même  cas^  le  temps  d'une  oscillation  re« 
priésenté  par  ar  est  très  grand,  puisqu'en  n^ligeant  les  quantités  de  l'ordre 
J^*,  on  a 

^^  =  W  V  iX=^  •  e^=^y' 

Ayant  df^tei^mi^é  Jaconifbinte^aveç  toute  la  précision n^C^saire^ra  pourra 
mettre  la  valeur  générale  de  ^  sous  cette  forme  , 

^  =  -«  — iC/^sm  — . 

Ainsi  l'on  voit  qu'il  ne  s'en  faut  que  d^une  très  petite  quantité  \  ÇfA  sin — » 
que  le  mouvement  de  l'axe  AL  autour  de  la  directrice  ne  soit  ^^ifo^œ^ 
Lorsque  t  sera  un  multiple  de  V,  on  aura  exactement 0  s=:  ^4^. 


Cas  où  le  moui^ement  est  le  plus  compliqué. 

343.  La  valeur  de  c*  étant  exprimée  directement  par  l'angle  donné  €^ 
on  a 

De  là  on  voit  que  c  est  d'autant  plus  près  de  l'unité ,  que  l'axe  de  rotation 
initial  est  plus  près  de  l'axe  moyeu ,  cas  où  la  distance  e  est  très  petite  sans 
être  nulle.  Comme  on  a  d'ailleurs  C  ^  A  >».  B ^  il. en  .résulte  ( C  —  B  ) 
(C-f-A)>  (C  +  B)  (C— A);  ainsi,  dans  aucun  autre  cas,  on  ne  peut 
avoir  c  très  peu  différent  de  l'unité.  Dans  ce  cas  donc  la  notation  de  l'axe 
moyen  est  de  près  de  180^,  et  les  oscillations  autour  de  cet  axe  ^ont  les 
plus  grandes  qu'il  est  possible.  Ainsi  le  mouvement  du  corps  sera  d'autant 
plus  irrégulier,  que  l'axe  de  rotation  initial  sera  plus  près  de  l'axe  moyen. 
Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  l'aie  de  rotation  initipl  est  fort  pris  de 
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l'un  des  deux  autres  axes  principaux.  On  a  àé]k  vu,  dans  les  art.  34i  et343, 
et  on  dëmoDtrera  plus  en  détail  dans  la  suite,  qu'alors  le  mouvement  du 
corps  est  presque  uniforme ,  et  que  l'axe  de  rotation  ne  varie  que  très  peu. 
11  y  a  cependant  un  cas  (n®  ^37)  oi'i  l'axe  moyen  s'approche  continuel- 
lement de  la  directrice ,  et  se  confond  sensiblement  avec  elle  au  bout  d'un 
temps  assez  court  ;  de  sorte  qu'après  là  réunion  de  ces  deux  axes,  le  mou- 
vement devient  uniforme.  Ce  cas  seul  excepté,  et  celui  où  l'axe  de  rotation 
initial  serait  précisément  l'axé  moyen ,  un  corps  ne  peut  toin*ner  d'une 
manière  sensiblefnent  uniforme  autour  de  son  axe  moyen.  Si  donc  un*  corps 
parait  avoir  tm  mouvement  presque  uniforme  antour  d'un  axe  sensiblement 
fixe,  cet  axe  ne  peut  être  son  à'ie  moyen.  Les  planètes,  les  comètes^  et  en 
général  tous  les  corps  sujets  à  quelque  variation ,  ne  tourneront  jamais  uni- 
formément autour  de  leur  axe  moyen.' 

Seconde  solution  j  AL  étant  Vaxe  du  plus  grand  moment. 

344-  Quoique  le  problème  soit  résolu  dans  toute  sa  généralité ,  par  les 
formules  précédentes ,  qui  supposent  m  <  i ,  il  ne  sera  cependant  pas  inu- 
tile d'examiner  aussi  logeas  de  m^  i  :  les  formules  qu'on  trouvera  dans 
ce  cas  seront. plus  immédiatement  applicables  au  mouvement  de  rotation 
des  planètes.  Mais  pour  ne  pas  entrer  dans  des  détails  superflus,  nous  sup- 
poserons qu'on  a  C  ^  B  ^  A  ;  alors  l'axe  AL  aura  le  plus  grand  moment 
d'inertie  B  +  C  ;  l'axe  AM ,  dont  le  moment  d'inertie  est  A  +  C ,  sera  l'axe 
moyen ,  et  l'axe  AN  aura  le  plus  petit  moment  A  -f*  B.  Dans  cette  suppo- 
sition ,  la  quantité  m  =  — "L^^T^ —  sera  toujours  positive  et  plus  grande 
que  l'unité.  Cela  posé,  l'équation  (i)  donne 

""  m  — ces  (atf-f-ace)  * 

et  elle  offre  trois  cdÀ  à  distinguer. 

Premier  cas  :  m  sin^y  +  cos  2»  cos*  >  <  i* 

L  345.  Comme  le  dénominateur  m  —  cos  (  aa>  -f-  2a)  est  toujours  positif, 
il  faut  que  le  numérateur  soit  positif  aussi ,  ce  qui  exige  que  ûi  ne  s'étende 
pas  de  o^  à  180*.  Donc,  dans  ce  cas,  le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscil- 
lations autour  de  son  axe  principal  AL. 
Pour  en  déterminer  l'étendue,^  on  prendra  un  angle  /jl  <  90*,  td  qu'on 
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ait 

CO»  2ft  s=  —  j»  Bia'T^  —  COS  2«  cos*  >  ; 

cette  valeur  donne  cos (180**  —  ajx)  —  cos  3a  =  (m  —  i  )  ftin*^,  quantité 
positive;  donc  /x>  go^— ^  et.  Maintenant  pour  que  ain^O' soit  positif,  il  faut 
que  cos!à/i^cos{2Cû^2ùL)  ou  3,co8(a4"*  +  /*)^^  (^H"*"^/*)  *^î^ 
négatif;  donc~âi  positif  a  pour  limite  +(90*— -^ +  /^)9  et  cê  négatif  a 
pour  limite  -^-(A^ibt  — 90^);  l'étendue  de  chaque  oscillation  est  donc 
Tare  a/x<  i8o^ 

On  peut  prendre  pour  époque  du  mouvement,  lé' milieu  d'une  oscilla- 
tion, ce  qui  revient  a  fairacisgo*.  Soit  alors  fi=^  ou  7  =  ^  ,et  on  aura 
les  équations 

1^        cos*0=:^ — -^T— ^ ,  sm'us sm^b. 

Ce  cas  suppose ,  comme  on  voit ,  sin  f  <  \/f  ^  j  <  t/r^ZI  a  «}  î  «t 
puisqu'au  commencement  du  mouvement  on  a  'A:itz  go*  s=±h^  cotres 
Q^r^  tangi,  il  figiut  qu'on  ait  aussi  tangi>t/^g^-^ . '^j^^^  :  c%st  la 

symptôme  qui  distingue  ce  premier  cas  des  deux  autres. 
De  l'équation  précédente  on  déduit 


f  • 


et  réciproquement, 

•   •  m+i     8in*C— jm*4 

sm'  m  = . -jT • 

a  €08*6 


—  I  .       ->  cos*  M 


Soit  sin 0 ss nn f  ces 4 9  et  c*s= tang*^ s=s  1  —  '     ^  ,  on  aura 

* 

.  '  sinMsin^^  -OosC  ^/(i— cf  8În*4) 

On  a  mis  le  signe -— à  sin  a» ^  parce  qu'en  faisant  Isso  etû»s=o,  la  première 

valeur  de  ^  (n**  3i4)  est  négative. 

D'après  ces  formules^  .la  correspondance  entre  û»,  9  et  4  ^^^^  les  quatre 
premières  demi^oscillation^,  est. telle  qu'on  le  voit  ici  : 

4  =  0%        90%        i8o%        270%        36o% 
fl  =  C,  o,  ~—  C,  o,  Ç, 

»==o,    —fi,  o,      +itA,  o. 

345.  HamteDani)  si  dan»  Vëquatiôn;  (ft)  du  i»*  3i4)  on  fitifc  «,=96*^  et 
T.  I:  5o 
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qu'on  substitue  la  valeur  de  -r-^  tirée  des  formolet  précédentes ,  on  aura 

D'ailleurs  on  a  K  c=  -jj^,  cotC  =  g^jg  tangc,  et  ^'T^ssg^^^;  donc 

si  Ton  fait 

WcosicosC     C — A 


on  aura 


=  Wsin€y/(^.§^), 


iV/<  = 


et  en  intégrant, 

ri!=F(o,4). 

Soit  r  lié  tenips  d'uae  demiK>sciUaâon  ou  celui  d'une  demi-nutation^  on 
a^rA  Ts=  -^F'<:}  en  gépéral,  si  Ton  fait  t=:2krzt:t^f  k  étant  un  enUer, 
^  t' <<T,  on  aura 

4^  étant  déterminé  par  l'équation  iV  =  F  (c,  40* 
Si  -  n'excède  pas  ^,  on  aura  d'une  manière  suffisamment  approchée , 

c*y  =  tegtiihg(45*  +  ^c40. 

■ 

ce  qui  servira  k  déterminer  fort  sîinpleBieBt  4^  P^^  1^  moyen  dé  t^  et  réci- 
proquement. 

On  pourra  donc  connaîtra ^  par  ces  formules,  ausû  exactement  qu'on  vou^ 
dra,  l'angle 4 ^oî répond  à  un  temps ;t  quelconque^  et  on  voit  que  cet  angle 
augmente  proportionaelleisent  au  temps ,  toutes  les  fois  que  /  est  un  mul- 
tiple de  T.  .*       "  -  !  ' 

L'angle  4  ^tant  connu,  on  connaîtra,  .par  les  formules  précédeutes,  les 
quantités  op  et  6  qui  déterminent  la  positioa  de  l'axe  principal  AL  par  rap- 
port à  la  directrice  AD,  et  celle  du  corps  par  rappoi't  &  son  ax<i  principal. 

347.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  Ironver  la  valeur- de  f-^  qm  fitie  la  position 
du  méridien  DL  dans  l'espace.  On  à  pour  -ctet  eflêt  l'équation  (3),  savcnr, 

^  smi' 

qui  devient 

^^_    tin/é     /A+B  d^ ^RJ^_ \ 

.1     .' 


/ 
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et  dont  l'intégrale  est     <  = 

Soit  4  h  Taleuv  dq  (p  lofrsque  ^uxQ(fi^  on  auite 

Pour  avoir  la  vaïear  dell*  (taffg^^j  d)j  on  dbGefTérà  q^e  ^±ai-^^i^nf^^Ci 
ainsi  en  procédant  comme  dans  l'art.  333,  et  faisant 


tang?»i^itai»g€=;çy^(^)5=fy/^:::|-;), 


1  • 


■  I 
I       ' 


on  aura 


-F<^,  X).(^;c-E'e). 

On  connaîtra  donc  aussi  exactement  qu'on  voudra  la  valeur  de  ^.  Faisant 
ensuite  t  =  sArr  sb  I^  oa  4"  =3  lA^^  ^  =k  4'»  011  anra 

^'  étant. )a  yaleur  4e  Ç  /correspondante  à  4'«  . 

'     '    '  •  '  ■        -  '     f*.  '  ■  iiv'  >  f  .     : 

C«  !;  3MI    .  i      ■      >  »      -^  •     .  k^  ■  I      _■  .  <.'!.  'ij;*       J  ■     fi" 


• 


Second  ca^  :  m  sin'j^  +  co*  ^*  Corf*gk  >'  iV 


>ii  't! 


*• 


.  348-  £^99  ce  cas  on  v^t  pai.  Féc^u^^icm  (i),.  q^e  m  ^'jf  ;p]lH^  (le  lijTOf,^^> 
et  que  le  corps  doit  tourner  sans  cesse  dan^  le  même,  sens  putour  de^sçn 
axe  principal  AL^  Si  l'on  prepd  pour  ëpodtie  au  motivement  ÏVnstant 
d'un?  révolution  où  Fpu  à  a—od^  et  .fl=±:  G,  l'îé^ilfatioii  (ij  tloûkèt^â 

cos  a  —  • ,  •  :  I 

Ainsi  on  ne  peut  avoir  v=3co}  c'ifest-Andire  quei'axe  AL  qui  fait,  au  com- 


mencement du  mouvement,  un  anglf  ^gu^T-r--^  avpp  j^/lirecU'ice  AD,^ 
ne  pourra  jamais  &ire  un  angle  di^-«tec  ceUeidirèctmev  Sï^t  b^'Ià^  plus 
petite  valeur  ide  ^,  cetfç  valeur  aura  lieii  lors^e  cqp2(».p= —  i  ;  ainsi  on  aura 

cos*b= — =-^cos*b; 


OT— I 


349.  Ayant  &it  et  =  go%  les  |opixm1ef  4i  llx^tat  initial  du  mouvement  don- 

A      I      O 

nent  <»t^.=?gq7g  t^Wg.!,  ?^  par  cpnsé.q;i^pt.P|;4*<,l*I^*j  cet  état  e^t  rçpr^ 

5o.  • 


Sge  APPUCATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

^8-  4-  senlépar  la  fig.  4?  où  Ton  voit  qu'à  cause  de  «  =  90%  il  faut  qu'on  ait  aussi 
L = 90*,  et  qu'ainsi  l'axe  AN  du  plus  petit  moment  se  trouve  en  N*  sur  le  pre- 
mier méridien  DL"*.  On  voit  en  même  temps ,  par  la  formule  du  n*  3 1 4  9  qne  la 

première  valeur  de  ^  est  native,  et  qu'ainsi  €»  est  toujours  n^atif  ;  c'est- 
à-dire  que  pendant  quç  l'axe  AL  tourne  autour  du  point D  diins  le  sens  BC,  le 
corps  tourne  sans  cesse  autour  de  l'axe  AL  dans  le  sens  opposé  CB. 

D'après  cette  observation,  soit  tang&>'  h  tang4/>  h  étant  une  constante 
que  nous  déterminerons  de  manière  k  simplifier  les  formules;  en  fiaiisant 
cette  substitution  on  aura 

^^^•0  _.  (m4-i)co^g(co8*4^  +  A*sitt«4^) 

(lli+  i)  co«*4'+  (/»—  x)  A*  8Î11*4'' 

Sort  ir  zss  — ' — ,  ou  -n  :^  — 77-%  on  aura 

cos'9  ==  cos*f  cos'4  +  cos'f '  sin*4 9 

§  

et  si  l'on  fait  c*s=(  A'—  i)  cot'  6  =    ^    cot'f  =  i  —  -t^,-y ,"  on  aura  aussi 

sin*  9  =  sin«  C  (  ^  —  c»  sin*  %[/). 

Ces  équations  déterminent  les  valeurs  de  â»  et  de  0  en  fonctions  de  4^  ;  sur 
quoi  il  fout  observer  que  O^est  toujours  compris  entre  les  limites  CetS'^ 
mais  que  op  négatif  croit  continuellement  avec  4 ,  en  sorte  que  la  différence 

4  +  »,  déterminée  par  l'équation  tang  (4  +  «)  =  — ;^^,  J^j[J^°)^^» 
est  toujours  plus  petite  que  90*. 

35o.  II  fout  maintenant  substituer  d^s  l'équation  (2)  la  valeur  de  ûê  tirée 
de  l'équation  tang  »  =  — -*  A  tang  %[/ ,  et  celle  de  sin  8  en  fonction  de  4>  ^* 
qui  donnera 

vj. (n—m)h  d^ 

Or  on  a  IL  as     .   a-,  et      ,     =  ^     .  :  sort  donc 

et  on  aura  en  int^pint, 

rt  =  F(i?,4). 

Si  l'on  fiiit  4^==  9^*9  t  -sera  le  temps  d'une  natation  dans  laquelle  0  passe 


SECTION  I.  397 

de  la  yalenr  £  à  la  valeur  C^  ou  réciproquement  ;  soit  r  ce  temps ,  on  aura 

Lorsqu'il  y  aura  peu  de  difierence  entre  les  quantités  C,  B,  A,  ce  qui  a  lieu 
lorsque  le  corps  est  compose  de  couches  peu  éloignées  de  la  figure  sphéri- 
que,  la  quantité  i  sera  très  petite ,  et  le  temps  d'une  nutation  sera  fort  grand  y 
c'est-i-dire  que  le  mouvement  de  nutation  sera  très  lent. 

Si  -  est  un  nombre  entier,  on  aura  exactement  4  =  7  ^*  ~  i  ^t  par  conâé- 

quent,  ops  —  4^="~"ft''^*'*  O^  ^^^^  P^i*  conséquent  que  le  mouvement 

particulier  du  corps  autour  de  son  axe  AL ,  dans  le  cas  dpnt  nous  venons 
de  parler,  sera  très  lent,  puisqu'il  ne  décrit  90^  que  dans  le  temps  r^  qui 
est  celui  d'une  nutation  ;  mais  ce  mouvement  s'exécute  toujours  dans  le 
même  sens,  c'est* a-dire  en  sens  contraire  au  mouvement  de  l'axe  AL  autour 
du  point  D. 

35 1.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  ce  dernier  mouvement  mesuré 
par  l'angle  ^  ;  or  on  a 

t.         xr  T.         dm  dm  /m^Ki  —  c*8În*  4)'"* 

^  sinl'      sinl  (co8*y  +  "  sm*^)iinC' 

donc 

.    _  A-fB       h  d^  ,       h       la^Ki— c^rin'^^)"^ 

^~  C—A  •im5'  1/(1— c»ttnH^)"*'iTOÎ*  i+C*'— 0  «0*4^' 

et  en  intégrant. 

Soit  4  la  valeur  dfe  ^  lorsque  4  ss  90*,  on  aura 

Mab  par  la  formule  du  n*  333 ,  on  trouve 

lyaillenn  la  quantitë  -r— a » .  s-^-r  A 1  V*  se  réduit  à 

w»  Ç coi  {C •{•  t— \n) ',  donc 
«  s=r[cose'  cot  (é + <  —  7  v  )  4-  E  (^,  ^]  F'«  ^  F(A,  €) .  ÇF'e  —  E'c). 


•m 
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35^.  Si  -  est  un  entier,  on  aura  ^  =  -  O  ;  on  a  en  même  temps 

«^  =  1 9r  •  -  ;  ainsi  la  situation  du  corps  sera  déterminée  exactement  au  bout 
d'un  temps  quelconque  ty  multiple  du  temps  r  d'une  nutatton  ;.(ûi  pourra 

déterminer  exactement  cette  même  situation  lorsque  -sera  rMionnelleipar 

les  propriétés  connues  des  fonctions  elliptiques.  | 

En  général,  soit  t  =  2kr  db  t'^  k  étant  un  entier,  et  tf  ^  t^  on  aura 
%[/  =  2A:  •  ^TT  de  «4/%  et  ^  =  2^.4  rb  (p' ,  «^/^  étant  la  même  Fonction  de  t' 
que  4  ^^  ^^^f  ^^  P'  ^  même  fonction  de  •>!/  qu^  ^t^  <^  4"*   - 

Au  reste,  si  *  est  une  faction  plua  petite  que  ^  ^  on  aura ,  avoo  une  <MC^ 
titude  sùflisânte , 

4/'  étant  connu ,  on  eil  déduira 

<p'r=î^^-+--r^[fAwt*^+'  — (i-.Acof€)#'].      ■■ 

tangû>'=s  —  Atang*s[/^,  . 
sin'  9  ^ss  ûût*  C  C06*  4'  +  an*  C'  gin*  4' , 
ce  qui  détermine  la  position  du  corps  au  bout  du  temps  /. 

Du  cas  où  Vûxe  de  rotation  initial  est  très  près  de  Taxe  du  plus  grand 

moment  AL. 


353.  Alors  Tarre  €  tst  très  {Mth;  et  si  an^rqettf  les  puissaneeè  4e  t  supé- 
rieures  à  la  seconde,  les  quantités  b  et  b',  qui  déterminef^t  Pétmidue^de  la 
nutation  de  Taxe  AL,«  seront  ainsi  exprimées  : 

de  là  on  tire 

Si  la  différence  G -—  B  est  beaucoup  pïnd^  j^tite  quç  &  -^  A ,  ainsi  que  cek 
doit  avoir  lieu  dans  le  sphéroïde  terrestre ,  h  sera  trèt^  peu  diflférent  de^'u- 

nité.^.  «t  j>n  aura  5^^^^'===  j^rjf^>  A'J  de  Mjrte  que  Tare  «de  iiut«jdon  ^  -r^' 
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»en  beaucoup  plus  p«tU  que  <.  Dans  la  même  hypothès^^  on  aura 

*'—*        sin»C""C+B*B  — A     ' 


•  .  . 


4 = '*' r  '  "~"  7  j  "4"  g"  sin  .2»/. 

^54-  DésignoAS  toujours  par  T  1^  temps  d'une  natation ,  ou  celui  pendant 
leqfud  te  corps  %it  un  tpiart  de  révolution  autour  de  son  axe  AL /on  anra 

T  =  ^(.+}.-H-iOV(5i|,.|±^, 

et  l'expression  de  ^  pour  un  temps  quelconque  i  deviendra 

4=:i7r.;+^cSin^; 

4  étant  connu,  on  aura  6  par  l'équation  sin*6  =  sin'f  cos*4+sûi*^'  sin*4; 
et  comme  on  peut  négliger  le  carré  de  ^  -^  C'y  on  aura  avec  une  exactitude 
suffisante, 

e=C  — («— ^')sin*4- 

Quant  à  l'apgleai^il  est  donné  exactement  par  l'équation  tang2»= —  Atang49 
ou d'unetnanii^re  i^proeh^Bi par  la  valeur        '. 

si  toutefois  Ç  ^—  B  est  ires  petit  par  rapport  à  B  — -  A. 

355.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  ^.  Pour  cola  n0iis  remarquerons 
qjf9  la  formule  da«n*  35 1  peut  se  réduire  à 


ia4' 


Or ,  l'équation  tang  a>  =  —  A  tang 4  donne  <iw «s—      '     .,j_-'  ■'.  ;.r ,  «t 
paf  bonsëquent ,  (  A*  —  i  )  /dm  sm*  4  '=  — '  M'  -~'  <*  ;  donc 

Or  çn  a  c»  =  CA»  —  0  cDf  C  ;  donc  ^  .  '^&  =  i^^  C*4-H>)î  d'^U: 


4oo  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE^ 

leurs  comme  cos'f  est  une  quantité  très  petite  du  second  Ordres,  cette  quan-^ 
tité  se  réduit  à  icos*.((A*s[/-}-û^).   On  peut  semblablement  réduire  -r^  à 

a(i  +  ïCos*ff);  ainsi  l'intégrale  précédente  devient  —  â>  (i  +^cos*^)  + 

^cos'^(A4  +  ^)  ="~^"+'»^4'^^s*^  =  —  û^H-^Acos'C.i/j  donc  enfin 
on  a 

^H.a  =  (K  +  i-Aicos*C)l. 

Ainsi  l'angle  ^-f^oi  croit  proportionnellement  au  temps,  sans  aucune  iné- 
galité sensible;  d'ailleurs  en  substituant  les  valeurs  de  K  et  de  i ,  on  a 

K+iAicos*e  =  Wcos€(i+icos*^.  |±|)=Wcosé(i  +  J^ 
donc  enfin , 


ç  +  «  =  W*(i^t.-.§^, 


ce  qui  fait  voir  que  l'arc  ^-f*â»  est  décrit  par  un  mouvement  uniforme, 
dont  la  vitesse  di£fere  très  peu  de  la  vitesse  initiale  W,  puisqu'elle  est 

Si  l'on  appelle  4>  la  valeur  de  ^  lorsque  4  =9^*9  ou  pendant  le  temps 
d'une  nutation,  on  aura 

^^  '^  356-  Yoici  comment,  dans  l'hypothèse  précédente,  on  déterminera,  au 
bout  du  temps  /,  la  positiou  d'un  pmnt  quelconque  du  corps  situé  au  com- 
mencement du  mouvement  sur  le  rayon  AP^  déterminé  par  les  deux  élé- 
mens  DLT^^sfl,  L*P  =  P. 

Ayant  fait  l'arc  BX=^ ,  on  aura  d'abord  la  position  du  méridien  DX  ; 
prenant  ensuite  LXi=fl=ff — *(ff  —  C')sîn*%[/,  on  aura  la  poâtion  de 
l'axe  AL;  enfin  si  l'on  fait  l'angle  DLP  ssIl  —  ûi,  puis  l'arc  LP  =  P,  on 
aura  le  lieu  cherché  du  rayon  AP. 

Supposons^  pour  plus  de  simplicité,  que  -soit  un  entier,  on  aura  •4/=^^.  - , 
«=—4= — i^^^j  ^= W'/ — X»,  e^i  supposant  W=  wTi  — 'î  ^•^ïîrè)  ' 

Connaissant  DL,  LP  et  l'angle  DLPkO — a»,  la  résolution  du  tiiangle  DLP 
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donnera  les  formules  suivantes  pour  déterminer  l'angle  BDP=:ar  et  la 
distance  DPssj*. 

Soity"=g^j=6ri  +  7.=;^-r;sin*%[/j;  si  l'on  néglige  les  quantités  de 

Tordre  6%  on  aura 

LDP=  ^  — n  — %[/— /cotPsin(n  +  4)> 
a:  =  W'H- sr  —  a  ~/cot  P  sin  (n  +  4) , 
jr=i  V    _/cos(n+4). 

On  voit  cpiej^  varie  depuis  P— y  jusqu'à  PH-/,  et  que  l'angle  BDP  ne 
croit  pas  tout-à-&it  proportionnellement  au  temps ,  puisqu'il  y  a  dans  son 
expression  une  équation  ou  inégalitéycot  P  sin  (O-f^^)?  ^^'^^  l'argument 
est  0  +  4*  Cette  équation  9  qui  ne  peut  monter  qu'à  la  petite  quantité 
y*cot  P,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  et  qui  d'ailleurs  ne  peut  que  varier 
très  peu  pendant  une  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation  diurne,  sera 
toujours  insensible  dans  le  mouvement  de  la  Terre. 

Troisième  cas  :  m  siu^y  -|- cos  2cl  cos'^ sss  i. 

357.  Ce  cas  où  Ton  a  sin'  a  = tang^^^^  revient  à  celui  de  l'art.  3a6,  Fîg-  «• 

et  n'exige  aucun  nouveau  développement.  En  effet,  la  figure  2  représentant 
l'état  des  choses  au  commencement  du  mouvement,  suppose  DLM=:ei, 
LD  =  7  ^  -—  >.  Prolongeons  l'arc  LD  à  la  distance  DL'  =  ^  —  DL,  et  soit 
DMV  zszafy  DM  =  7  ^—7'^  afin  que  les  quantités  a'  et  >' représentent, 
pour  l'aie  AM,  des  quantités  analogues  k  aèiy  pour  l'axe  AL.  Dans  le 
triangle  sphérique  DLM,  où  le  côté  LM  est  de  90%  on  aura 


donc 


cos*  a 


I        siik  >  un  y 

—  cosa'ss: — ^,  cosa  = ^: 

cosy'  cosy' 

a  V 8m*y                 •în*>  tang^y 

*  —  ,._>    >  =  : _._>,    ,_,«  =  T— -T— T— r-r- 


cos^y         I  — coi*^' coÉ*<i        taiig*y-|->tin*«       »+i' 


et  cos  ia' =  -— . —  ; 

C*  +  B*  —  a  A* 
substituant  la  valeur  m  =s  — ^_^       ,  il  viendra 

^^—       C>-A>      ? 

•  ^^  

c'ett  ce  que  devient  l'éqaation  cos  a«  =b  — "^_^   ■■  ,  lorsqu'on  échange 
T.  I.  Si 


4m  AFPUGATIQN  A  LA  BIÉCANIQUE, 

mire  eUm  let  le ttsw  B  et  A>  «fin  que  Taie  AlC  dësigoe^  dans  le  oat.pré* 
sent,  le  même  axe  qae  AL  dans  Part.  337. 

Recherche  de  taxe  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  m  chaque  instant. 

358.  Quoi(|ue  le  ii||QUve|nent  du  oorpi  soit  détermipë  par  Qf  qui  précède, 
d'une  manière  complète ,  cependant  coipme  les  troia  mouvemens  de  rota- 
tion, continus  ou  altemati&,  qiie  noiu  ayoq^  considères ,  peuvent^  pour 
chaque  instant,  se  réduire  k  un  seul  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
axe  YaiiaU^,  il  sera  utile  de  détennkier  la  positioii  de  cet  axe  et  la  vitesse 
Mgukire  à  l'instiint  donné, 
F>8-  7«  Supposons  qu'au  hoMd  du  temps  I  Taxe  de  rotation  venecmtre  la  spkère  au 
pekiti,  et  que  la  vitesse  angulaire  autpuv  de  cet axe,^ dans  le  sens  BG,  soiil  w. 
Wàêetks  Sangle  LDI  en  A,  et  la  distance  Dlsaf,  on  trouvera  comme  au 

de        ' 

2  =  —  H^sin  Asiny, 

ittf  ac|iA 

ai  ooii  ^ 

^=  YV  (cosf -^  sins  tangfl  cos  A  ). 

* 

S|)fa^|||i^p(  ces  yaleurs  dans  les  équjitions  différentielles  du  n*  338  ^  en  imra 
\^  équatîpps  SQ^vant^  pour  4éieripin^  |es  trpis  cjuantités  iv,  A,  r  j^  relative^ 
à'i'fif  ç  ijstantané  de  rotittion  : 

tans Aca  -■  y  ^  1  *  v         •  "• — z  » 


(casa*  — iii)cog*y  tangl 


fV=  i+{ )cos*>   • 


359.  Par  la  théorie  précédente  on  oonnah ,  pour  un  temps  donné ,  les 
quantités  â>  et  6  ;  on  connaîtra  donc ,  par  la  preniière  équiHjji  9  h  valeur 
*  de  A  ;  par  la  seconde,  celle  de  y ,  et  par  la  j^fo^vepie^  celle  de  la  vitesse  angu- 
laire tv.  Ainsi  l'axe  de  rotation  et  U)  yiteflpe  angidaire  sont  déterminés  à 
chaque  instant. 

La  troisième  équation  offre  pe  tb^rème  remarquable ,  que  la  vitesse  an- 
gulaire  est  toujours  réciproq^ement proportionnelle  au  cosinus  de  la  distance 
a{^  faxe  de  pçtaùon  à  4ft  dù^trice.U  s'ensuit  quq  ce  cosinus  n^qst  jamaisi 
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sëro,  et  qu'^ûnai  Tue  de  rotation  qui ,  au  commencement  dtt  mou^itminitg 
fait  un  angle  aigu  avec  la  directrice ,  fera  perp^tucUemeat  un  asgla  aigu  avec 
elle,  et  ne  s'en  écartera  plus  ou  moins  que  par  on  mouvement  de  nutation 
qu'il  est  fisicile  de  dëterminef * 

Cette  propriété 9  au  reste ,  confirme  ce  que  nous  avons  déjà  dit,  n"*  3i  i , 
sur  nnvariabilité  de  la  directrice,  quel  que  Mit  c^bn  des  trois  d^ieg  pmçit 
paux  dont  on  se  sert  pouç  déterminer  le  mouvement  du  corps. 

Nous  observerons ^nfin ipe les  valeueg ii^^yVyW  sont  indépendantes  de 
^ ,  et  peuvent  par  conséquent  se  déterminer  par  les  seules  fonctions  ellip- 
tiques  de  la  première  espèce. 

36o.  Si  du  poMit  I  ùu  mène  Pbm  |Q  perpundieulaire  au  iqéridien  mobile 
DX,  la  position  d«  peint  I  poi^M  être  déterminée  assez  simplement  par 
les  coordonnées  DQ  =  ^,  Q{=^;  or  on  a 

tangx=tan^y  cpsXySin^ssivi^sii^A^  ços^  =  — ^,  t9ng^=:sinxtafi|(A; 

ainsi  les  valeurs  de  jp  et  àejr  seront  données  immédiatement  pas  les  équa« 
tioM 

tang^cw/^tanel  fz^         (po»^-^y>)  co^y 

.         ^        jnns        8in(2«  +  a«) 
©•/  ^^  jinB     C08  (  air  +  3u)  —  m 

Comme  les  valeurs  de  û»  et  de  9  reviennent  toujours  les  mimes  après  deiq( 
nutations  de  l'axe  AL ,  il  s'ensuit  oue  d«ap  cet  intervalle  de  temp^^  le  point 
I ,  extrémité  de  l'axe  de  rotation ,  ^^crit ,  relativement  au  méridien  mol^e 
DL,  i^ne  ovale,  ou  en  généra)  juçe  courbe  raMrante,  et  revient  au  pçyHt 
d'où  il  est  parti.  Nous  examinerons  plus  particulièrement  ^%|i)irf  {dp  /çp^f 
ovale  dans  les  différons  cas  géiéraux  qi9  ont  été  traités  jusqu^içi. 

36i.  Lorsque  le  mouvement  de  l'axe  AL  est  tel  que  les  valeurs  de  6  soat 
alternativement  positives  çt  négatives,  la  inflation  de  jppt  a;(e  Vét^dant  de- 
puis ô  =  f  jusqu'à  fl  =  —  C,  alors  pn  voif  par  l'équation  t^ng  x  =/tangflj 
où /est  un  coefficient  constant ,  que  la  valeur  de  x  sera  aussi  alternative- 
ment positive  et  négative  ;  de  sorte  que  leç  lin^ites  de  x  seront  +  ^  et— «'. 
Dans  le  même  cm\  on  ^erra  que  les  limites  de  jr  sont  +  b'  et  —  A'  ;  d'où 
il  suit  que  !|e  point  I,  considéré  relativement  au  méridien  mobile  DL,  dé- 
crira ime  espèce  d'eUipse  dont  D  est  le  centre ^  et  qui  aura  deux  diamètres, 
l'un  2^ y  diqgé  ^qivant  le  méridien,  l'aijitre  2b\  perpen^îcuh^ire  au  mé- 
ridien. 

36a.  Çonsfd^ponsj  p^  exemple,  Iç  PI^omT .^^  4^^  ^^  V^  P^uy.9it 

5i.» 
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avmr  Uea  lorsque  AL  est  Taxe  moyen;  alors  on  a  (art.  Siq)  a  ss  o  |  ycs€j 

sia*fe  = sin*  C,  ce  qui  donne 

^_^         (t  —  m)cot^C (A— B)  oos^g 

^— »-.TO— (i  — m)  oo«»ff        A+C— (A  — B)  oos^C* 

Soit  tf '  la  valenr  de  x  qui  répond  à  fl  =  C ,  on  aura 

-,        r-.        i»  (A— B)  sinC  oosC 

iaDga'=/tan6g  =  ^  +  C-  (A-B)  co.'^ 

Soit  b'  la  valeur  dejr  qui  répond  à  G  =  o ,  on  aura 

^  008  a^  — m     .      tang/»  tang/»^       ' 

donc  ; — ^  =  - — s—  ;  or  on  a  u  ^  ^  ;  donc  af  <  b\ 
tanga  tang/*'  r-  ^      7  ^ 

Fi^  S.  Dans  ce  premier  cas^  l'axe  de  rotation  AI,  considéré  toujours  par  rap- 
port au  méridien  DL,  comme  si  celui-ci  était  fixe,  décrit,  dans  le  sens  I*  V 
ouBC,  un  quart  de  son  orbite,  pendant  le  temps  r  d'une  demi*oscillatioD , 
ou  pendant  que  l'axe  AL  passe  de  L*  à  L'  ou  B.  Il  continue  son  mouve- 
ment dans  le  même  sens  pendant  les  trois  demi-oscillations  suivantes  ;  de 
sorte  qu'après  le  temps  ^r ,  qui  est  celui  de  deux  oscillations  ou  de  deux 
nutations ,  l'axe  a  parcouru  son  orbite  entière,  et  se  retrouve  au  point  I* , 
d'où  il  était  parti. 

Pendant  ce  mouvement ,  la  vitesse  angulaire ,  qui  est  toujours  comme 

,  ne  varie  qu'entre  les  limites  W  et 77-;  la  première  a  lieu  aux  points 

du  méridien  P,  P  ;  la  seconde  aux  points  I* ,  P,  qui  en  sont  les  plus  éloi- 
gnés; d'ailleurs  puisqu'on  a  a'  <C  ^S  on  voit  que  la  vitesse  hors  du  méri- 
dien est  toujours  plus  grande  que  la  vitesse  dans  le  méridien. 

365.  Dans  le  second  cas  du  mouvement  de  l'axe  moyen  (art.  333)^  on  a 
a  =  90* ,  y:=z€  j  sin*  /jl  ^         -^  sin*  C,  ce  qui  donne 

r^        ù      r  (C— A)  cos»C 

Unga:=/tangG,  /=  - a+B+(C- A)cos>C> 

BÏnx         siaau»      _^^        sin  «     C*  —  B*.    Ung  ft  BÎn^ 

^^%I        ^^  •  m+coB%m  —  ~  imê  *  C*  —  A»  '  i  — c?* sin»^* 

Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  on  suppose  C^  A  ^  B;  ainsi/" est 
négative,  et  par  conséquent  la  première  valeur  de  x,  lorsque  /  =  o ,  est 
aussi  négative  :  faisant  alors  x  =  —  a' ,  on  a  taug  a'  =  **"/^tang  €  s 


•  •  ■ 
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.  \^Q  ,  A^  , . — ^.  En  effet,  nous  savions  dcjà,  par  l'état  initial  du  mou- 
vement, que  le  point  D  doit  se  trouver  entre  P  et  L"".  Ayant  &it  d'ailleurs  Fîg*  9< 
jo  lo-—^^  DL*  =  |^7r  —  €j  et  ayant  trouvé  col ff  =  g-^J^tang 6,  ona  DP 

ou  a'  =  €  —  (-j  sr  —  ff  )  ,  et  par  conséquent  tang  a'  =="34j-~— t??  ce  qui, 

en  substituant  la  valeur  de  tang  ê  en  cot  £,  revient  à  la  valeur  précédente. 
Les  valeurs  a:=—  a',  /  =  o  répondent  à  /  =  o  ou  4/  =  o.  Soit  main- 
tenant /  =  r  ou  4  =  90*  ,  on  aura  d  =  o  et  j?  =  o  ;  ensuite  si  l'on  fait 
j^  =  y  ,  on  aura 

tonuA'—       /-C*— B*     timgiu_        ^  C  — B'     tangA>  cos» a> _       /tapg'C 
langc?—— /.^ï— — .  ^_--^__y._--^.  .       ^^^_____^^ 

ce  qui  donne  encore  ; — ^-7  =  : — ~  ;  et  comme  on  a  ff  >  u ,  il  s'ensuit  A'  >  a': 

^  tanga         tang^'  .       ^  r  7  *— 

de  sorte  que  l'ovale  décrite  par  le  point  I  autour  du  centre  D,  a,  comme 
dans  le  premier  cas ,  son  grand  diamètre  perpendiculaire  au  méridien. 

Il  résulte  de  ces  formules ,  que  l'axe  de  rotation  passe  de  P  en  P ,  c'est-à- 
dire  décrit  le  quart  de  son  orbite  dans  le  temps  r  d'une  demi-oscillation  : 
il  continue  ainsi  dans  les  trois  demi-oscillations  suivantes,  et  son  orbite  en- 
tière est  parcourue  dans  le  temps  4^ ,  qui  est  celui  de  deux  oscillations  ou 
de  deux  nutations.  Ce  mouvement  qui  a  toujours  lieu  dans  ]e  même  sens , 
c'est-â-dire  dans  le  sens  CB,  se  renouvelle  de  là  même  manière  dans  les 
périodes  suivantes ,  et  ainsi  à  l'infini. 

On  fera  d'ailleurs  la  même  remarque  que  dans  l'article  précédent ,  «iir  la 
variation  de  la  vitesse  angulaire.  Elle  est  la  plus  petite  =  W  sur  le  méri- 
dien en  I"*  et  P ,  et  la  plus  grande  en  P  et  P ,  lorsque  le  point  1  est  le  plus 

éloigné  du  méridien,  où  ss^  valeur  est  W  — r?» 

Tels  sont  les  mouvemens  que  Taxe  de  rotation  Al  exécute  par  rapport  au 
méridieti  où  se  trouve  l'axe  moyen  AL,  dans  les  deux  caa  qui  peuventavoifr 
lieu ,  selon  que  l'axe  AM  ou  l'axe  A!H  est  au  commencement  du  mou- 
vement dans  le  même  méridien  que  Faxe  AL  avec  l'axe  de  rotation  pri^  *     < 
roitif  AP.         '  .( 

364*  Si  m  est  positif  et  plus  grand  que  l'unité,  ce  qm  a  lieu,'  comme 
nous  l'avons  vu ,  dans  l'hypotlièse  C  ^  B  ^  A  ,  où  AL  est  l'axe^  du  plus 
grand  moment ,  et  AM  l'axe  moyen ,  il  faut  dislinguer  y  comme  ci-dessus, 
deux  cas  qui  donnent  lieu  a  des  mouvemras  très  diHërens.  .  •    i 

Premier  cas.  Si  la  position  initiale  de  l'axe  de  rotation  est  telle  que  le 


4»  j^PPLSCXïVm  A  IX  MÊCAmqSJt, 


Yera  dies  resultoto  analogues  aux  préoédexis^  mm  m€i^  4m  SêShmce^  qai 
mêlent  d'être  remarquéee. 

ÏI  fiiadra,  da«s  ce  cas,  feire  m  srz^w^y  s=s  t ,  -sia* /t»:  23^sia*'ff,  oe 

gui  domiera 

jr^       ù      r  (C— A)  ooÉ'C 

ains         tin  a«  ^«.conr        KB^ajr 


Mais  par  les  formules  du  n"*  345  ,  on  a 

donc 

^  Au  commencement  du  mouvement  oà  ^:s:  o  et'^zssoy  on  aura  ^  ac  o  ;  et 
vi  'FoQ  feît  X  =3  — »it' ,  on  aura 

/  r  M.        fi  (vC— A)«B:Coo«C 

taoga  =-/taDgg  =  ^^3^^p_^^^.g, 

M  ^pii  ^'oocorde  avec  la  vëleur  donnée  immédiatement  par  l'état  ioîtîal  du 

mouvement  ci  =r <—  (i^r-— ^J ,.où  l'on  a  cot^s  ^  T;^  tang  «. 

Pour  avoir  la  position  de  l'axe  de  rotation ai^  bout  du  temps  r,  qui  est  ce- 
lai .d'une  demi- oscillation,  *oa  fera  tI^s^:;  ^,  .6  =:  9,,  qe  qvû  dpun^ra  ^  =  o; 
^^jLiJL'oP'&it^/s:^' ,  (<m  aui» 

d'o^i  résulte  encore  ^  ^">  =  r^'    :  mab. comme  dans  ce  cas  C  <C  At«  il  s'cn- 

vtangtf       Jtog#i'  . 

aoit  qu'on  a,,6'  <  ^. 

On  voit  par  là  que  pendant  le  it^mps  r  .d'we  4emiTQScillatio|i ,  l'axe, de 
Eig.  ffo.  HQ9t|ition  décrit  un  quart  de  ;5on  orbite  w  «passant  de  I*  f^n  J'  ;  il  conlinve 
ce  mouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trms  autres  demi-osc^tiotts  j 
de  sorte  que  dans  le  temps  é^r ,  qui  est  celui  de  deuj^  oscill^jy^ons  o^  de 
40UX  Autations,  l'ajie.de  rotation  parcjo^irt  son  orjbite  entière ,  ejt  Içs  eljioçes 
pmX  fétabliiss  dans  ^  '9>ilme  état  ^qu'au  x^^xfiffu^xkp^v^^  d|i  oiQ^ve^nt. 

L'ovale  décrite  ^par  ilaxe  «de  rotaUçp  ^  pQ^r  qç^tre  Je  4)pint  P ,  fiOfnpM^ 
diek.#JkiudAlilJ»JB^  iRHpUyj^K^to 
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dl^&encs  Aafs  le e«9  iFfwrat ,  que  r<»Tale  est  alongée  ààns  le  «ens^cki  Bié^ 
mUern ,  pnisififoB:  n  troiiivv^'^  <^'r  t^n<lî^  <pfi  4^"^9  bs  deos  ew  qm  sont^ 
rdatî6  »  Famé  moye»,  OB'  a  &^  >^âf^. 

.  D«B»  ce^  eai^  donc  hi^  phis^  grande  vitesse  W  auv^  tteu-  dans  Ife  Biendien*, 
leraque  Faxft  db  lelalioiB  répondra  aux  pointe  P  eb  y^  et  lin  phi^  petite 

— ^^^  aurar  Iren  anr  pomts  I'  et  P^  ïes  plus  éloignés  dtj  méridiçaî. 

369^.  S^qnd.ca^  $i  r^lUCiVPitÎAJIl  di^  «K^cps  ^t  t^b  qufiL  doiye  tour^u^^çns 
^esife^  autour  d,^  IW  Al^^  cç^  ipLi^njetpei4.pliW.s'é]o)^eF  de  9^*  dkil^  ^în»r 
tmç  AU,i  ^  Mv  m^ation  «t  ^wt^  depw*  6=^  F^v'^i  95=?  Ç',  ^mJ^uia 

entre  lesquelles  on  a  cette  relation  : 

eos*ff'=--2-- cos*C=Hr T^cos^G: 

w»— 1  B*  — A'  ' 

de  sorte  que,  pour  que  ce  second  cas  ait  lieu,  il  faut  qu'on  ait 

'**^<  v/(?^)'  °"  '^°^^  v/iSSK)/  Soit  alor»,c»  =  j^,9o|,*C 

eu  ^  =  I :-ï7'i  ï^.  équations  qui  sentent  à  déterminer  ai  et  6  par  le. 

moyen  de  la  variable  '\ ,  sont 

sin  Gsssinf  ^(l-— o^«in'4)' 

^Qxm  ày9Îr  maîntenaiil^  le»  co^dow^éefr  x  eijf  cpii  déterminait  la  posi^utt 
dt l'axe  de  rotation  à  uninstentcquelipODqne,  on  fem,  comme  di^n§ ^rt  d^g^/ 
«sB'^Tr,  >=€,  et  les  formules  du  n*  3^0 ,.  combinées  ai^ec  les  précédentes, 
do«u»eront  - 

tang  a:  =  /  tang ô,  fz=s^      ,  iC-A)cof^C 

Comme  6  est  toujours  positive^  09  vc^t  que  jc  est  toujours  négative,  et 
qu'ainsi  l'ovale  décrite  par  Faxed^  ^p]|{|Btion  est  tout  entière  d'un  même 
côté  dà  p^le  D,}  en  quqi  ce  cas  difl^ife  dp,  tojis  ^es  pré^dççg^  SlikKESiPi 
P  ^ïait  Icj  çentçe  dg  l'o^^^  d^cijite  çftr  ^ne  dç  rofa^f^. 

Les  limites  de  0,  savoir,  6s=^  et  6s=é^,  ont  lieu^  |^  PP^FS^^f.  Inrflfmg 
tso  et  %[/  =  o^  la  seconde  lorsque.  (jP=:t  et  «Xs^^.  Soient  dans* ces 
deux  mêmes  points,  x=:  —  dr  ef  av;=&— tf ',  les  limites  de  «;  on  aura 

tang  a' ss -f-/.lang  6    et .  teBgfl^^sâ-r/lengtf^;  ' 
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on  a  C>C\  on  aura  donc  aussi  a'  ^  a".  Dans  ces  deux  poiuts,  j^=o;  d'ail- 
leurs en  fiiisant  '^^  ^j'f,  on  voit  que  tang  j  est  positive.  Donc,  pendant 
le  temps  r  que  l'axe  AL  emploie  à  parcourir  son  arc  de  nutation  de  L^ 
Fîg.  1 1.  en  L',  l'axe  de  rotation  parcourt  la  moitié  de  son  ovale  VuV  dans  le  sens  CB» 

Lorsque  l'axe  AL  reviendra  de  L*  à  L"*,  l'axe  de  rotation  parcourra  l'autre 
moitié  de  son  ovale ,  et  reviendra  au  point  P  en  même  temps  que  l'axe  AL 
au  point  L*,  et  ainsi  à  l'infini. 

Ainsi,  pendant  que  l'axe  de  rotation  fait  une  révolution  entière  dans  son 
orbite,  l'axe  du  plus  grand  moment  AL  parcourt  deux  arcs  de  nutation  qui 
le  ramènent  au  point  d'où  il  était  parti ,  et  le  corps  fait  une  demi-révolu- 
tion autour  de  l'axe  AL. 

La  vitesse  angulaire  la  plus  grande  sera  W  au  point  P ,  et  la  plus  petite 

Woosa'  •    -.  Il 

sera s-  au  pouit  1'. 

366.  Si  l'on  suppose  i  infiniment  petit,  comme  dans  l'art.  353,  les  points 
P  et  l' j  qui  sont  les  extrémités  du  diamètre  de  l'ovale  dans  le  sens  du  mépr 
dien,  seront  déterminés  par  les  valeurs 

a  s=  — ^^-.  i. 
B  +  C   ' 


''=«'v/(?^0- 


Si  Ton  suppose  C— -B  beaucoup  plus  petit  que  C*-A,  en  sorte  qu'on  ait 
C*— rB*s=sJ^(C*-— A*),  J^  étant  très  petit,  on  aura 

e t'  —  i-t.  ^~^ 

et      «'-^  =  ^.ij^.  =  i«.§^; 

donc  al^^tt  est  encore  beaucoup  plus  petit  que  l'arc  de  nutation  (  — £% 
puisqu'on  a 

dT— -a''  est  l'axe  de  l'ovale  dirigée  dans  le  sens  du  méridien.  Pour  avoir 

l'autre  axe  perpendiculaire  au  méridien ,  il  faut  chercher  la  valeur  de  /* 

lorsque  ^  =b  45^>  et  on  aura 

• C— B    j 

Cette  valeur  49 j^  est  (égale  à  <i  -^d'.  Oooc,  dans  l'ovale  décrite  par  l'axe 
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àe  rotation,  Taxe  perpendiculaire  au  méridien  est  double  de  Taxe  dinj^é 
dans  le  sens  du  méridien. 

La  vitesse  angulaire  est  la  plus  grande  au  point  1*,  où  elle  est  égale  à  la 

Vitesse  initiale  Wj  elle  est  la  plus  petite  au  point  P,  où  elle  est  W i 

=:W[i—K^"  — «'")],  c'est-à^ire  "^"^ 


fifais  la  différence  de  ces  deux  vitesses  est  un  infiniment  petit  qu'on  peut 
regarder  comme  fiort  au-dessous  du  second  ordre. 

Remarque  sur  le  mouvement  de  Paxe  de  la  Terre. 

367.  Gomme  il  est  infiniment  probable  que  l'axe  de  rotation  primitif  de 
la  Terre  n'a  pas  coïncidé  exactement  avec  un  axe  principal,  ou  du  mmns 
que  ces  deux  axes  se  sont  séparés  par  quelque  variation  arrivée  à  la  sur-^ 
face  ou  dans  l'intérieur  du  globe ,  il  est  à  présumer  que  les  inégalités  qu'on 
vient  de  calculer  ont  lieu  effectivement  dans  le  mouvement  de  rotation  de 
la  Terre.  Mais  comme  elles  sont  extrêmement  peu  sensibles,  et  que  la  quan- 
tité c,  beaucoup  plus  grande  que  o'^  ne  peut  monter  tout  au  plus  qu'à 
quelques  secondes,  ce  n'est  que  par  une  longue  suite  d'observations  tràs 
délicates  qu'on  pourra  s'assurer  de  leur  existence. 

Soit  D  le  point  fixé  du  ciel,  très  voisin  du  pôle  mobile  autour  duquel  Fig.  i%4 
la  Terre  pariait  tourner  à  peu  près  dans  un  jour ,  la  distance  de  ces  deux 
points  étant  tellement  petite  qu'elle  ne  pourra  jamais  devenir  sensible  par 
l'observation.  Soit  L  l'extrémité  de  l'axe  principal  de  la  Terre,  voisin  do 

pôle,  de  manière  que  la  distance  DL,  ou  g-^^^  €  n'est  peut-être  pas  insen- 
sible; on  peut  au  moins  la  regarder  comme  constante,  et  négliger  la  nuta- 
tion  C— -C.  Soit  P  le  zénith  d'un  lieu  de  la  Terre  qui  ne  soit  pas  fort 
près  de  L;  soit  ia^  constante  LP  =  /?,  et  l'angle  variable  DLP  =  X1— «», 

A  +  C 
on  aura  DPc=/7— «ir^jr^fi  cos(A^— 'â»).  D'où  il  suit  que  la  distance  du 

A  -4-C 
Eénith  au  p61e  variera  pour  un  lieu  quelconque,  depuis  A'*"*  0*370  ^  jusqu'à 

A4-C 
p  +  ^  ~P  €.  Donc  si,  par  des  observations  exactes  de  la  hauteur  du  pôle, 

dégagées  de  la  réfraction ,  de  l'aberration  et  des  nutations  dues  aux  causes 
*  externes,  on  trouve  que  cette  hauteur  n'est  pas  constante,  ce  sera  une  preuve 
T.  1.  5a 
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^'dy  a  un  mouvanent  oaturel  dans  l'ax^  terrestre;  monTêment  dont  la 
cause  est  dans  la  Terre  même ,  et  qui  doit  être  distinguée  de  la  natatîoii 
causée  par  l'action  de  la  Lune  et  des  planètes.  C'est  peut-être  par  ce  inoa? e- 
laent  qu^on  pourrait  expliquer  la  petite  différence  que  des  observateurs 
exacts  ont  trouvée  entre  l'obliquité  de  Pécliptique^  déduite  des  solstices 
d'hiver,  et  l'obliquité  déduite  des  solstices  d'été. 

On  peut  remarquer  que  depuis  la  plus  grande  jusqu'à  la  plus  petite  hau- 
teur du  pôle  pour  un  lieu  quelconque,  la  Terre  fait  une  demi-révolution 
autour  de  son  axe  principal.  Le  nombre  de  jours  écoulés  dans  cet  intervalle 

est  donc,  d'après  nos  formules,  7  a/(  5— r  •  p~ry  >  ^^  \  •  r a  >  ^  ^^^ 

admet,  ce  qui  est  £art  vraisemblable ^  que  C  diffère  beaucoup  moins  de  B  que 
de  A.  D'un  autre  côté,  il  paraît,  par  le  phénomène  de  la  précession  des 

équÎDdtaes,  que  la  valeur  de  ^  est  comprise  entre  ^  et  ^  ;  donc  lé  temps 

dont  il  s'agit  est  d'environ  i5o  ou  160  jours.  Ces  résultats  auraient  encore 
lieu,  quand  même  on  aurait  exactement  B=C,  ce  qui  est  le  cas  de  Part.  3i3. 

Remarque  générale, 

• 
363.  Qudles  i{ue  soient  la  figure  et  la  constitution  intérienre  d'où  001^ 

aoKde  cpû  peut  librement  tourner  dans  tous  les  sens  autour  d'un  peut  fiae^ 
et  qui  n'est  soumis  à  l'actbn  d'aucune  force  accélératrice,  le  movreDient  dk 
ce  corps  peut  toujours  être  assimilé  à  celui  d'un  ellipsdkle  hotnogètte  de 
même  masae,  dont  les  demi-axes  principaux  dj  b\  o\  dirigés  dans  le  mfme 
sens  que  les  axes  principaux  du  corps  proposé ,  ont  les  ommes  noamns  d'iner- 
tie, et  qui  aurait  reçu  la  même  vitesse  isntiale,  dans  le  même  sens  etauUmv 
du  même  axe  de  rotation. 

En  effet,  les  seuls  élémens  qui,  dans  la  théorie  précédente,  dépendent 
de  la  figure  du  corps  et  de  la  loi  que  suit  la  densité  de  ses  différentes  molé- 
cttles,  sont  les  quantités  A,  B,  C,  par  lesquelles  se  forment  les  m(miens 
d^nerlie  du  corps  relativement  aux  trois  axes  principaux.  Donc  si  ces  quan-* 
tités  sont  égales  dans  deux  corps,  et  si  l^mpulsion  primitive  est  la  même, 
ces  deux  corps  auront  nécessairement  la  même  position  et  les  mêmes  vi- 
tesses an  bout  d*un  temps  quelconque. 
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Du  moui^ement  itun  cmp$  attiré  vers  deux^  centres  fixes. 

369.  J^ous  supposerons  d'abord  que  la  vitesse  initiale  du  corps  est  dtf^gé^ 
toute  entière  dans  un  plan  qui  passe  par  les  deux  centres  fixes,  et  qu'ainsi 
le  corps  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  ce  plan.  Gelât  pose,  nous  suivrons 
l'analyse  qu'Euler  a  donnée  le  premier  de  ce  problème,  dans  les  Mémoiras 
de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1760.  Nous  donnerons  ensuite  les  dévelop- 
pemens  que  fournit  la  tbéorie  des  fonctions  elliptiques  pour  en  compléter 
la  solution. 

Anafysé  du  prhBlème. 

370.  Soient  F  et  G  lea.ctntres  ver»  lesquels  sout  dirigées  les  deux  forces  Fîg.  is. 
attractives;  soient  A  et  B  les  intensités  de  ce»  forces,  mesurées  à  l'ii- 
nité  de  distance;  M  le  lieu  du  corps  au  bput  du  temps  t.  Ayant  abaissé  îtO^ 
perpendiculaire  sur  l'axe  EEG ,  noua  ferons 

l'angle  £FM  =  (p,     l'angle  EGM  s  (V , 

ce  qui  donnera 

'■\ 
jfmmmàzsiWCMpy  jrsssràn^ssssinœy   3^=sscm€û.  '-^ 

Au  point  M  le  corps  est  sollicité  par  la  forcé—  dirigée  suivant  MF,  et 

par  la  force  -7  dirigée  suivant  MG;  'dbllc',  en  supposant  étt  constant,  Ké^ 
équations  différentielles  du  mouvement  seroaL 

'  dds _^       A(jf.— g)        B*. 
1? p  7» 

ddy Ky Çy 

Multipliant  la  première  par  dx^  la  aecoode  par  i|^)  tjootâni  les  prodaits^ 

Sa.,  •• 


4ia  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

■ 

et  intégrant,  on  aura 

équation  qui,  après  avoir  déterminé  la  constante  G,  donnera  la  vitesse  du 
corps  en  chaque  point  de  son  orbite.  Il  en  résulte  que  si  le  corps  passe  deux 
fois  par  le  même  point,  il  aura  la  même  vitesse  en  ce  point,  mais  avec 
une  direction  qui  pourra  être  différente  ou  même  opposée.  On  voit  aussi 
que  la  vitesse  sera  la  même  dans  deux  points  de  l'orbite  qni  seraient  saoï- 
blablement  situés  au-dessus  et  au-dessous  de  Taxe  FG* 

371.  Pour  obtenir  une  seconde  int^rale,  considérons  les  aires  élémen- 
taires 

dAsss(x-^a)djr — jrdx:=zt^dp^ 

d&=ixdx — jrdx  ^=z  s^dcè  y 
4fmi  les  diflSsrentieUes  sont 

ddet  ==  (x  —  II)  ddjr  ^—yddxy 
ddC  =  xddjr  ^^jrddx. 

Si  dans  ces  expressions  on  met  pour  ddx  et  ddjr  leurs  valeurs  données  par 
les  équations  du  mouvement,  on  aura 

donc 

diiçUC  +  dCddm        àBydC       akydm 
d^  r»  r*    ' 

Mais  oa  a  jTiK  z=s  s*dû^  sin  dâ  etjrdoLssr^dpsm^'^  donc 

Cette  équation  est  intégrable  immédiatemait,  et  son  kit^rale  est 

-^  =  Acos^ — Bcosû^H-CT, 
ou ,  en  substituant  les  valeurs  de  da  et  dS^ 

(a)  ^î^^  =  Acosç  — Bcos^H-C 

Au  moyen  de  ces  deux  intégrales,  le  problème  peut  être  réduit  aux  qua* 
dratures. 

372.  En  effet,  soient  p  et  ç  deux  nouvelles  variables,  telles  qu'on  ait 
tang  7  û»  s=s /;^ ,  tang  ;  ^  s=  2 ,  ce  qui  donnera 
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/^  +  S^  P  +î 

dans  le  triangle  FMG  on  aura 

''  — 5in(^-*)  "•(!—/>•)  (i+^*)"~  1-/1^        i+î*^ 
,         asîn^      '  a(i  +pV) «__  «y* 

Par  ces  valeurs  on  trouve 

mais  par  les  équations  (i)  et  (a)  on  a 

T*^d^du ^g(Aco»»  —  Bcoso+C) 

r        «a 

Donc  si  l'on  exprime  toutes  ces  quantités  en  fonctions  àe  p  et  qy  on  aura, 
entre  ces  deux  dernières  variables  y  l'équation 


••>#.• 


qui  se  réduit  a 

rf;»»[(iA-iB)(i-y«)-t-Cy4-iC'(i4-y*)'3 

= '^' C(iA+iB)  (i-;i«)  H- C>«-iC'(i -;>•)']. 
Soit  donc 

Q=aA  — iB)(f  — ^)-HCV*  +  iC(iH-y'>*, 
et  on  aura  l'équation  différentielle  séparée 
(3)  ^     .   A       A 


y/Y       l/Q' 

laquelle  suffît  pour  déterminer  la  courbe  décrite.  Quant  au  signe  ambigu  do 
premier  membre ,  on  verra  bientôt  comment  il  se  détermine  d'après  l'état 
initial  du  mouvement* 

SnS.  U  reste  à  trouver  la  valeur  de  dl.  Pour  cela  soit  M  s=  — +  — «HC 

et  Nss^Acos^— "^Bcosâi+^Cy  afin  qu'on  ait,  comme  dans  l'article 
précédent. 
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Cette  équation ,  d'où  Pon  a  déduit  Q^/?*  =  P^%  donne 

P  =  M;»»  —  ]N  (  I  —  ;>•)•, 

Soit  û5p'  =  PrfR%  on  aura  J.;»Œ=rQrfR%  et  par  conséqneat 

^•dy.  _  y»iy»«  =x  (;>*Q  —  ^«P)  </R»  =  NrfR»  (p«  ^  y»)  (i  H-;;Y). 
Or  oa  a  par  réqnation  (2), 

donc 

et  par  conséquent, 

Mais  <2R  =:  ^  -^î^T/r:;  donc  on  a  enfin 

W  •    a»/(2a)  (1 -/>•)*•  V^P^Cl +?*)••  Ï/Q* 

Cette  formulé,  «6nsi  qi)e-la  ^onaKile  (3)-,  est  écrite  dans  lia  supposition  que 

^  est  positif,  au  inoîns  dans  les  pretniers  înstans  du  ntouvement;  car  il 

faut  que  seS  dewfr  tériueà  soi^nL  t^us  4ewi  posit^»-,  puisqu'ils  résultent  du 
produit  de  «(ft,>  qto'ou  dcdb  i^eg^rd*  cofiMae  poiitSf-par  la  somme  des  deux 

quarrcsp^^+^-^-qp^^.. 

On  voit  par  ce  résultat  que  la  voleiiE  de  t,  qui  correspond  à  des  valeuri 
données  de  /?  et  9 ,  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troi:- 
siéme  espèce,  lesquelles  peuvent,  dans  beaucoup  de  cas,  être  réduites  aux 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce.  D'ailleurs  Féquation  (3}^ 
qui  pq  dépend  que  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce ,  donne 
la" relation , entre  p  tt  q^  nécessaire ]pour  déterminer  Ta  courbe  décrite. 
Fif.  i3.  *y-  ^7^'  1^  fout.  uMÂntenstnt  déterminet  l^s^  «oattaoleè  ^  eb  C\  Pour  iDek 
nous  supposerons  que  le  mouvement  commence  en  un  point  A  àm  l'afStf> 
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FA  ■  ' 

sîtué  «ur  le  prolongemeol  de  FG  du  4:ôté  de  F^  et  fanant  ^^^  ^>  on  vcatk 

FA  «= s*  GA  = s-  Cela  posé,  soit  Y  la  vitesse  initiale  itiivant  h 

tangente  AH,  et  soit  l'angle  £AH  =3/x;  il  faudra  qu'on  ait  à  la  foi$  <  sss  Oj^ 

de  plus,  en  vertu  des  valeurs  de  /*et  de  ^,  on  aura  en  même  temps  ^^=m^ 
et  9  =  0.  Substituant  donc  toutes  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  et  (3}^ 
on  en  déduira 

C  =  iaV-(A  +  B)(.i-ino), 

et  on  wmarqaera  que  la  supposition  faite  sur  la  situation  du  premier  point  A 
satisfmt  à  la  condition  que  ^  soit  positif. 

SjS.  Pour  détcrraîncr  le  signe  ambigu  des  équations  (3)  et  (4)  1  j'oBserv^ 
qu'on  a  en  général  (art,  872}  r,+  s  =  —  ÎZ  %  9  ^'^^  ^^  suit  qmc  l'équfttîott. 

p^  =  m^  appartient  à  l'ellipse  dont  A  est  le  sommet^  F  et  O  lés  àatX'&j^rÈl, 
Or,  dans  le  temps  dt^  le  corps  décrit,  suivant  la  tangéïite  AH,  l'espacé 
AxtssYili^  iaisant  avec  l'axe  un  angle  EAHsaj»,  et  oit  voit  qke^  foîïA 
X  sera  situé  dans  l'ellipse  ou  hors  de  l'ellipse,  selon  ^ue  pû»ft  sera  négatif 

ou  positif;  donc  en  général  ^  aura  le  même  signe  que  cosjtt ^  c'est-à-dire 

que  dans  les  équations  (3)  et  (4)  on  devra  prendre  r^avtBclefiîf^^^sicoifi 

est  positif,  et  avec  le  sîgoe^—  si  co^}a  est  négatif. 

Pour  savoir  quel  est  le  signe  qu^  doit  avoir  lieu,  lorsqu'on  a  cois/ts=sa 
ou  fc=^^,  il  faut  observer  qu'alors  P  aura  pour  fadtenr  j^ — JuV^e  ^rtb 

qa'tn  faisant,  potir  abréger,  Dss: ~^^^   ^'  ,  tfd  tittwi 


Smc,  dans  un  tempi  très  <^«ti«  ô,  p^t±sm*(i  •f'-Ç),  C  «Hiant ' ttïie  4}ti«llété 
tiiès  {Mtite  de  fopdred,  on  «ur«  Ps»^[D(i  -«-IM^  ^Mi  A  ^  BkkT*}:  AiBM/«« 

général','  X  sera  du  même  signe  que  D  (  1  —  /n"*)  —  A  —  Bm**;  cÀ-,  ?  est 

aussi  da  même  aigpié  qtia;^<-rM^.aim!^Çj  doni)  iorsqu'ati  a  /w>aB:firy  cm 
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devra^  dans  les  équations  (3)  et  (4))  prendre  -j^  avec  le  signe  +,  si 
D>     •     ,.  ousiV'>       ora—y  et  avec  le  signe—,  si  V <    ^^^     :  on 


suppose  ici  y^ss^a .— j~  =  AC,  C  étant  le  milieu  de  FG. 

Si  l'on  a  exactement  V'= îts— >  o^  ''^oît  que  la  quantité  p^^^nf 

devra  être  zéro,  au  moins  pendant  quelques  instans;  mais  il  est  facile  de 
s'assurer  qu'eUe  sera  toujours  zéro ,  et  qu'ainsi  la  courbe  décrite  par  le  corps 
sera  l'ellipse  p*  =  m^  :  c'est  un  cas  que  nous  examinerons  ci-après  avec  le 
détail  nécessaire. 

376.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  sera  bon  de. faire  voir  quelles  sont  les 
limites  de  la  vitesse  initiale ,  pour  que  l'orbite  s'étende  ou  ne  s'étende  pas 

à  l'infini.  Lorsque  r,  et  s  sont  infinis,  le  second  membre  de  l'équation  (i) 

C      •     . 
se  réduit  à  -;  ainsi  pour  que  ce  cas  ait  lieu,  il  &ut  que  G  soit  positif.  Or, 

quel  quesoit  le  point  A  011  commence  le  mouvement,  soit  qu'on  le  prenne  sur 
Taxe  EFG  ou  hors  de  cet  axe,  si  l'on  appelle  Y  la  vitesse  initiale,  h  et  hl  les 
distances  AF^  AG  du  point  A  aux  deux  centres  F  et  G,  on  aura. .  • 

£\  A       B 

-ss^y*  — -T*-— T?;  donc  en  général  le  corps  s'éloignera  à  l'infini  si  l'on  a 


y^^*T--f-Tr;  au  contraire,  l'orbite  sera  renfermée  dans  un  espace  fini, 

si  l'on  *  V*  <  -r-  +  ^  :  en  cas  d'^alité ,  le  corps  s'éloignera  à  l'infini. 

Si  l'on  fait  6=  o,  on  aura  les  conditions  connues  pour  qu'un  corps  sou- 
ttis  i  Pkttraction  de  la  force  A  décrive  telle  ou  teUe  section  conique.  En 

aA 
elTet,  on  sait  que  l'orbite  sera  une  ellipse  si  V'  <  -^,  une  parabole  si 

Y»  =:  ^ ,  et  une  hyperbole  si  Y'  >  -^. 

377.  Nous  allons  maintenant  procéder  au  développement  et  à  l'intégra-- 
tion  des  formules  générales  du  problème;  mais  pour  ne  pas  donner  trop 
d'étendue  à  nos,  recherches,  nous  nous  bornerons  à  considérer  les  cas  ou 
l'orbite  est  renfermée  dans  un  espace  fini.  Ces  cas,  dont  le  symptôme  vient 
d'être  déterminé  par  la  limite  de  la  vitesse  initiale,  sont  les  seuls  qui  aient 
quelque  rapport  au  mouvement  des  planètes  et  auti^  astres  qui  ont  des 
l^tours  périodiques. .  Nous  supposerons  donc  en  général  que  la  valeur  de/?' 
né  surpasse  pas  une  certaine  limite  m  plus  petite  que  l'unité;  car  dès  qu'on 
g  JE?*  ssjiy' lès  valeurs  des  rayons  vecteurs  r  et  s  deviennent  i 
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Cela  posé,  le  polynôme  P  ne  pourra  être  que  de  l'une  des  deux  formes 

P  =  M(/7i— ;?•)(;?»  — m'), 
P  =  M  (m  —  ;?•)  (;?•  4- m')- 

Dans  le  premier  système ,  p^  sera  toujours  compris  entre  les  limites  m  et 
wl y  où  Ton  suppose  m!  <^m\  dans  le  second,  p^  pourra  avoir  toutes  les 
valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  m.  Il  s'agit  donc  de  développer  les  formules 
générales  dans  ces  deux  systèmes,  qui  doivent  comprendre  tous  les  cas  pos- 
sibles. 

Le  premier  système  se  développera  sans  difficulté  dans  la  supposition  que 
nous  avons  faite  sur  la  situation  du  point  A ,  où  commence  le  mouvement  ; 
mais  pour  développer  le  second  d'une  manière  complète,  il  conviendra  de 
placer  le  point  A  entre  les  deux  centres  F  et  G,  ce  qui  donnera  une  autre 
forme  aux  constantes  C  et  C;  sans  cette  précaution,  il  pourrait  y  avoir 
des  cas  que  les  formules  ne  représenteraient  pas,  savoir,  ceux  où  l'orbite 
ne  coupe  l'axe  qu'entre  les  deux  centres  F  et  G. 

378.  Dans  le  premier  système  on  aura  d'abord  a  substituer  les  valeurs  des 
constantes  C  et  C  de  l'art.  874,  dans  l'expression  du  polynôme  P,  savoir, 

P=:iA  +  iB  — fC  +  (C  +  C');^*-(iA  +  iBH.^C');^; 

et  pour  que  cette  expression  soit  aussi  représentée  par  M(wï— ;?')():>•— m'), 
il  faudra  qu'on  ait 


f jaV^TO*»  sinV  —  A  (  1  —  m*)* 

^"^  ""  \ay^mf*  sinV  4.  B  (i  — 1»« )=' 


(1— w»®)*  I— mm 


Ainsi  les  quantités  in,  m'  et  M,  par  lesquelles  on  exprime  le  polynôme  P 
dans  le  premier  système ,  sont  faciles  à  déduire  des  données  immédiates  du 
problème  m^,  V,  fe. 

379.  De  même  puisqu'on  a  Q=i  A— JB4-|C4- (C  +  C)  y»  H- 
(iC— iiA+^B)^^,  on  pourra  donner  au  polynôme  Q  la  forme  corres- 
pondante 

Q  =  M  — B+M(iiiH-iii')^  +  (M  — A)y*, 

d'où  résulte 

(i— jnm')Q==A+BOTw/H-(A  +  B)(m+m')^4-(B-f-Aiitm')y*.' 
T.  L  53 
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Nous  allons  suspendre  un  moment  la  suite  de  ces  calculs,  pour  nous 
occuper  d'une  remarque  sur  l'emploi  des  variables  p  et  ^j  et  de  la  consi* 
dération  de  quelques  cas  particuliers. 

\   ■  . 
Remarque  sur  Vemploi  des  variables  p  et  q. 

38o.  L'emploi  des  variables/?  et  q^  pour  exprimer  les  rayons  vecteurs  r 
et  Sy  et  en  général  pour  construire  la  courbe  décrite  par  le  mobile,  exige 
quelques  développemens  qui  pourront  d'ailleurs  être  utiles  dans  d'autres 
recherches  d'analyse. 

U  résulte  d'abord  des  valeurs  de  r  et  Sy  données  dans  l'art.  379,  qu'on  a 

Donc,  1®.  s\  p  est  constant,  r^s  sera  constant,  et  la  courbe  décrite  sera 
une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  foyers,  et  le  grand  axe  AL  =  ofz=i 

I  — p* 
Fig.  14.       ;2*.  Si  q  est  constant,  ^-— r  sera  constant;  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe 
décrite  sera  une  hyperbole  dont  F  et  G  sont  les  foyers.  Mais  alors  le  point 
A  ne  peut  se  trouver  sur  le  prolongement  de  FG;  il  devra  être  situé 

entre  les  points  F  et  G;  et  si  l'on  feît  -^^=^  ^f  on  aura,  au  point  A, 

g^z=:m .  »•  s=  o,  et  ^  —  r=  — ^— ; ■  :  c'est  la  valeur  de  l'axer  transverse 

AL=saCA. 

38i.  U  suit  de  là  que  lorsqu'on  veut  déterminer  un  point  de  la  trajec- 
toire par  des  valeurs  données  de  p^  et  q^,  savoir,  p^^sscHy  q^zssCy  on  peut 
regarder  ce  point  comme  étant  l'intersection  de  l'ellipse  où  p*=2a  avec 
l'hyperbole  où  ^*  =  ^.  .Mais  cette  construction  laisserait  incertain  si  le 
point  cherché  est  au-dessus  de  l'axe  ou  au-dessous.  Pour  éviter  à  cet  égard 
toute  ambiguïté ,  U  convient  de  déterminer  chaque  point  de  la  courbe  par 
Fig.  i3.  des  coordonnées  rectangles,  telles  que  GP  =  a:,  PMsr/*,  dont  les  valeurs 
sont 

38a.  Les  points  où  la  courbe  rencontre  son  axe  méritent  une  attentîoa 
particulière  :  voici  lés  symptômes  par  lesquels  ils  doivent  être  distingués 
suivant  les  différens  cas. 
Fig.  i5.      i"".  Si  la  c^^  rencontriB  l'axe  eq.  un  point  B  9itué  au-delà  de  G  )par 
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rapport  à  F,  on  aura  en  ce  point  r— £=<i,  et  par  conséquent  7=00; 
c'est  le  symptAme  de  ce  premier  cas.  On  aura  en  même  temps  ;!7*=     , ,  ^ 

=  ™  ;  ainsi  la  valeur  connue  de  p*  sera  ^ale  au  rapport  ™  qui  détermine 

la  position  du  point  B.  C'est  ce  qu'on  trouverait  directement,  en  considé- 
rant un  poiut  M  infiniment  près  de  B;  car  dans  ce  point  on  aura 

, tangjâp tang  j  MFB sinMFB GM GB 

P         tang  i  ^  ~  tang  i  MGB        sin  MGB        FM         FB' 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G,  on  aurait  toujours  ^*  =  oo,  mais  en 
même  temps  ^^  =  o. 

2^.  Si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  I  situé  entre  F  et  G,  on  aura  dans  I)g>  x^- 
ce  point  r^s  =  ay  et  par  conséquent  ;9  =  o;  c'est  le  symptôme  de  ce 

second  cas  :  on  aura  en  même  temps  g*=z — ; — ^^=-=prî;  ainsi  la  va- 

leur  connue  de  q^  déterminera  la  position  du  point  L 

Si  l'intersection  avait  lieu  en  G,  on  aurait,  comme  ci-dessus,  p  =  o, 
ç  =  QO  ;  si  elle  a  lieu  en  F,  on  aura  à  la  fois  ^=o,  q  =  o. 

3*.  Enfin  si  l'int^section  a  Heu  en  un  point  A  situé  sur  le  prolongement  ^'S*  i^- 
de  FG,  du  côté  de  F,  on  aura  en  ce  point  s  —  r=:  n,  ce  qui  donne  9=0 
pour  le  symptôme  de  ce  troisième  cas.  On  aura  en  même  temps  p^  = 

^  ,     .     =  -  =  ^  :  ainsi  la  valeur  connue  de  p^  déterminera  la  position 

du  point  A. 

383.  On  voit  par  ces  détails,  que  la  quantité  y,  relative  à  l'hyperbole, 
peut  avoir,  suivant  les  difTérens  cas ,  toutes  les  valeurs  positives  ou  néga^ 
tives,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  j  mais  que  la  quantité  p,  relative  à  l'el- 
lipse, est  toujours  comprise  entre  +  i  et  —  i.  Lorsque  ^*=  i,  on  a 
r-{*5  =  00  ;  et  par  conséquent  le  point  M  est  infiniment  éloigné.  Dans  ce 
cas ,  si  l'on  appelle  0  l'angle  que  l'asymptote  de  la  courbe  fait  avec  l'axe  GF, 
cet  angle,  qui  est  alors  la  valeur  de  û»,  se  déterminera  par  l'équation  tang  j^9 

^=^pq^  ce  qui  s'accorde  d'ailleurs  avec  la  valeur -  =  tangoi  =    ,  ,. 

384.  11  est  important  de  remarquer  que  la  description  de  la  courbe  serait 

quelquefois  incomplète ,  si  l'on  n'attribuait  à  /?  et  à  q  que  des  valeurs  réelles; 

car  il  y  a,  dans  certains  cas,  des  branches  qui  ne  sont  représentées  qu'en 

donnant  h  p  et  q  des  valeurs  imaginaires.  Ces  cas  se  rencontrent  dans  le 

problème  des  deux  centres  d'attraction  ;  c'est  pourquoi  il  convient  de  donner 

d'avance  l'explication  de  cette  difficulté. 

53.- 
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F%.  17.  Supposons  que  le  point  M,  qui  décrit  la  courbe ,  soit  parvenu  de  A  en  G, 
où  l'on  a  ^  =  00  et  /7  =  o^  s'il  continue  sa  marche  au-delà  de  G,  les  for- 
mules ne  peuvent  plus  représenter  la  portion  GM'  située  au-dessous  de 
l'axe,  du  moins  en  donnant  à^  et  p  des  valeurs  réelles. 

Car  puisquon  a  s  =; >n^  L   u\  =  —     •"  '/    .    ^\f. Tx»  on  con- 

çoit  que  s  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  p  devient  plus  petit  et  ç 
plus  grand.  Enfin  au  point  G,  où  l'on  fait  à  la  fois  prszo  et  ^  =  00 ,  ou 
a  ^  =s  o  ;  mais  passé  ce  point ,  comme  la  valeur  /;*  =  o  ne  peut  être  suivie 
d'une  valeur  p*  >  i ,  il  n'y  a  aucunes  valeurs  réelles  de;?  et  7  qui  rendent 
s  négative,  comme  il  le  faudrait  pour  que  les  formules  représentassent  la 
portion  de  courbe  GM^ 

385.  En  efièt,  dans  le  cas  où  l'arc  GM'  et  l'arc  GM  sont  situés  du  même 
côté  de  la  tangente  commune  TGT^,  les  valeurs  de  û»  et  de  ^  varient  infini- 
ment peu  du  point  G  au  point  M',  que  nous  supposons  infiniment  près  de  G. 
On  a  au  point  G,  ç=9r,  a  =  FGT,  et  au  point  M',  ^  =  9r  +  GFM', 
€tt  =  FGT  +  TGV,  GV  étant  le  prolongement  de  la  corde  M'G.  11  faudrait 
donc  que  la  valeur  de  5,  qui  ne  peut  plus  être  dirigée  suivant  GV,  devint 
négative  pour  répondre  à  sa  véritable  position  GM',  directement  opposée  à 
GY.  Or,  on  vient  de  voir  que  la  valeur  analytique  de  s  ne  peut  devenir  néga- 
tive, tant  que  p  ei  q  sont  réelles.  Le  calcul  se  refuse  donc,  dans  ce  cas, 
à  représenter  la  brancbe  GM'  ;  car  puisque  s  ne  peut  pas  devenir  native , 
après  avoir  &it  ^ =FGT  au  point  G,  il  faudrait  tout  d'un  coup  augmenter 
oà  de  TT+T'GM',  pour  passer  du  point  G  au  point  infiniment  proche  M', 
ce  qui  ne  s'accorde  point  avec  la  loi  de  continuité  à  laquelle  doivent  être 
assujetties  les  quantités  algébriques. 

386.  Il  en  serait  de  même  si  la  courbe  avait  un  point  d'inflexion  en  G,, 
et  qu'elle  se  continuât  dans  la  branche  GM'' ,  situ^  de  l'autre  côté  de  la 
tangente  GT'.  Lie  passage  du  point  G  au  point  M"  ne  peut  plus  se  faire  en 
augmentant  par  degrés  ^ ,  même  en  admettant  que  s  devint  négatif  ;  car  si 

Ton  fait  âra=FGVj  FGV  diflEerant  infiniment  peu  de  FGT,  la  droite  GV  , 
prolongée  au-dessous  de  FG,  ne  rencontre  pas  la  branche  GM'.  Ainsi  il  faut 
admettre  que  l'angle  où  passera  tout  d'un  coup  de  la  valeur  FGT  qull  a  au 
point  G,  à  la  valeur  FGT  +  9r  —  T'GM'  qu'il  a  au  point  M'';  supposition 
qui  est  encore  contraire  à  la  loi  de  continuité ,  et  qui  ne  peut  subsister  en 

.  donnant  à  /?  et  9  des  valeurs  réelles. 

387.  Voici  maintenant  la  seule  manière  de  passer  analytiquement  de  la 
branche  MG  à  la  branche  inférieure  GM^ 
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Soit  FM'  =  r',  GM'  =  5',  HGM'  =  «',  HFM'  =  <p',  tong  i  ^'^p'q', 
tang  \al  '=i%y  on  trouvera ,  par  les  formules  du  n*  373,  en  accentuant  les 
lettres ,  et  changeant  r  en  s  y 

Mais  si  l'on  étend  au  cas  présent  les  formules  qui  ont  lieu  pour  la  branche 
MG^  il  faudra  changer  r  en  /  et  ^  en  •—  5',  ce  qui  donnera 

Ces  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu,  à  moins  de  supposer  que /?*  et  q^  devien- 
nent tout-à-coup  négatives  en  passant  du  point  G  aux  points  situés  au-dessous 
de  l'axe;  et  pour  qu'il  y  ait  identité  entre  les  deux  résultats  y  il  faut  supposer 

;^=  — y"     et  ^•  =  ~i;. 

D'ailleurs  les  premières  valeurs  de  p^  et  q' ,  au  point  G  y  sont  p^  }s=:  Oy 
q'  zsOy  ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  de  p  et  q  en  ce  même  point,  sa- 
voir, p=o,  j=  00. 

388.  Pour  confirmer  cette  théorie  par  un  exemple  très  simple,  soitFMG  Fig.  18. 
un  arc  de  cercle  plus  petit  que  la  demi-drconférence  ,  et  soit  O  le  centre 
dece  cercle.  Ayant  fait FC=:CG  =  i  a,  CO  =  c,  F0=A:= /(c'+^a'), 
GPsx,  PM  =J^,  on  aura,  suivant  les  formules  générales,   . . 

d'ailleurs ,  par  la  nature  du  cercle  ,  on  a  (^4-  €?)•  -|-"(i  a  — .  j^y  -=  jl»^ 
oxxjr^  +  ^^  4"  **  —  oor  =  o.  Soit  M  un  point  infiniment  proche  de  G, 
ensorte  que  xetjr  soient  infiniment  petits  et  positifs  3  si  l'on  appelle  9  l'an* 

gle  que  fait  la  tangente  en  G  avec  Fiaxe  GC,  on  aura  tang  8  ss — ,  et  ^  rara 

pour  limite  tang  0.  En  effet ,  soit  x  :=  a^  y  S"  étant  infiniment  jpetit',  on 

aura ,  par  l'équation  du  cercle,  jr=  —[^1  — '  J*  f  i  Hl-  I?) J  •  ™*^ 


f-  ... 


•y  —  — 2a^  .  donc  ■  •   '*'    '■'-     •'■■     '■;•=■*  ^î'  '  .(:■■•., 


TËy=lU-H'+m'^^>Qr^' 


\. 
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ce  <]fui  donne  pq  =  tang  f  fl  fi  —  ■; — g).  Pour  avoir  sëparément  p  et  ç ,  il 

faut  combiner  cette  équation  avec  l'équation  cT  =  .   "*^^^^  n  • 

Cette  dernière ,  où  l'on  voit  que  q*  doit  être  de  l'ordre  j ,  donne 


on  en  tire  '  "^f  ^  =  J^  (  i  H-cT),  et  -^  =  ,  ^  ;  substituant  la  valeur  de 

/?^  donnée  par  la  première  équation ,  on  aura 

q^  C08*Ô  +  2/^8m*iî*      » 

. /co89sm*j;9(i+<0 

Ces  valeurs  de  ;?*  et  — .  sont  positives  tant  que  J^  est  positif  ^  elles  sont  nulles 

lorsque  cr  =  o.  Mais  si  on  fait  cT  négatif,  elles  deviennent  négatives,  et  par 
conséquent  p  ttq  sont  imaginaires. 

Au  reste,  ces  valeurs  s'accordent  avec  les  formules  de  l'art.  387^  lesquelles, 

en  supposant  p^  el-^  infiniment  petits  ,  donnent 


et  comme  en  changeant  le  signe  de  J^ ,  on  a  p'  =  — p- . .  • 

—  =  *— r-  •  il  en  resuite 

q^  C08l   ^ 

.  co8i  •        \    c    y 

« 

Ce  #oÀt  en  effet  les  vi^aies  valeurs  de  /  +  s'eX.r'  •—  s' au  point  M' ,  en  faisant 


•:  \ 


•  *-••• 


Z7â  cas  particulier  oà  fune  des  forces  est  nulle. 


Fig.  i3.  339*  ^^^  B  =  o;  alors  la  distance  FG  devient  arbitraire,  ainsi  que  m*, 
et  il  n'y  a  de  -déterminé  que  la  distance  AF  = j ,  que  nous  nomme- 
rons h.  DaÙ6  <^'cas ,  on  sait  que  la  CQurBe  décrite  ^4oit  être  uiie  ellipse ,  ou 
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plus  généralement  une  section  conique  dont  F  est  l'un  des  foyers.  H  &ut 
donc  voir  comment  ce  résultat  peut  être  déduit  de  nos  formulés,  en  les 
considérant  dans  leur  plus  grande  généralité,  et  sans  s'astreindre  i  lliypo*- 
thèse  de  l'article  877. 

J'observe  d^abord  que  comme  la  direction  de  l'axe  FG  est  à  volonté,  on 
peut  prendre ,  pour  origine  du  nftouvement ,-  un  point  déterminé  A ,  damé 
lequel  AF  sera  perpendiculaire  à  la  courbe.  Ainsi ,  sans  diminuer  la  géné- 
ralité de  la  solution ,  on  pourra  supposer  jt^  =  ^  t  j  et  en  mettant  simple- 
ment iti  au  lieu  de  m*,  on  aura  (art. 874),  C  =  i  aV— —  (  i  ^— 'w),. .. 

C  =  ; rr  —  A  ,  valeurs  où  il  reste  deux  indéterminées  a  et  m;  mais 

(i  —  my  ' 

comme  on  a  entre  elles  la  relation  am  =  A  (  i  •*—  m) ,  on  peut  ne  conserver  que 
Findcterminée  m,  ce  qui  donnera  C  =  (î-  AV*  —  A)  r  ^       J , 

C=  ■  ,  -    .^—  A.  SoitD=  ^ ;  les  valeurs  des  polynômes  P  et  Q 

(  art.  32:2  )  pourront  être  mises  sous  cette  forme 

D— A 


^(^-"^P^Yp^-rn), 


et  l'équation  de  la  trajectoire  sera,  ,ea  feisant  D  — -  A  s=  m/p>, 

m 

^ _    ^ 


Dans  cette  équation  on  peut  rendre  le  second  membre  semblable  au  pre- 
mier  en  feisant  mq^  =  -r 1 ,  et  on  aura  la  transformée 


dp 

390.  L'intégrale  complète  de  cette  équation,,  comprenant  la  constante 
arbitraire  c,  est 

et  comme  on  doit  avoir  simultanément  p^^ssun^  9  =  o ,  z*  =:  m,  on  trou- 
vera c  s=5  o ,  <t  l'intégrale  deviendra  ^mplemeht  2  es  r^  ;? ,  ^d'où  résulté 
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Soit  r-|-5  z=:  aUj  s  —  rzszau^  on  aura  u  =s  ^_  ,,  i^  c=  —p2L,  ce  qui 
donne  réciproquement />•  =  ?  ç*=—j^.Substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  précédente,  et  faisant,  pour  abréger ,  «  =  — "^^7"' , 

^        mit— 2J»+  1  >o 

b  =  • r —  9  on  aura  «  —  c^  =  et  —  Guif,  ou 

I  —  mit       '  ' 

SoientAPs=x,  PM  sj^jonaurar*  =7*+(A — o:)',^*— r*r=ii»+2fl(&*na:); 
donc r==:-ja  (a  —  ^)  —  ê(A*— x).  Cette  équation ,  qu'on  peut  mettre 
aussi  sous  la  forme 

appartient  en  général  à  une  section  conique ,  dont  A  est  un  sommet  et  .F 
un  foyer  ;  elle  appartiendra  en  particulier  à  l'ellipse  si  l'on  a  é*  ^  i ,  à  la 
parabole  si  ê*  =  i  ,  et  à  l'hyperbole  si  ^*  >  i . 

391.  Dans  le  premier  cas,  comme  le  point  G  peut  être  pris  à  volonté, 
on  pourra  supposer  que  G  est  le  second  foyer  de  l'ellipse.  Alors  on  aura 

r-|-s  =  a  +  aA=^(i-|-/?i),  ce  qui  donnera  p' =:  m ,  et  parsuiteAr==m. 
Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  D  —  A  =  mkD ,  on  en  tire 
D=    _    >,  et  par  conséquent  V'==  ^^TÏ^V  ^'^^  "^  quarré  de  la  vitesse 

nécessaire  pouf!. décrire  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  —  (i  -f-'''))  et  dans  la- 

FA 
quelle  m  représente  le  rapport  jg. 

Si  l'on  a  m=  o  ,  le  grand  axe  devient  infini,  et  l'ellipse  se  change  en  pa- 
rabolej  ainsi  la  courbe  décrite  sera  une  parabole  si  l'on  a  y'=-^*  elle  se- 
rait une  hyperbole  si  m  était  négatif,  ou  si  l'on  avait  Y*  >  -?-. 

39a.  Pour  avoir  le  temps  du  mouvement  dans  le  cas  de  l'orbite  ellipti- 
que ,  il  faut  reprendre  l'équation 

et  y  substituer  les  valeurs  p*  =  /n,  Q  =  D  (i  +  ^^Yf  ^  V^  donnera 

a  1/(00)         V.(i  —  II»)» "*■(!+  î») V  «  +  »!«•' 


ou  y  en  &isant  le  demi-gniDd  axe  f  a  .    ^    =/^» 
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Soit  q  =:  tang  ( ,  et  on  aura  Fintégrale 

ty/A 

2] 


ri/A        y       /i  — 1»\    .    ^        ^ 


frisant  Ç  ss^^^  et  doublant  la  valeor  de  I,  on  aura  le  iem^^  d'une  ré- 
▼olution,  savoir, 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues  du  mouvement  elliptique. 

Du  cas  particulier  où  Pon  a  m  ^=2  n/  j  dans  le  premier  sjrsteme,  art,  3774 

393.  Alors  la  valeur  du  polynôme  P  se  réduit  à  la  forme 

p  =5  —  M  (;>' —  OT  )•. 

A  •+•  B 
Or  y  M  est  essentiellement  positif,  puisqu'on  a  M  =  —^ — ;>  <l6 1^  on  voit 

que  l'équation  (3)  ne  peut  subsister,  à  moins  qu'on  n'ait  dans  toute  Péten- 

duc  de  la  courbe,  décrite , 

/>'  —  m  =  o  ; 

eette  courbe ,  dans  laquelle  r^sest  constant,  sera  donc  une  ellipse,  dont 
F  et  G  sont  les  deux  foyers. 

Cela  posé ,  le  point  A,  intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ne  pei:Él  être 
que  le  sommet  de  l'ellipse,  et  on  aura,  en  ce  point,  /i^s^^y  ni^ssm,  ce 

qm  donnera  M=s^-;;—r;4""=="^—i>  ^*  P«ï'  conséquent 

▼•=5  —7 .    ~     ;  ou,  en  substituant  la  valeur  miiss  h  (i  —m) , 

ima        i  -f-m'        '  \  /  y 

xrm  ^  aA  +  am^B, 

» 

done  avec  une  vitesse  initiale  ainâ  diiterminëe ,  le  corps  décrira  la  même 
ellipse  qu'avec  la  vitesse t/jf^ . % ^S^ y  si  la  £3rce  A  agissait  seule,  ou 

qu'avec  la  vitesse  t/^!|  f^^),  si  la  force  A  était  nulle.  On  pent  tàwr 

de  la  un  théorème  àssèi  remarauaUer;*  -    \ 
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<c  Soit  A  le  sommet  d'ime  dlîpse  dont  F  et  G  sont  le»  doux  foyers  j  soit 
)»  y  la  vitesse  en  A  nécessaire  poUr  que  cette  ellipse  soit  décrite  en  vertu 
1»  de  la  force  A  placée  a^  Ibjer  £*}  soit  pareilloaMu^t  V  la  vitesse  en  A  né- 
»  cessaire  pour  que  l'ellipae  smb  décrite  en  vertu  d#  la  force  B  située  à  l'au- 
I»  tre  foyer  G  ;  si  ces  deux  forces  agissent  à  la  fiais  sur  le  mobile ,  et  que  s«t 
J)  vitesse  initiale  V  soit  telle ,  qu'on  ait  V*  =  V*  +  V"* ,  il  décrira  encore 
y>  la  même  ellipse.  »  ^      . 

394.  Pour  avoir  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque  de 
cette  eflipse)  déterminé  parla  Variable  ^,  on  observera  que  %ims  ce  taê  f9t^ 
ticulier,  la  valeur  de  Q  se  réduit  à  cette  forme , 

ce  qui  donnera  la  formule  à  intégrer 

4/V/^    "^  '^^  •"  (1  +q-Y  l/[A+.Bin*  +  a  (A  +  B)  m^>  +  (Ai»*  +  B)  q^Y 

SoitRs=  |/[A(i -|-m^)*  +  B(m  + jf*)^},  on  àurtt ,  par  le»  rédiioCl^ni 


connues 


""^Ifty"*'--  ^  +  ^(A  +  B)/f +(Am.+B)/iii|2â 


+  (A-B)  (—»..) /j^.. 


•  > 


On  voit  que  la  valeur  de  t  ne  contiendra  pas  de  fonctions  elliptiques  de  la 
troisième  espèce,  si  Ton  a  A  =  B  ;  c'est  pourquoi  nous  nous  bomeroDs  â 
développer  ce  cas  particulier. 

iûd.  $oit  dope  A  =  By  ce  qui  donne  le  quarré  de  la  vitesse  inititile  ' 

on  aura  immédiatement 

~{i  +  m)2ti/A (i»-f  g*)  («  +  »>«?*)  ««y 

•    .   'i  ■ 
Soit  9  zjp  taog^^>^,  co89.=  •>— r~;^^c=rsiO'^6j  6=scos^9,onàuralatraafl- 

ronnép  •  o      s- 


:«.'   ♦:       ■'■    !..    ;*•• 


\- 


l$£C7nON  H.  4a^ 

Dans  le  mouvement  que  fi6Qlr««n»tdi$n)fii^  Is^t'cisaB  lest  la  même  aux  deux 
extrémités  du  grand  axe'^  éfié  ^'kvtm  la  sénki  rak  deux  extrémités  du 
petit  axe.  En  appelant  celle-ci  Y',  on  aura  '■'•": 


I  •   >■-  .     .  .  » 


d'où  il  suit  que  Ja  vitesse  va  en  diminuant  de  l'extrëmitë  du  vgrand  ^iote  à 

4^nlKéIMPté  en  ^pMît«    •'•  ..:i,-,  i/-    •.-..  .,^'.ii  ...-.•  •,   .   ./ 

mèÈte  lenpè  «f«î  «en  le"  ({uait  du  temtui  «dHine  ré«sokilMiii  ;  .de  sorte  ifrfWb 
dppiSMt  te  ^mer  temps  "T ,  on  aura 

S^.  Les  <leQX  iofces  AeïB  sont  égales  ;  elles  agnsont  aiuc  d^ux^/oyeçç 
d«  i'ellipse.  Si  l'on  voulait  que  la  même  courbe  fût  parcouriie  en  yertu 
d'une  seule  force  attractive  2A ,  placée  dans  l'uli  dès  fôyers^  lé  tèmpè  &t 

la  révolution  serait,  comme  tkbwk  l'avons  vu  x^  3gf9 ,  Vsat  ■mt/,*  ^  2! ^  4oii« 


on  a  V   1 .  •     ■  '    '  \    • 


T:T':;  a*F'c  —  i  E'c  : -; 

0  ■  a 


■  j , 


I%ar  -sâtcir  ieqnd  de  ces  doaK  ten^  aat  le  |pl«s  f|n«d ,  )-ob9|rT«  <|u'0a  ;« 
«n  général,  E  =  A*F 4- r^^^^^T^;  «Swc 

Z*  étant  l'intégrale  /  — ^-^ ,  prise  depuis  ^  c=  o  jusqu'à  ^  «=  ^  ^r.  Mais 

ftF*c  E^résente  l'intégrale  j  ^SyS^ZLl  ^  prise  entre  les  mêmes  limites  ; 

et  puisque  1  •»-*  ^  «st  plus  petk  i|ne  i  —  c*  sin*^^  cdMe*  Intégrale  est  plus 

petite  qoe/Sp  ou  y  V  :  Jonc,  à  plu^  (brte  TâSsan ,  -aiF»^  =--g^f  «Ç^;  éonc 

on  a  T-^T'.  Aiott.!»  masse  a4^  fj^yptagiée.^dem^iit^^iaXia  liâs'^Wi^/oyers, 
agit  plus  fortement  que  la  même  masse  réunie  d^ns  uii  Mrut' foyer,  c'est- 
à-dire  feit  circuler  le  corps  dfttiêW4[i#mdre  tenpp^i^^^        ;  «.  -      •> 

397.  Pour  )M||Qr4^  Ja  iîinéi^  de  ces  termes  dans  un  cas  par- 

ticulier ^  soit  cs==  fiSn  3o%|0a  topM^^parla  tal^e  Iles ^buNd^nr complètes, 

54.. 


oe  qni  donnera 
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log  F'c  =:  0  •  22&jQi  aSgrjS8 , 
log  E'c  =:  o  •  i66566  9^5949 1 

T 

sp=s  0.780066  690223. 

■î 

d  les  deux  temps  dont  il  s'agit  seront  à  très  peu  près  dans  le  rapport 
de  .78  à  100. 

Au  reste ,  les  vitesses  aux  extrémités  du  grand  axe ,  ne  sont  pas  les  mêmes 
dans  les  deux  cas,  et  leur  différence  sert  à  expliquer  en  grande  partie  la 
différence  des  résultats.  Si  l'on  appelle  Y'  et  Y'  les  vitesses  aux  apsides  Jupé- 
rieure  et  inférieure ,  dans  le  cas  d'une  seule  force  attractive  aA,  concentrée 
dans  l'un  des  foyers ,  on  aura 

et  dans' le  cas  des  forces  séimrées,  on  a  V*  =a —  — :  donc  ▼•= 

i(V'*H- Y"*),  c'est-à-dire  que  V  tient  le  milieu  juste  entre  V'*  et  V'. 
Quant  à  l'effet  de  ces  fitesses  sur  le  temps  périodique,  il  n'y  a  que  le 
calcul  c]ui  puisse  .rapprécier,  et  à  cet  égard  il  ne  reste  rien  k  désirer. 

Sobuion  d^une  difficulté  analytique. 

398.  Puisque  l'ellipse  satisfait  dans  un  cas  fort  étendu  où  les  forces  attrac- 
tives A  et  B  sont  situées  respectivement  dans  les  deux  foyers  F  et  G,  on 
peut  partir  de  la  courbe  connue  pour  iaire  les  substitutions  dans  les  équa- 
tions générales  (i)  et  (2),  afin  d'en  déduire  les  conditions  nécessaires  pour 
que  ce  mouvement  puisse  ain>ir  lieu.    ,         _.  .    , 

Ayant  donc  &it  CA  =/,  CaF  =  CG  =  g'  =  ifl,  '»=fe^}  ^^^  ^ 
plus  n  ==  A^^j  on  aura  par  les  propriétés  de  TeHipse, 

^^.r^r^^,     tang*ia^  =  "^tang*i^=^m*tang*i4>, 


=/$ 


<l. 


^^r^-r-f^'Utl^t''^-  .'•• 


\ 

\ 
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Ces  Taleurs  ,  et  scellés  des  constantes  C  et  C  (  art  374  )  >  où  Ton  fera 

/izssjTTy  et  pour  abréger,  D  =     T"     V',  étant  substituées  dans  les  équa* 

tions  (i)  et  (a)  y  on  trouvera  que  ces  deux  équations  conduisent  également , 
et  sans  aucune  condition,  à  cette  valeur  de  dij 

dans  laquelle 

N  =  iiD(i+/icos^)  —  A(f — co8^)(r4-/ico8^)+B(i  —  n){i — cos^). 

Ce  résultat,  qui  n'impose  aucune  condition  à  la  vitesse  initiale^  a  de  quoi 
surprendre  y  ou  doit  même  paraître  fautif,  puisque  s'il  y  a  une  vitesse  ini- 
tiale propre  k  décrire  l'ellipse  donnée,  toute  vitesse  plus  grande  ou  plus 
petite  fera  nécessairement  décrire  une  autre  courbe. 

3gg.  Pour  rendre  raison  de  ce  paradoxe ,  il  faut  considérer  que  les  équa- 
tions (1)  et  (1)  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  différences  dp^  dm^ 
M,  et  qu'un  facteur  qui  est  nul  dans  l'ellipse,  a  pu  satisfaire  à  ces  équa- 
tions, sans  qu'on  soit  en  droit  d'en  conclure  que  ces  deux  équations  se 
réduisent  absolument  k  une  seule. 

Toute  incertitude  à  cet  égard  disparaîtra ,  si  l'on  remonte  aux  équations 

différentielles  du  second  ordre,  et  qu'on  fasse  les  substitutions  convenables 

.  dans  ces  équations.  On  devra  obtenir  ainsi  la  ^condition  pour  que  Tellipse 

soit  décrite  en  vertu  des  deux  forces  d'attraction  et  de  la  vitesse  initiale  Y, 

dirigée  perpendiculairement  â  la  ligne  des  centres  FG. 

Faisant  donc,  comme  au  n*  870,  âr  =  a-|-r cos^,  j^ssrsin^,  les 
^uations  différentielles  du  second  ordre  donneront  immédiatement, 

iWr— rt/^        A       Bcos(^— -«) 


d^  r* 


> 


rddp  +  arfnoto        B    .     ,  ^  x 

Ces  équations  servent  en  général  à  déterminer  la  courbe  décrite  et  le  lieu 
du  corps  au  bout  du  temps  I.  Maintenant  si  cette  courbe  est  l'ellipse  qui 
a  pour  équation  '•(/+g'cos^)  =/■••— ^,  on  aura 

/•^  I  M.\^r — rd^  .     ^ /rddf  ^ %drdp\        ^    de 

{f-\rg cosip)  — j^ ^gwi9 (^  de       )  =/''-5?- 

de 

▲o  moyea  de  ces  trois  équations  et  de  la  valeur  de  rg;,  tirée  du  résultat  de 
Ifartkfe  précédent  y  on  trouve  l'équation  de  oonditioii 
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(/+ff  cosip)  -  H jr— —  (/•-*»)•  (i  +  »co.«)ï' 

Substituant  les  valeurs  de  r,  5,  cosâ#,Ms  (^ — osi)  en  fonctions  de  ^^  on  aura 
enfin, 

N»  =  A(i  +  «cos(P)*+B(^P^)". 

Comparant  cette  valeur  île  N  «vec  celle  de  f article  précédent,  on  trouve 
qu'elles  sont  identiques,  si  Ton  a  3/*D  =  A(i  + '»)  H-B(i  — 71),  êesXr 
à^^ÈUre  «î  la  vitosse  initiale  V  est  ielle  «pi'cMi  4Mt 

€6  ^pn  s'atGorde  eakiérsBftent  avec  les  résultatt  pnocédav. 

Du  cas  particulier  oÀ  B  ==  — ^  A. 

4oo.  Dans  ce  cas,  la  force  placée  au  second  foyer  G  est  répulsive,  et  égUe 
en  intensité  à  la  force  attractive  placée  au  foyer  P.  Pour  que  l'ellipse  soit 
décrite  en  vertu  de  ces  deux  Forces,  il  faut»  d'après  la  Formule  «précède  Ate , 
qu'on  ait 

Alors  la  vitesse  v  en  un  point  quelconque  est  donnée  par  l'équation  (i). 
savoir, 

Mais  on  a,  par  hypothèse,  V*  =  7T~?  =711 ^  ,     ;  donc 

. aA        aA 

"^  r  ♦  * 

On  voit,  par  cette  équation,  que  la  vitesse  diminue  de  plus  en  plus,  à  me- 
imre  que  le  corps  s'éloigne  de  l'extrémité  du  grand  ai^e;  die  ïmti  traite  k 
l'ettrétnité  d«  pëlit  axe,  où  l'on  a  rss^.  Ainsi,  à  partir  de  ce  point,  le 
corps  reviendra  sur  ses  pas ,  et  décrira  4e  q«art  d'eHipse  dians  le  sens  o^n^ 
traire.  Arrivé  au  pcMot  A  arac  une  vitesse  Y  légale  À  la  vitesse  initiale ,  mais 
dirigée  ea«ens  contraire, dl  continuera  ton  mouviaiçent  sur  l'^lipse^  jusqu'i 
ce  qu'il  parvienne  à  l^autre  extrémité  du  petit  axe,  où  sa  vitesse  sera  nulle. 
Ainsi ,  dans  lé  cas  oi,  les  deux  forces  situées  aux  deux  foyers  sont  i%ales, 
mais  agissent  en  sens  «oiiltwpe ,  le  lUÉMb,  Bm  wptNmat  m 
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telle  que  nous  l'avous  fixée ,  parcourra  la  demi-ellipse ,  d'une  extrémité  à 
l'autre  du  petit  axe/  par  un  mouvement  analogue  à  celui  d'un  pendule 
qui  oscillerait  dans  une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe  serait  vertical.  Cet 
exemple  d'un  mouvement  d'oscillation,  que  des  forces  accélératrices  pro- 
duisent sur  un  corps  parfaitemeat  libre  ^  s'il  n'est  pas  le  premier  que  la 
mécanique  ait  offert  jusqu'à  présent,  est  au  moins  digne  de  remarque. 

4oi.  Pour  trouver  le  temps  du  mouvement,  il  faut  faire  B=— -  A  dans 
la  formule  du  n""  394)  ce  qui  donnera 

Soit  c*  =i,  q  =  —l^-—^y  |/(i  ^  c*  sin-4)  =  A,  on  aura 

donc  le  second  membre  de  l'équation  précédente  étant  nommé  dZ ,  <m  aura 

ce  qui  donne  en  intégrant, 

Z  =  £?iiiF(c,  4)  +  c(i  — /?!)•£ (c,  4)  — ^(ï— 'w)*y2l»rf4. 
Mais  on  a 

/A«i^=|c*Asin4c084-|-E(£?,  4)  — îC*F(c,  4); 


donc 


Z  =  -^(i  -|-4/ii-|-iii*)F(c,  4)  —  -=-(*^^''*)*^**4^^4* 


Cette  intégrale^  qui  ne  comprend  que  la  fonction  de  première  espèce  F(c,  4)> 

«t  fe  valeur  dfi  7^^  (1*+*'")  t^(i'**'^*)f  ^^  ^^  fkUant /a  =^ 4^^  on  cft 
dédmi  ^^ 

'«^[^^^C*'  4)- A«a4  C034]. 

Bi  Ton  fiiit  7= t ,  on  4  =T^^  ^'^  &<n^  ^  temps  emplayé  à  purMottr  le 
qitttt  d^Uipse.  Ainsi  en  appelant  T  le  temps  «Pane  gadllMiao,  ob  anra.    . 


•  •  •     r      j    ■         '   "« •      •    f 
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Du  cas  particulier  où  Von  a  C  +  C=  o. 

4oa.  Dans  ce  cas,  les  polynômes  P  et  Q  se  rédaisent  à  deux  ténnes, 

savoir  y 

F  =  a  —  C;,4^ 

Dans  le  premier,  les  ooefficiens  a  ei  C  sont  toujours  positifi;  dans  Fantre, 
les  coefficiens  >  et  cT  peuvent  être  tous  deux  positib,  ou  Tun  positif  et 
l'autre  négatif- 

D'après  ces  valeurs,  chaque  membre  de  l'équation  -^=:-^  pourra  tou- 
jours se  réduire  à  la  forme  T/n~^r^T^^  o^  l'on  a  c*  =  ^;  donc  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  peut,  être  repr^éntée  en  gàiéral  par  ^  _^-  >ai°^ 

Vii-^^^n-t) ,  et  son  intégrale  sera 

A:F(c,  4)=F(c,  0  +  cousl-, 

ou  simplement  A:F(4)=F(Ç)-f"<^onst.,  le  module  commun  à  ces  fonctions 
étant  c  =  |/^. 

On  pourra  toujours  supposer  que  dans  l'état  initial  du  mouvement ,  l'une 
des  variables  4^,  ([  est  nulle.  Soit  cette  variable  Ç,  et  soit  en  même  temps 
4=^9  alors  l'équation  de  -la  courbe  sera 

et  si  l'on  prend  une  nouvelle  variable  ^,  telle  que  FÇ=:F4-— Fc,  on 
aura  plus  simplement  AîFÇssFÇ. 

4o3.  Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  l'équation  de  la  trajectoire, 
lorsque  la  vitesse  initiale  satisfera  à  la  condition  C  -f*  C  =  o.  Dans  cette 
équation,  k  sera  en  général  une' fonction  donnée  des  quantités  A,  B,  4, 
et  de  celles  qui  sont  relatives  à  l'état  initial  du  corps;  si  l'on  suppose  que 

• 

k  est  égal  à  une  fraction  rationnelle  -,  prise  à  volonté  entre  des  limites  con- 
venables, cette  condition  établira ,  entre  les  données  du  problème,  une  rela- 
tion au  moyen  de  laquelle  la  courbe  décrite  par  le  corps  sera  une  courbe 
algébrique,  puisqu'il  y  a  toujours  une  équation  algébrique  qui  représente 
l'équation  transcendante 

iFÇsseFt. 

n  y  a  donc  une  infinité  de  cas  où  la  comrbe  décrite  par  un  eorpa  attiré 
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deux  centres  Bies,  est  une  courbe  algébrique.  Cette  courbe  sern  nécessai- 
rement rentrante  sur  elle-même,  lorsque  la  vitesse  initiale  sera  telle,  que  le 
corps  ne  peut  *  s'éloigner  à  rinfini  ;  alors  il  y  au  A  une  période  composée 
d'une  ou  de  plusieurs  révolutions ,  laquelle  se  répétera  à  Tinfinî  j  de  sorte 
quil  suffira  de  calculer  le  mouvement  du  corps  dans  une  de  ces  périodes, 
pour  pouvoir  assigner  le  lieu  du  corps  et  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement au  bout  d'un  temps  quelconque. 

Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  seront  déter- 
minées d'une  manière  plus  particulière  dans  l'eiamen  que  nous  ferons  des 
différens  cas  principaux  du  problème,  soùt  les  seules  qu'Euler  ait  données 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  ann.  1760.  Mais  nous  ferons  voir  qu'il  y 
a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques  qui  peuvent  éga- 
lement satisfaire  au  problème  ;  et  cette  multitude  de  solutions  est  une  nou- 
velle preuve  des  avantages  que  peut  procurer,  dans  les  applications,  là 
jtbéorie  des  fonctions  elliptiques. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système. . 

4o4r  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  cas  particuliers  ;  nous 
allons  maintenant  procéder  à  l'intégration  de  l'équation  (3).  Pour  ceU,  il 
faudra  distinguer  dans  chacun  des  deux  systèmes  indiques  art.  377,  les 
diflërens  cas  principaux  qui  peuvent  y  être  renfermés,  et  qui  donnent  lieu 
à  des  résultats  de  forme  différente. 

En  général ,  on  sait  que  chaque  membre  de  l'équation  (3)  peut  être  réduit 

à  la  formé  -^  .  .  ,,    ;  cette  équation  sera  donc  toujours  4e  la  fornie 

*  ^^  —  ^C 

1/(1— c* fin* 4)  ~  1/(1  —  ••«o»C)' 

et  .son  int^;rale  sera ,  par  conséquent , 

A:F(c,  4)  =  F(x,Ç)4-const. 

En  supposant  que  le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  situé  sur  Taxe 
EFG  j  soit  dans  son  prolongement  du  côté  de  F,  soit  entre  les  deux  centres 
F  et  G,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  qu'une  des  variables  4»  C  ^^^ 

nulle  au  point  A  ;  alors  on  devra  supposer  que  ^  ^t  ^  sont  tous  deu:|  po- 

sitift,  afin  que  les  angles  4  ^t  Ç  croissent  continuellement  avec  le  temjps  : 
c'est,  sur  ce  principe  que  seront  dirigées  les  transformations  par  lesquelles 
T.  1.        "       -^  55 
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ea  oUi^^  àam  les  d>0*éreas  ca»,  Téquation  de  b  oourb*  déerite 

*F(«,  4)=sP(x,  Ç)H-cona*. 

Cette  ë^juatîpn,  de  même  forme  d^ns  tous  les  cas,  et  facile  a  ré30udie 
pour  déterminer  tant  de  points  qu'on  voudra  de  Forbite,  e$t  remarqiial^le 
surtout  en  ce  que  le  coelBcient  k  s'exprime  toujours  très  simplement  piT 
les  deux  modules  c  et  x;  d'où  il  suit  que  les  cas  le^  plu9  variés  du  mouve- 
ment d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes,  sont  toujours  résolus  par 
une  éqdatîon  finale,  où  il  li'y  a  que  deux  constantes  arbitraires  pour  repré- 
senter toutes  les  données  du  prpblème. 

405.  Dans  le  premier  système  que  nous  nous  proposons  maiuteoant  4e 
développer,  le  polynôme  P  est  de  la  forme 

où  l'^A  fiupficw  tn  et  m'  positifs,  et  if  >  m'.  La  valeur  de  p^  est  donc  U»- 
jours  comprise  entre  les  limites  m  et  m\  Or ,  le  lieu  de  tous  les  poînls  oA 
l'on  A  p^z=m^  est  une  ellipse  décrite  des  foyers  F  et  G,  et  dont  le  som- 
mer E  est  placé  h  la  distance  EF=  — — — ;  de  même,  le  lieu  de  tous  les 
pointa  aa  ron  m  p^ws  m\  est  i(ine  ellipse  décritt»  des  mêmes  foyers,  et  dont 
le  sonunet  D  est  placé  à  la  distance  FD  = 7.  Donc ,  dans  tous  les 

cw  qui  9pp«irti«nAeat  9U  premier  système  9  la  courbe  décrite  par  le  moliik 
sera  toujours  comprise  dans  l'espace  que  lai^swt  entre  eux  lea  périmètres 

des  deux  elUp^eat  %w  u^w  teupoA  di9  détenimier;  de  sorte  que  W  iaier-^ 

sections  de  cette  courbe  qvec  l'axe  ne  pourront  se  faim  que  dans  \ç^  pir« 
ties  de  cet  axe  ED,  KL  comprises  entre  les  deux  ellipses. 

406.  Nous  appellerons  égides  supérieures,  les  points  de  l'orbite  S',  S^, 
S*,  etc.,  où  l'on  a  p^scnmj  et  apsides  inférieures  les  points  T,  1%  P,  etc., 
où  l'on  a  p*z=zm'.  La  raison  de  cette  dénomination  est  que  la  snmm^  âe% 
rayons  vecteurs  r^s  est  un  maximum  dans  les  premiers  points,  et  un  mi- 
nimum dans  les  autres;  mais  il  importe  surtout  de  remaix]uer  une  propriété 
générale  des  .apsides,  tant  3upérieures  qu'inCériçnres ,^  savQir,  qu^  dan^  ces 

points  TorbÂtci  est  toujours  tangente  à  VeUip^e  (irminafariw  p^^^m  w 
p^=,mr. 

En  effet ,  si  l'orbite ,  qui  a  un  point  S  commun  avec  l'ellipse  supérieure 
p^zBtm^  coupait  cette  ellipse,  il  y  aurait  des  points  de  Porbite  qui  appar- 
tÎMdwwt  À  nmm  ellipse  plus  grande,  et  pour  leaqvi^,  par  conséquent, 
«a.  MHaîl^  >jb;  ce  c|ttî  ne  peut  avoir  lieu,  pmsqiie  111  est  la  plus (jrnde 
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▼aleur  de  p^.  De  même  si  l'orbite  |  qui  a  un  point  I  commun  avec  FalUptM 
inférieure  p^z=ifrl  y  entrait  dans  cette  ellipse ,  il  y  aurait  des  points  de  l'or- 
bite qui  appartiendraient  à  une  ellipse  plus  petite^  et  pour  lesquels  on 
aurait  p^  '<C.ni  \  ce  qui  ne  peut  encore  avoir  lieu ,  puisque  ni  est  la  plus 
petite  Valeur  de  p^,  ' 

U  ne  peut  j  ovmr  d'exœptîoD  à  cette  propriété  'gàiéfale ,  que  dâm  le 
cas  oh  l'orbite  aurait  un  point  de  rebroussement  qui  aboutirait  A  l'une  dés 
ellipses  terminatrices ,  ou  bien  dans  le  cas  où  la  vitesse  du  corps  serait  zéro 
au  point  S  j  car  alors  il  reviendrait  sur  ses  pas ,  en  suivant  le  même  arc 
de  courbe. 

407.  Pour  procéder  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (3)  ,  il  fiiut 
transformer  convenablement  les  deux  membres.  Et  d'abord  puisqu'on    a 

P=M  (m— ;?•)  (;^— m'),  gi  Ton  fidti?*=r  1  — -^  el/F*=sm(i— if  sin'4), 
on  aura  la  transformée 


dp  ^^       I  d^ 

On  a  ensuite ,  d'après  les  formule»  de  l'art.  37$  ; 

(1— mm')Q=A+B/iwii'+(/îi4-m')(A+B)7»-|-(Amiw'4.B)^; 

mais  il  y  a  deux  cas  à  distinguer ,  selon  que  les  facteurs  du  second  membre 
sont  réeb  ou  imaginaires. 

408.  Premier  cas.  Si  ces  ùjclmm  sont  imaginaires,  ou  iî  1'#b  a 


«s— ji^^aJ/AB 

ott  pouna  supposer 

Q==(M  — B)(i  +  3«cos8.^*+«y)^ 
«  et  6  étant  déterminés  par  les  équations 

.      Aii»»+B       A  i(TO4-iiiO(A  +  B) 

tf*TT-ii  \mk\    t       onalÉsB      ■/tilt  II  l'iiii.  ^iTii  ■■'    I  ^  mil  * 

d'aiHeon  on  a ,  comme  dans  l'art.  378 ,  M  =  —^ ; ,  M— ft*=:  — =- r« 

Gsb  poié,  si  Ton  fiûfc  xs  fld^d,  7  sf  r^^^giC)  <>n  atirala  t^a«fi»nn^ 

df   ^  I  ,  dÇ  .      : 

55.. 
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=  l/r^^—^f  et  Téqualion  (3)  deviendra 

^4^  _  «  . 


k. 


V/(i— c»sin*+)         V'Ci  — ««sin^' 


mais  j^o!)serve  qu'on  petit  mettre  cr  — ^fr  à  la  place*de  4,  ^^^  changer  It 
valeur  supposée  /7^=m( i  —  c*  sm*-^)-,  ainsi  on  peut  supprimer  le  clouUe 
signe  de  cette  équation,  et  écrire  simplement 


k. 


d^  d^ 


ce  qui  donnera,  en  intégrant, 

409.  H  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  constante  C^  Or,  d'après  l'état 
initial  du  mouvement,  tel  qu'il  est  supposé  dans  l'art.  374,  on  doit  avoir  au 
point  A ,  i^  =:  o  et  /7*  =  m?.  Faisant  donc  ^=0  et  4^  s=  c,  ce  qui  donnera 
nf^z=:m{i  —  c*sin*6),  ou 

sm*  6  = r-  = 


m^—m^       m  ••—  m^ 


me*  ni  —  H»'  ' 


on  aura  G^=s—  A:F(^,  €);  ainsi  l'équation  de  la  courbe  sera 

AF(c,4)-ÂF(c,0  =  F(»,0- 

Mais  il  importe  de  savoir  si  l'angle  €,  déterminé  par  la  valeur  de  sin^e,  est 
aigu  ou  obtus;  car  l'équation  de  la  courbe  ne  serait  plus  la  même  si  l'on 
mettait  sr  — €  à  la  place  de  €. 
Pour  cela  il  faut,  comme  nous  l'avons  dcj.i  dit,  faire  en  sorte  que  les  coeF- 

ficiens  -1^,  -^  soient  tous  deux  positifs  au  commeç^ement  du  mouvement. 

Or,  on  a  au  point  A,  ^=0,  a>  =  o,  7  =  0,  ;?=  v//w^,  rfr=V^/co5/i, 

rd^  z=s  ydt  sin  fJL  ;   d'un  autre  côté  les  équations 


tang  ^  f  =  -  étant  différenciées ,  donnent  au  même  point  A  où  ^=0 ,  dr^==i 

on  a  en  général  ^7  =  —  tang  î  Ç",  ce  qui  donne  au  point  A,  ^  =  -j^  .  ^  ; 
doue 
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celte  valeur  est  toujours  positive.  Pour  avoir  celle  de  -^ ,  f observe  qu'on  à 

dr=ydicosfi  =  ^y^j,;  donc  au  i>oint  A,  ^=  \~yPJ  »Vcos^; d'ail- 

leurs  Pëqunlion  ;9'=m(i  —  c*sin*4)  donne  pdp — ■  /iic*  sin %[/ cos '^d^ ; 
donc  au  point  A 9  ou  %)/  =  6,  ou  a  -.        -■ 

d'if V^m*^  dp (i  —  iTt*^y  Vcosf 

de  *""       me*  sin  i  cos  t  *  dt  *""  aamc'sini  cosi 

De  là  on  voit  que  pour  rendre  -r-  jposilif,  il  faut  toujours  prendre  cosi  de 

signe  contraire  à  cos/t,  c'est-à-dire  que  les  angles  €  et  /x  seront  toujours, 
.    l'un  aigu ,  l'autre  obtiis. 

Par  cette  condition,  l'angle  t  sera  entièrement  déterminé,  et  la  courbe 
décrite  par  le  mobile  se  construira  au  moyen  de  l'équation 

qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations  /7*==/?i(  i  — •  c*  sin^-sj/),  y  c=: 

-y-  tang^Ç.  On  voit  par  ces  dernières,  que  p  restera  toujours  positive,  mais 

que  q  prendra  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives,  depuis  zéro  jusqu'à 
l'inÇni.  On  déterminera  d'ailleurs  les  coordonnées  x  elj  par  les  formules 
de  l'art.  38i ,  où  l'on  voit  que  l'ordonnée^  change  de  signe  en  même  temps 
que  la  variable  q. 

4io.  L'équation  qu'on  vient  de  trouver  pour  la  courbe  décrite,  peut  enr 
général  se  réduire  à.  deux  termes;  car  en  faisant  F  (4)  —  F(é)  =  F(Ç),  g 
étant  le  module  commun  à  ces  fonctions ,  on  aura 

mais  alors  il  faudrait  exprimer;?  en  fonction  de  ^.  Or,  d'après  l'équation 
supposée , .  on  a  (  art.    18)1  en  faisant   ^  (  1  —-  c'  sin^Ç)  =  A  (  0  )  et . . .  ^ 

y       Àtâ£-— c*8ÎTitco8tsînf  cosf 

Bfais  cette  expression  étant  assez  cûmp|iquée,, pi  e«li^ p^férable  de  laisser 
réqùation  dé  la  courbe  dans  sa  fpmie  à  trois  \ermc^  laquelle,  d'ailleurs, 
n'est  pas  moins  facile  à  résoudre ,  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  4^  par  le 
moyen  de  Ç,  ou  réciproquçméiat.  ■•  '    .  . 

Cette  équation  se  simplifie  d'elle  *iaép«ç  dapa  les  deux  cas  particulien  eà 
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le  point  A,  origine  du  mouvemenl^  est  une  apside  sapéneure  oa  infié- 
n6iif6. 

4it.  Si  h  poîoi  A  691  «ne  apside  mpéneore^  ce  point  ne  ponrni  ètte 
qv'oB  des  flommets  de  l'ellipse  p*=sm}  on  aura  par  oooséqoeiUi  dans  ce 
point,  wP'=im  et  ftaBf  7,  ce  qui  donnera  €=:o,  et  Té^fiiatioa  de  la 
coorbe  sera  nmpleoient 

%  le  point  A  est  une  apside  inférieure,  ce  point  sera  nn  sommet  de  FelHpse 
jfz^ifnfy  et  on  aura  nf'=,ni^  ^=^1^,  ce  qui  donnera  €£=:jir.  Dans  ce  cas, 
l'équatâoû  de  la  coorbe  contient  encore  trois  termes,  savoir,  ibF(e,  4)"*"'^^ 
==  F  ( X,  IC,)'^  mais  en  disant  la  même  transformation  que  dans  l'artide  pré- 
séknty  et  snhtritnant  dans  la  fimnnle  la  valeur  €=3<|«,  on  trouve  p  = 

V{^-ewiXL-^y^V(<^-^  ^^^""^  Ç)=P(«»  0;  et  comme  rien  n'em- 

pêche de  mettre  %|/  ao  lieu  de  Ç  dans  ce  résultat,  l'éqoation  de  la  coorbe 
sera  toujoors  de  la  forme 

A:F(c,4)  =  F(»,0; 
maison  aura  p  =3  -—J^L^^  et  g  =:  ^  tang  ^  C- 
413.  Sêêoml  cas.  Si  les  facteurs  do  polynôme  Qsoot  réels,  on  si  Ton  a 

m — jnT  a|/AB 

I  —  mm'  -^  Â+B' 

on  pouffa  iopposof 

a  et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  éqnatioDs 

*=        A+B-5? '  **— ÂTp=?' 


Soit  a"^  et'  f  si  Ton  (ait  x'  =s  i  —  —  et  9  =s  — r-  tangÇ ,  on  amh  la  tms- 
fonnée 

i/Q  '^  (/(iJa— «B)  •  |/(i— .^«n'Ç)* 
Soit  enfin  Ar=.  y/(l^^>)  =  y/O^'  «t  on  ann  ricfiiation  de\ 

AF(c,4)-.AF(c,0»F(»,0» 
c  étflM  k  titaor  4«  4  >*  P'*''*  ^  >  AnMé»  par  NfMtfM 
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«are  ss 7. 

on  trouTera ,  comme  ci-dessus ,  que  l'angle  e  est  toujours  de  même  espèce 
que  TT  —  ft,  ce  qui  achèvera  de  déterminer  cet  angle.  Ensuite,  pour  con- 
struire la  courbe ,  il  Êiudra  joindre  à  Péquation  précëdente  les  équations 

/>*  =  iii(i  —  c*sin*4)»  î  =  7^t^^§C- 

4i3.  Si  le  point  A  est  une  apside  supérieure ,  on  aura  é  as  O9  ék  l'«qua«- 
tion  de  la  courbe  sera  simplçn^eiit 

*F  (c,  4)  ==  F  (X,  0- 
Si  le  point  A  est  une  apside  inierieure,  on  aura  £  =  ^^  ;  aloi-s  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  encore  de  la  même  fOrme,  mai^  ou  aum  « #  . 

Lea  deux  cas  prinmpaujT  que  nous  tenons  de  développer  sont  les  feuls 
qui  soient  compris  dans  le  premier  système.  Nous  allons  donc  pasaer  à  Fexa^ 
men  des  cas  qui  appartiennent  au  second  système;  mais  pour  cet  effet  il 
&ut ,  comme  nous  l'avoua  déjà  dit,  détemuner  les  constantes  C  et  C  dam 
l'hypothèse  que  le  point  A,  Qri^Uïa  du  mouvement,  est  situé  sur  l'axe  en- 
tre les  deux  centres  dea  linges  F  et  & 

Recherche  des  cas  principaux  coMenus  dans  le  second  système. 

4i4*  On  a  déjà  vu  que,  dans  le  seeoud  système,  la  valeur  de  P  doit  tou- 
jours être  de  la  forme 

p  =  M  (m— ;>•)  (;>•-!-'»'). 
dana  laquelle  m  est  pentlf  et  <  i ,  /i/  étant  positif  aussi,  mats  d\]ne  gran- 
deur non  limitée. 

Dans  ce  système ,  la  valeur  de  p^  varie  entre  les  limites  zéro  et  m  \  (oui 
les  points  où  />'  =  m  sont  les  apsides  supérieures  S*,  S*,  S*,  etc.,  dans  les- 
quelles l'orbite  est  tangente  4  l'ellipse  tenninalrice/'^czrm;  tous  les  points 
où  ^'=0  peuvent  être  régardés  comme  des  apsides  inférieures  1",  1*,  P,  etc., 
piaiaque  la  aomna  dca  roy«ja&  veeteura  FI 4"  ^9  ^0  k  FG,  est  un mmî^ 
'''wv;  cas  .points  sont  en  m^me  tempa  h^  intevaectioua  de  U^  courbe  wm 
l'axe  eatre  les  deux  centres  F  et  G. 

4&S*  3oii  A  le  point  de  faxe  situé  entre  P  et  6 ,  qu'on  prend  pour  ori*  fs^  i^ 
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gine  du  mouvement;  soit  Y  la  vitesse  initiale,  et  fc  l'angle  EAH  que  fiiit 
la  direction  de  cette  vitesse  avec  Taxe  :  les  angles  /a^^jCê  sont  ouverts  d'un 
même  côté;  ils  prennent  naissance  lorsque  leurs  côtés  sont  confondus  avec 
la  partie  de  l'axe  dirigée  dans  le  sens  GF£. 

Cela  posé,  on  aura,  au  point  A ,  les  valeurs  t  =o,  ^=:9r,  £#  =  o, 

a 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  et  (2),  afin  de  déterminer 
les  constantes  C  et  C ,  on  en  déduira 

•  (l-f-JR*)* 

Mais  puisqu'on  a  en  générai 

et  que  cette  même  quantité  est  représentée ,  dans  le  second  système ,  par 
la  formule 

P=M  [mm'  +  (m— m')  p^  —p^], 

on  aura  pour  déterminer  M,  m,  m\  les  équations 

, ^aV*ii»*sîn> 


m-'^  ni 


A  aV»  —  -^  —  Bot*^ )  (i  +  »»'0*  —  aV* »•  sio» /« 


M  =  ■4=*A=A+B-iaV^,-^î^^ 

I  +  JIM»  •  •  (  I  +  !»•)•  ' 

ensuite  la  valeur  de  Q  sera  donnée  par  la  formule 
{x^mnt)  Q=:  A  — Biiim'  +  (A-f-B)  (m  — m')  ç»  +  (B  — Aiiwii')ç*. 
.   4i6«  Procédons  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (3),  et  soit  dV 
bord  p  =  i/m  cos  ?  ,  c*  =  — -r — 7 ,  on  aura  la  transformée 

^  ^_^  c  dg 

19^.  il  convient  d'obtenir  un  résultat  positif,  parce  que  la  première  valeoF 
de  p  étant  zéro,  celle  de  ^  doit  être  positive.  Or,  en  faisant  F'c— F(c,  ^= 

F  (c, %|/) ,  ou  algébriquement  tang  g  tang  ^|.  =  • ,  on  aura  ^^^  J^ria»^.) 
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\/(  —  r*  •  *^^  '  ^^  comme  Téquation  supposée  donne  cos  ^  =^.  • . . . 


— TT — " >  .  > .  X ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  fait  directement p  =    !/^^  f?  ;  .., 

on  aura  '        ,  :^ 

dp  ^_^        c  àf^  ' 

Cette  valeur  restera  toujours  la  même  dans  tous  les  cas  du  second  système  ; 

mais  celle  de  -^l  sera  d'une  forme  diflférente,  suivant  les  diiférehs  cas ,  c'est- 

à-dire  suivant  les  diflPérentes  formes  que  peuvent  prendre  les  facteurs  dont 
le  polynôme  Q  est  composé.  Nous  allons  examiner  successivement  ces  diffié-' 
rens  cas^  mais  nous  nous  bornerons  toujours  a  ceux  qui  supposent  les  quan- 
tités A  et  B  positives. 

417.  Premier  cas.  Supposons  qu'on  ait  à  la  fois  A>B/n77i'  et  B>  A/ww', 
en  sorte  que  mnî  soit  non-seulement  moindre  que  l'unité,  mais  moindre  que 

B    A 
le  plus  petit  des  rapports  j,  g-.  Soit  de  plus .(  A -l-B)'  (m  —  my 

<4  ( A  — •  B ww»')  (B  —  kmm')y  ou,  ce  qui  revient  au  même  , 

m  +  ml  '       ay/AB 
xJ^mm'  ^  ÉL  +  h* 

Ces  conditions  ayant  lieu  ,^  on  pourra  &ire 

Q  =  (M— B)  (i  +  a«cosft.y»  +  ay), 

«t  et  6  étant  déterminés  par  les  équations 

^•=a=:bw'    ^cose  =  >^   a-bW      - 

Cela  posé,  soit  q  =  -rp-  tang 7 Ç,  xsssin  j^ 9,  on  aura  la  transformée 

dq        I ^ 

j/Q~  !U/(1IIU-.B«)  '  1/(1  — «•sin*Ç)' 
Soit  enfin 

l'équation  (3)  denendra  î; 


1/(1— c»«m»4')       V<(i  — »'««•{).' 
et  son  intégrale  sera  t 

*F(«,4)  =  F(»,Ç)-P(«,0, 
T.  L  ^  56 
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£  étant  la  valeur  de  Ç  lorsaue  <=o  :  alors  on  a  ^=:  |/m*;  aÎDsi  e  est  donné 
par  réquation  tang  ?  ^  =  t/(tfm"). 

418.  Qierchoos  mamtenant  les  valeurs  ^  ttt  ^  ^  lorsque  ^3^0.  Puis- 
qu'on a  r's    —  ^  tang  ^  a»  s/t^,  ces  équations  étant  diflëren- 

ciécs,  donnent  pour  le  point  A  oh  pcno  et  ûê:sso  ,  ^^^^*^=*r^^^>  yd«=yd5p; 
donc  ^= —  •  ;£•= — ^— ;.Vsinft.  Cette  valeur  est  positivçj  donc  ^r»  qui 

est  du  même  signe  que^,  est  au:>si  positif.  Il  r^e  à  fiôre  eo  sorte  que  ne 
S0Î4  au&Â  positif. 

Or,  e«  a  ^=-V^co.^=^j,j  d«.rg=.^±^V  ««(^;*); 

d'uA  ^uXJpe  côtéj,  l'équaVion  9  =  77;^  *^^gïC  dpUtte  i2}  =5  j^  •  S^? '  ^^"^^ 
au  p#înt  A  y  00  aura 

Ainsi  la  valeur  de  ^  ne  ser^  positive  que  lorsque  l'angle  ft  sera  plus  grand 

qu'un  droit.  Dans  cette  hypothèse,  l'équalïon  de  l'article  précédent  est 
exacte ,  et  il  n'y  a  aucune  ambigùfté  sur  h  valeur  de  Tangfe  <  déduit  de 
l'équation  tang  7  if=;  i/Y^"*). 

419.  Mais  si  l'angle  fx  est  moindre  qu'un  droit,  alors  le  coefficiopt  ^ 

deviendra  négatif,  et  l'équation  (3),  dans  laquelle  nons  avions  négligé  le 
double  signe  y  devra  être  écBÎte  ainsi, 

Pour  la  ramener  à  la  tbriite  ordinaire ,  nous  preadrona  une  nouvelle  va- 
riable  Ç,  telle  que  tang^  tangÇ  =  ^  =  --pTp— ^,  ce  qui  donnera 

~  l/(tU^i«it^)  ='V(t-5^in'e) ^  ^^^  *  <îevra,êlç«  exprimée  en  fdbction 

de  Ç,  et  on  aura  a  =  -i-  .  —7 .  ^.gx  .  l  -  ^^  ftir  le  moyen  dé  cette 

valeur  substituée  directement  tkàs  la  quantité-^,  on  aurait  trouvé. . 
~  p^  =  at/(Ml-Ôk)   .jt^e^,^  »q^?^^  aiysi  J'éc^uatipn  (3),  qui  est  alors 


I  ■( 
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^  =  —  ^,  a  pom  tfdnsfbrtnéé 

et  son  int^rale  est 

€  étant  déterminé  par  Fémiatioo  {/(em^):=z^rrr «  ^>\  ^  ^  »     ;  d'où 

on  tire 


I  — mm* 


4^0.  Il  rësDite  de  cette  analyse,  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  de  la 
courbe  sera  représentée  par  la  même  formule 

*F(c,  4)t±,F(«,  o-FC»,  0; 

que,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  p  sera  p  ^^=*  t/f'i^^û't^M  ^  ^^'^^  *i**® 

les  forinules  qui  donnent  les  valemrs  de  la  variable  9  et  de  la  constante!  €, 
seront  différentes,  selon  que  l'angle  fi  qui  détermine  la  direction  de  la 
vitesse  initiale  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  angle  droit. 

Si  l'on  a  /x  >>  l 'Tt^  les  formules  dont  il  s'agit  seront 

# 

si  Ton  a  ft  <  jsr^  ces  formules  seront 


I  — «m 


o 


421*  On  pourra  éviter  la  dïstînôtîoil  dé  ces  deux  cas,  et  s'en  tenir  au  pre- 
miei;,  qui  est  le  plut  simple,  si  Fon  désigna  constamnient  fttr  F  èelt#  éts 
deux  centres  où  l'angle  FAH,  formé  par  la  tangente  AH  avec  l'axe  du  côté 
de  F,  est  un  an^e  obtuse.  Cette  hypothesir  ne  dimîntre  étftiéh  la  généralité 

FA 
de  la  solution,  puisque  d'ailleurs  /w**,  cpxi  représente  le  rapport tt^^  peut 

avoir  atie  valeur  quelconque  depuis  séro  jusqu'à  l'iafini,  et  qu'il  n'y  a 
aucun  avantage  à  supposer  le  poîtft  A  plus  prè»  ie  Fqve  tl^  Q^  oa  4|ui 
rendrait  m®  <  i . 

Pour  éviter  une  svbdmsfam  itttîKle,  fions  chi^ftâtms  de  même,  dans  les 
autres  cas  généraux  qui  nous  restent  à  examiner,  le  centre  relativement 
aMipici  k  «okflioir  se  présente  sônf  Iff  forme  far  pfhs  simple,  lorsqfttè  céCte 
solution  sera  susceptible  de  deux  formes. 

56.. 
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^22.  Nous  pourrions  passer  sous  silence  le  cas  de  /a^j^^  parce  que 
ce  cas  particulier  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  général  dont  nous  nous  occu- 
pons. En  effet ,  comme  on  aurait  alors  ^  =  o ,  il  faudrait  qu'on   eût  en 

même  temps  Q  =  o,  et  qu'ainsi  ^*— -m^  fût  facteur  du  polynôme  Q-  ce 
qui  n'a  pas  lieu,  puisque  les  facteurs  de  Q  sont  imaginaires,  excepté  dans  le 
seul  cas  de  6  =  0,  où  ils  deviennent  ^aux  et  de  la  forme  i  -t*^*>  non 
semblable  a  ^  — m^. 

Au  reste,  si,  dans  la  supposition  de  ^=7^,  on  cherchait  à  vérifier  la 
condition  (A  +  B)*(m  —  m')»<4(A  —  Bwim')(B  —  Aiiim'),  d'après  les 
valeurs  de  mm'  et  m  —  m'  données  art.  4>9>  ^^  trouverait  que  cette  con- 
dition n'a  pas  lieu;  car  elle  donnerait  pour  résultat, 

[iaV(i  — m*)  =  (^.  +  Biii')(i+m«^)]*<o. 

Ainsi  lorsqu'on  a  -^- — ^  <    J.  ^  ,   l'orbite  ne  coupera  jamais  l'axe  à 

angles  droits  entre  les  deux  centres  F  et  G. 

423.  Second  cas.  Soit  encore  A  >»  Bmm'  et  B  >>  Amm',  et  supposons  de 

plus  qu'on  ait  * 

m+m'  ay^AB 

i+W  ^   A  +  B' 

ces  conditions  ayant  lieu,  les  licteurs  du  polynôme  Q  seront  réels,  mais  il 
y  aura  deux  cas  à  distinguer ,  selon  que  m^^m'  est  positif  ou  négatif. 

424*  Soit,  1*.  m'^Mj  on  pourra' faire 

Q  =  (M  — B)(i  +  ay*)(i  +  AV), 

a  et  «'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

^    ,    ^/_(^-^')(A  +  B)        _._B-Aii^- 
''  +  "'—         A^Bmm'         >     *^— A-Bnui»- 

Soit  a>V;  si  l'on  fait  x*=  i et  y;=  -y  tang  Ç,  on  aura  ^^ 


;.  Soit  ensuite 


l/«       ^^'  »/Q 


•  (M#— B«)'  l/(i-.«»»in*C)' 

*=V(^'0=v/(^)' 
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*F(c,4)  =  F(x,Ç)-F(x,  6), 

€  étant  la  valeur  de  Ç  au  commencement  du  mouvement ,  valeur  connue 

par  l'équation 

•  tang£=:  ^(ûtm"). 

Mais  pour  que  l'équation  générale,  dans  laquelle  nous  avons  supprimé  le 

signe  ambigu,  soit  exacte,  il  faut  que  ^  soit  positif.  Or  on  a,  au  point  A, 

comme  dans  l'art.  4^8,  ^  =  - — i7-r"'Vcos(^ — fc).  D'ailleurs  l'équation 

^rs  —  tangÇ,  donne  au  même  point,  -j:  =  |/a.cos*é  .  ^;  donc  ^  sera 

positif  si  cos(<^— ft)  est  positif ,  ou  si  l'on  a  yx^  j^. 

Dans  le  cas  contraire,  il  faudra  transformer  la  variable  ^  comme  on  Fa 
fait  dans  l'art,  ^ig^  mais  on  peut  se  dispenser  de  ce  calcul,  en  choisissant^ 
pour  le  centre  F,  celui  des  deux  pour  lequel  l'angle  (jl  est  plus  grand  qu'un 
angle  droit. 

4^5.  Soit,  2®.  m!  >  m,  les  autres  conditions  étant  les  mêmes  que  dans 
l'art.  4^3,  on  pourra  faire 

Q=(M-A)(9*-ct)(î'-*'), 

a  et  CL*  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

,     ;       (ot'-.ot)CA  +  B)  .      A— Biftm 

Soit  flt  >  «':  si  l'on  fait  x'  =  —  et  ^sss-?^,  on  aura ^  s= 

ï/(iSi=^Â^  •  t/(.~1».ia^-  Soit  donc  *=  c  y/(i  .  *'^)=  /(iT?)' 
et  l'équation  (3)  deviendra,  en  supprimant  le  signe  ambigu  et  intégrant, 

AF(c,4)  =  F(»,0-F(x,  0; 
c'est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations 

4a6.  Pour  déterminer  la  constante  €,  on  aura  d'abord  l'équation  sin  c 
=:  x/y^  7  ^^  oe^te  équation  laisse  incertain  si  l'angle  €  est  aigu  ou  obtus. 

U  faut  fixer  cette  incertitude  en  satisfiEÛsant  à  la  condition  que  ^  soit  positif 
au  commencement  du  mouvement. 
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Or  on  a,  comme  dans  l'art.  4185  ^  =^  ^ — 7~^»  VcosT^tT  —  u):  d'ail- 

leurs  l'équation  q  =s  -r-^  donne  au  point  A ,  57  =  —  --; — —  .  ^ ,  ou 
^  '        sm  Ç  *  ^  dt  ya.oost    «' 

donc  ^  sera  toujours  positif,  si  l'on  prend  €  de  même  espèce  que  ft.  Cette 

condition ,  jointe  à  la  valeur  sin  €  ==  i/-^  y  détermine  complètement  l'angle  €, 

qui,  dans  ce  cas  comme  dans  tous  les  autres,  est  toujours  moindre  que  deux 
angles  droits. 

Si  l'angle  ju  est  droit,  e^est-à-dire  si  la  tangente  en  A  est  perpendiculaire 

à  l'axe,  on  aura  aussi  €  =  jTT,  et  l'équation  sin€=:  %/-^  donnera  a=m**; 

alors  Q  aura  pour  facteur  ^  —  m"*;  c'est  un  cas  dont  nous  avons  déjà  ren- 
contré un  exemple,  art.  4^3. 

Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  deviendra  A:F(c,4)=F(x,Ç)— F*x, 
et  on  peut  réduire  le  second  membre  à  un  seul  terme,  en  faisant  F(x,^ — 

F'x  =  F(x^  l^')jCe  qui  donnera  sin  ^  =  — ^r r^^Fv-   Supprimant  ensuite 

les  accens  dans  le  résultat,  on  voit  que  pour  le  cas  de  fe=-2^,  on' aura  les 
équations 

^2'].  Troisième  eas.  SuppoflOB»  maîiitenttBt  A  <  Bmm'  et  h^  Anun' , 

A  B 

OU,  e»  d'autres  termes^  A  <B ,  et  mm'  tout-à-la-fob  >  5 ®*^  <  t  5  «lors 

on  devra  faire 

Q  =  (M-A)(7'^«)(7»-h«'), 

et  et  et'  étant  des  quantités  réeUes  et  pontires  déterminées  par  les  équations 

*""*—         B  —  kmmf        '     **  "-B— Amm'- 
Soit  »•  =  ^.  et  9  =  ^,  on  aura  ^  =  p^^jjA^^jj^  .  ^.^j^^^ 

soit  entin  *=^y/(^  .  5^)=  v/(SS)»  l'équation  (3)  deri^idra, 
en  substituait  et  en  intégrant. 
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c'est  l'équation  de  la  combe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations 

P^  1/(1  — c»8m»4')»      ^~wÇ' 

Quant  à  la  valeur  de  £,  elle  devra  satis&ire  k  l'équatioa  cos<=  \/\J^  y  où 
l'on  voit  que  e  sera  toujours  <C  ;  ^  ;  niais  il  faut  en  outre  que  le  coefficient 
^  soit  positif  à  l'origine,  du  mouvement. 

Or,  l'équation  q  oosÇ  =:  |/«t  donne  au  point  ^9  ^  ^==*  ^  <^^  <  9  substi- 
tuant la  valeur  de  ^  de  Fart.  4^8 ,  il  viendra 

ainsi  la  valeur  de  ^  ne  sera  positive  que  lorsqu'on  aura  f«  >>  ^  ^. 

Si  Pou  a  f»=s-;7r,  il  faudra,  d'après  l'équation  précédente,  qu'on  ait 
€  as  o ,  et  par  conséquent  et  £=:  m'  ;  c^est  aussi  ce  qu'on  peut  vérifier,  d'après 
les  équations  de  Fart  4i5,  en  y  faisant  /t=r:^^^  et  combinant  ces  équa-> 
tîons  aveo  celles  qui,  dans  le  cas  présent,  servent  a  déterminer  a  et  et/. 

Dans  ce  cas  donc,  l'équation  delà  courbe  se  simplifie  et  devient  A:F(c,  4) 

dt 

=  F  (  X|  Q.  On  peut  d'ailleurs  s'assurer  que  la  valeur  de  ^ ,  €|uî  reste  indé^ 

terminée  dana  k  formule*  prftédente,  devra  être  positive.  En  effet ,  puis» 
qu'on  a  a  =  fii^^  la  valeur  de  Q  devient  . 

Q  =  (M-A)(y'-m«)(f +  «'X 
d'où  l'ott  veit  que  mf  est  la  plus  petite  valeur  de  q*  ;  donc  ^  est  positif,  et 

par  conséquent  aussi  ^. 

4^8.  Si  l'attglè  A  est  K.i'^^  on  ne  pourra  plus,  comme  dans  Tes  cas  pré^ 
cédeus  ,  obtenir  la  solution  en  choisissant  pour  le  centre  F  celui  qui  est 
placé  du  côté  de  l'angle  /bt  >>  ^  tt  ;  car  l'échange  qu'on  ferait  entre  A  et 
B,  substituerait  aux  conditions  A<CBmm',  B'^Amm',  des  conditions  dif- 
férentes B  <C  Amm\  A  >»  Bmmfj  inconvénient  t|ui  ne  s'est  pas  rencontré 
dans  les  cas  précédens.  Mais  il  y  a  un  moyen  très  simple  de  changer  la 

dt  df 

variable  Ç ,  pour  laquelle  ^  sera  négatif,  en  une  autre  ^,  pour  laquelle  ^ 
sera  positif;  il  consiste ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  à  faire  VÇ-^-Ti^s^F^K 


/ 
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X  étant  le  module  commun ,  ce  qui  donnera     ,.  _^,^^,-^=  —  i^fi  ^*fm*r? 
Et  comme  par  cette  stippasition  on  a  tangÇ  ^^gÇ'^=ç>  i^  ^^  résulte.  • 

Soit  d'ailleurs  i'  la  valeur  de  Ç'  lorsque  <  =  o,  ou  lorsque  q^zzznf^  on  aura 

Cela  posé,  on  peut  supprimer  les  acceus  qui  affectent  ^'  et  c',  et  la  solu- 
tion ,  pour  le  cas  de  /et  <<  ^7,  sera  donnée  par  les  formules 

A:F(c,  4)  =  F(x,Ç0-F(x,  0, 

cj/m.rin^:  ^_\/»'     |/(i— «'gin'Q        ^^.^_      /fm^  —  a\ 

439.  Ici  se  termine  Texameii  que  nous  voulions  faire  des  cas  principaux 
du  problème.  Car  si  on  avait  à  la  fois  B<C  Amnï  et  A  >>  Bmm'^  ce  cas, 
qui  suppose  A  >>  B,  est  entièrement  sembUtble  au  troisième  cas,  où  Ton 
a.  A  ^  Bmm^  et  B  >>  Amm[^  qui  suppose  B  ^  A.  Ces  deux  cas  se  réduiront 
à  un  seul,  en  désignant  constamment  par  F  celui  des  deux  centres  ou. 
réside  la  moindre  force.  Enfin  si  l'on  supposait  pour  dernière  combinaison 
A<Bmm'  et  B<C  Amm',  ce  qui  rendrait  né^tifs  le  premier  et  le  troisième 
terme  du  polynôme  Q,  il  &udrait  qu'au  moins  le  second  fôt  positif,  et 
qu'ainsi  on  eût  m'<^mi  mais  les  conditions  A^hmmfy  B<A/7tii/,  supposent 

mm'  >  1 ,  ou  m'  }>  — ,  ce  qui  ne  peut  s'accorder  avec  la  condition  ml  <^m. 

Ainsi  ce  cas  ne  peut  avoir  lieu. 

43o.  Pour  plus  de  clarté,  nous  joignons  ici  un  tableau  général  qui  con- 
tient le  résultat  de  tous  les  calculs  précédens.  On  y  trouvera  les  formules 
qui  servent  à  distinguer  et  à  résoudre  les  différens  cas  principaux  dans  les- 
quels se  divise  le  problème  général  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers 
deux  centres  6xes. 
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Tableau  général  des  cas  principaux  du  Problème. 

Nota.  Dans  les  deux  premiers  ci^ ,  les  valeurs  de  m  et  m  se  déduisent  des  données  im* 
médiates  dn  problème  m^,  V.  fs ,  par  les  formules  de  Fart  378;-ees  deux'  cas  Composent 
Je  premier  système,  dans  lequel  la  courbe  décrite  ne  peut  jamais  rencontrer  son  axe 
entre  les  centres  F  et  G. 

Dans  les  quatre  autres  cas,  les  valeurs  de  m  et  m'  so&t'diéfiuites  des  données  m®, 
^>  f^}  pai*  1^  formules  de  Part.  ^iS\  ces  cas  composent  le  second  système»  dans  lequel  il 
y  a  toujours ,  entre  les  centres  F  et  G,  un  ou  plusieurs  points  d'iûtersection  de  la  courbe 
arec  Taxe;  le  point  A ,  origine  du  mourement,  auquel  se  rapportent  lés  données  ih^j  Y, 
fs,  est  un  de  ces  points  d'intersection.  ... 


G>nditions  et  dénominations. 


m 


m' ^m^    c*=i— — , 


m 


CAS  I. 


I  —  mm 

.  _    Amm'+E        .  K»H-i»')(A+B) 

*  ~  A+Bmm"  ""  V(Amj»'+B).  ^Ç^A+Bmm') 


lin*!  = 


jn  — lit' 


jt> 


m^^  m 
•  de  même  espèce  que  «'— ^^ 


CoroUaint  /.  Si  l'on  a  m^  =  m. 


//.  Si  l'on  a  !»<»  =5  m', 


Équation  de  la  courbe. 


*F(c,4')-*F(fi,.)=F(.,Ç), 
/»•  =  m  (i  ^«^•iii*4'). 


*F(c,4')=r(,,o, 


*F(i,4)s.F(.,Ç), 


T.  I. 


«7 


«lo 
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1»— !«'  ^  «t/A»       ■  ''■ 

1  — mm'  •*  A+B' 

T    —  '~T+BïS      '        ~ï+EiS" 

(  I  de  mime  espèce  que  a-  ^  /*. 


CoTottairm  tl.  Si  l'on  «  ni'c=m, 


OoroUairt  II.  Si  l'on  a  m'^m', 


iFCc,+)-tF(c,.)=F(.,0, 
jB'=m(i^c"iin"4'), 


1  +  ™.'^  A  +  P'  m  +  i»" 


_._  B-^Aiaia'         ,     '        i(i»— »»')  (A+B) 

A— B»ini"*°*  "  V[A— Bmin').  V(B— Amm'}* 


=  «.st,   A=p\/;(4Ë:j^), 


On  devra  prenflre  pour  F  celui  d«>  deux  ceDtreiTen 
lequel  f  H^Wscf  AB  est  pliu  grand  qu'on  droit 


__     c^w»'.Hn4' 
'"  1/(1— c-ainVÎS' 


SECnC»)  B. 


4*1 
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de  la  courbe. 


CAS  IV. 

I  ^       (m— niO(A+^B)  ,      B  — Amm^ 

•"'^'^~        A.— Bwm'       '     *•  ■"  À  — Bmii^" 

tangi=:4/(<tOT<»). 

On  prendra  pour  F  oeki  de  deux  centres  rers  le- 
quel l'angle  ^=FAH  est  plus  grand  qn'mi  droit. 


itF(c,4')=F(.,Ç)-FC.,.), 


j 


A  >  Biniift^y    B  >  kmwt,     wl^m^ 

B — Aiiuit  B  —  Aji^m 

I  de  mftuie  espioé  que  f^ 


CASV. 


*•  •  i  • 


^>*»*i^i.  tu  ■    ■   I 


Le  etf  dt^arj^ir  âone  •zisi*-,  éi  W  nilmes  f( 
mules  sont  applicables.  Mais  Féquation  de  la  courbe  se 
réduira  à  dcfux  termes,  au  moyen  cle^  formufes  ci- 


iF(c,4.)=,FfeO-F(a^). 


P 


■'^       sin  Ç' 


I    •« 


. c|/m^.sin4^ 

'  cosÇ 


A<Bm»/,    9>ÈLmm\    <?*— 


0» 


CASVL 


^      (w'— ifi)(A-fB)         ,      Biiwwf  — A 
B  —  Amtn  B— •  Kmtn 


Wl  ■■     <  >■!      »l 


■  I 


.:f 


•  ■»  f 


!•  I    i. 


II 


•:    ^'ijf  '•»■  •!•    J 
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0— iftimi»  et  dteonvuttiom. 


'    lUpaSSoB  de  la  courbe. 


•       •  t 


\  ^<m^ 


m 


rut  :^i4/AB 

7  ^ 


I  —  mm!        Ah-B  * 


itF(c,g.)-itF(c,0=F(«,Ç), 


sin'  I 


m^-^wf' 


J   7 


f  de  même  espèce  que  «■  -*-^. 


Corollaire  il.  Si  l'on  a  m^^zm. 


.  l)     i^  V 


T'       .1   ■•  ''i  -  •  I^  i\\ 


Corollaire  IL  Si  l'on  a  m® 


,•       i      ■  /' 


11» 


»(<?,+)  5s:F(»/0, 


P' 


m 


I  —  c*  sîa*^^ 


•.L« 


^  =  V^-^<^- 


CAS  m. 


;_B— Amiri^         ._'        i(yyi— TO^)(A+B) 
^  A—B/n/i»'  '  ^^—  v/(A— Bnwi») .  V^(B— Ami»') * 


On  devra  prendre  pour  F  celui  des  deui  centres  vers 
lequel  tmifié^z^fàB  est  plus  grand  qu'un  droit. 


^  ""  1/(1— c*8inSfî' 
y=^.tangiÇ. 


•■     \ 


?r 


SEJCnO^  Q. 


4«t 


Cnniiiliont  et  dénominations. 


la  courbe. 


Éi  t  1  iTfc  «j- j^  -  ■      "*j>*  4     i^ Sis  ; , 


CAS  IV. 


*F(c,4')=F(.,Ç)— FC»,.), 


tang .  =  V/(*m"). 

On  prendra  pour  F  oeki  de  deux  centres  vers  le- 
quel l'angle  /t:=FA!R  est  plbs  grand  qn'im  droit. 


î  =  7if'>8Ç- 


">---=r.»=v/(^-  , 

"■•=\/(^)' 

•  de  mftme  espioé  qae  fs. 


CASV. 


.A» 


»■■«  ■  * . 


Le  flti  ëc;i3±ri«'  dmaeti=ia-,  étti»i*èmes  f< 


itF(c.4,)=,FC.,0-F(v). 

^'^i/(;[-Lv;rn«^y 

'*       sinÇ 


» . . 


t  ■  ■  «  • 


âF(c,4>«p  (•,(;), 


mules  sont  applicables.  Mais  F^uation  de  la  courbe  se   1     -«^     cym'.sin^^ 
réduira  à  dcfux  termes ,  au  moyen  cl^  formufes  ci-  \  t/(f— c^raîSf^' 


,      (»»'— w)  C A+B)         -      Bi»!»'  — A 


CASVL 


Wi  ■■   <    .    >■!    m 


,*FCff,4r)=F(*,0-F(.»0. 
'"^cS" 


■  rf 


P    «"S^^^»    ^^%>.1..-     »J    /    .;   .   ,    f     ,       /    1    V, 
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Conditions  et  dénominationi. 


CAS  VI. 


Éqiutioiia  de  la  courbe. 


^<i»V .  ooffi 


^  n/(5+7)' 


/ 


*F(c,,f)=F(.,0-F(.,.). 


iVbfti.  Si  Fon  avait  les  oonditions  B  <^  Amm' , 
A  >  'Bmm\  il  faudrait  faire  la  permatation  entre  A 
et  fi,  ainsi  qu'entre  F  et  G,  et  les- formules  du  cas  VI 
deviendraient  applicables  au  cas  proposé. 


è\n 


r 


Noos  allons  maintenant  développer  les  solutions  indiquée^  dans  ce  tableau 
général,  en  nous  bornant  â  celles  qui  ofirent  les  résultats  les  plus  remar- 
quables. Tïotts  donnerons  aussi,  dans  les  cas  principaux,  les  formules  qui 
servent  à  déterminer  le  temps. 

§ 

Développement  du  cas  i. 

» 

^3r.  Si  la  vitesse  initiale  et  sa  direction  satisfont  aux  conditions  du 
cas  I ,  on  connaîtra,  par  les  formules  du  tableau,  les  inodules  c  et  x,  ainsi 

que  les  constantes  a,  s  et  ^^=^\/(^^ — iji  ^^  moyen  dé  toutes  ces  don- 

nées,  l'équatipa^e  Forbite  sera  *F(c,  ^|/)  — .  A^F(c,  €)  =  F(x,  Ç),  et  on  aura 

en.méoK  femps;»*s=:iii(i  — c^sin*4)>  9  =  ^  tangïÇ;  on  pourra  donc 

trouver  tant  de  points  qu'on  voudra  de  l'orbite.  En  effet,  prenant  k  volonté 
l'un  des  arcs  4  >  C  >  V^  P^^^  comprendre  plusieurs  circonférences ,  l'autre 
se  trouvera  par  la  résolution  de  l'équation  ^F(c,  4)  =  A:F(c,  6)  +  F(x,  Ç), 
où  un  seul  terme  deviendra  inconnu.  On  connaîtra  donc  les  valeurs  de  p 
et  q',  quant  aux  sî^es  de  ces  quantités,  on  observera  que  p  reste  toujours 
*  positif,  parce  qu'il  ne  devient  jamais  zéro,  ses  limites  étant  t/m  et  ^nif; 
mais  que  q  prendra  le  signe  qui  convient  à  tang^Ç,  suiyant  les  valeurs 
indéfiniment  grandes  de  l'arc  ^.  Ensuite  le  point  correspondant  de  la  cpiirbe 
se  trouvera,  soit  par  les  valeurs  de  r  et  ^  exprimées  en  foncHons  de  pet  q 
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(art.  372),  sôit  plutôt,  pour  ne  laisser  aucune  indétermination,  par  les 
valeurs  des  coordonnées  GP  =  a:,  PM=J^,  lesquelles  sont 

a(i— /?y) 2apq 

.    433.  Puisque  l'orbite  dont  il  s'agit  est  renfermée  tout  entière  dans  l'es- 
pace que  laissent  entre  eux  les  périmètres  des  deux  ellipses  ;?*= m,  ^7*^111^,  Fig.  ao. 
décrites  des  mêmes  foyers  F  et  G;  soient  E  et  D  les  sommets  voisins  de  ces 

ellipses,  en  sorte  qu'on  ait  m  =  s7r  ^^  '''^^nâ'  ^^  deux  autres  sommets 

étant  L  et  K  ;  il  est  visible  que  l'orbite  qui  commence  au  point  A  ne  pourra, 
dans  ses  circonvolutions,  couper  l'axe  que  dans  les  intervalles  KL  et  DE. 
Voyons  d'abord  comment  on  détermine  ces  intersections  ^  qui  sont  des  points 
d'autant  plus  remarquables,  qu'ils  servent  à  compter  les  révolutions  et 
demi'^'révolutions  du  corps  dans  son  orbite^ 

A  partir  du  point  A,  le  point  B',  où  la  courbe  rencontre  son  axe,  se 
trouvera.,  d'après  le  n*  38!i ,  en  faisant  9  =  oo  ou  Ç  =  ^.  Soit  y'  la  valeur 
correspondante  de  <>[.^  de  sorte  qu'on  ait 

supposons  qu'on  ait  déterminé  ^  par  l'équation  F(c,  cT')  =  |  F'x,  ce  qui 

peut  se  faire  par  la  méthode  du  n^  7^  9  îl  restera  à  résoudre  l'équation 
F(c,  3.')=F(c,  €)+F(c,  cTO,  ou  simplement  F^sFi+FcT',  c  étant  le 
module  commun  â  ces  fonctions  \  or,  celle-ci  se  résout  par  les  formules  du 
n^  18,  qui  donnent 

de  la,  /^=m(i—- c*sin*y)  =  =^;  ainsi  le  point  B*  est  déterminé. 

433.  A  partir  du  point  B%  l'intersection  suivante,  qui  doit  avoir  lieu  en 
un  point  A'  situé  sur  la  partie  de  l'axe  ED,  se  déterminera  en  faisant  ^=0 
ou  Ç  =  oiTT.  Appelant  donc  y^'  la  valeur  correspondante  de  4  9  on  trouvera 

/  par  la  résolution  de  l'équation  F  (c,  >")=F(c,  €)  +  |  F'x  =  F(c,  g) 

+  aF(c,crO. 

S«it  ^''~  l'amplitude  qui  donne  F(c,  i")=!kE  (c,  cT'),  J^'  pourra  se  dé- 
duire trigonométriquement  de  J^,  par  les  formules  de  la  duplication  des 
fonctions;  ensuite  il  faudra  résoudre  l'équation  F^' =  Fc -f- FJ^'',  et  on 


i 
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déduira  une  valeur  de  \/(i  —  c*  sux^y")  pareille  à  celle  que  nous  avoos 
trouvée  dans  l'article  précédent. 

434*  E^n  général,  soient  B* ,  B*,  B',  etc.,  les  intersections  successives  qui 
ont  lieu  du  côté  du  ceutre  G;^  soient  A%  A%  A',  elé<  ^  eellei  qui  ont  lieu  du 
côté  de  F;  les  valeurs  de  Ç  et  \|/  correspondantes  à  ces  difierens  points,  sui- 
vant Fordre  avec  lequel  ils  se  succèdent  dans  le.  mouvement  du  corps ,  pour- 
root  §é  désigner  comme  il  suit,  en  y  joignant  tes  auxiliaires  ^,  /^,  €^^,  etc. 

Intersections B',  A',  B»,  A*,  B»,  A*,  B*,  etc., 

Ç AT,  mtf  Su",  4*»  5*,  &9f  yif,  e<c., 

Auiiliaires <r',  «T',  J^,  J^",  «T»,  /*,  «T',  etc., 

+ y,  y',  y",  >•%  >»,  >•,  >',  etc. 

AjNttit  doac  déterminé  la  prenière  Misiliatre  J"  sreo  toate  l'emetiludc  aéet» 

saire,  par  l'équation  F(c,  «T^sstF'x,  on  déterminera  les  suivaDtes,^, 

^m^  jviv^  cXq^^  par  les  formules  connues  pour  la  multipUcatioa  de  la  foBC- 
tioa  F(c,  J^')  ou  F/',  de  manière  qu'on  ait 

¥<^'  =  2FJ^,    FJ^'^^zziT^,    PJ^=:4F/',ete. 

Cela  posé,  chaque  valeur  de^  se  déduire  du  ^  correspondant,  en  résol- 
vant l'équation  F^^  =  FJ^-f-Fc,  dans  laquelle  >'  et  J^  prendront  un  même 
nombre  d'aocens^  tandis  que  c  reste  toujours  le  même;  or,  la  résotutioti 
de  cette  équation  donne  eu  général 

»/(^  -  ^  sin  y)  = . M^é^,h^.miri^     ' 

On  connaîtra  ainsi  la  valeur  de;^  =  m(i  —  c*  sin^ >'),  laqudkf  étant  égate  i 

CTV^  FA.*  mf 

^  ou  à  g^,  déterminera  le  point  dlnterdectiod  cérrespôBdanl  &*  pu  Af. 

Les  points  B' ,  B* ,  B^,  etc.,  sont  ceu»  où  le  corps  termine  la  r*,  la  3«, 
la  5*,  etc. ,  demi-révolution  ;  les  points "A%  A*,  A^,  etc.,  thaï  ctux  oi 

il  teraône  la  1'*,  la  !i* ,  la  3*,  etc.,  févolution.  Ces  points  seiçQnt  louadîf* 

4F*« 
férens  les  uns  des  autres,  dans  chaque  série,  si  la  quantité -=7- est irr^ 

tionnelle  ;  mais  si  cette  quantité  est  rationnelle ,  le  corps  reviendra ,  après 
un  ceftaiti  nombre  èë  révolutfoï» ,  atl  point  A,  d'où  û  était  paiti,  èC  la 
même  période  de  mouvement  se  renouvellera  à  l'infini.  "  r-. 

Baeffet  »  le  corps  reiieudra  au  point  A  ^  si  l'on  peuLfieiire  à  la  Sml^^^am  et 
^^  iss:  eir -^  Ci  ^'  et  e  étant  dea  nombres  entiers.  Ces  valeurs  élant  lubstitirfis 

dans  l'aïuitfliw  4^^^ 
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oa—pp  =  -.  Donc  si  la  quantité  -pp  est  un  nombre  rationnel  -^  le  corps 

reviendra  au  point  de  départ  A ,  après  une  période  composée  de  i  révo- 
Intîoiis  y  ce  qui  résulte  de  la  valeur  ^  =:  df ^.  En  retenant  ainsi  au  même 
point,  ou  voit ,  par  Téquatioa  (1}  »  que  le  corps  aura  la  même  vitesse  qu'a 
l'ongioe  du  mouvemelit  ;  mais  caila  vitesse  sara-tr-elle  dirigée  dans  le  mêaàe 
sens  ?  c'est  ce  qu'il  £iut  examiner. 

435.  En  général,  quel  que  soit  l'état  initial  du  mouvement,  û  le  corps  Fig.  t3. 
passe  deux  ibis  dans  un  même  point  M  de  son  orbite  ^  m  vitesse  en  ce  point 

sera  égale  dans  les  deux  cas,  et  la  direction  de  cette  vitesse  devra  faire  un 
angle  égal ,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  avec  la  droite  MQ,  qui  divise  en 
deux  parties  égales  l'angle  FMG. 

En  effet,  il  résulte  des  équations  (l)  et  (2),  qse  si  on  désigne  par  dz 

l'élément  de  la  «ourbe,  la  valeur  de  ^^  et  celle  de  ^  •  ^,  seront  ks 

mêmes  dans  le^  deux  passages  du  corps  par  le  point  M.  La  première  qoan* 
tité  est  le  carré  de  la  vitesse  ;  donc  la  vitesse  e^t  égale  dans  les  deux  cas  ; 

la  seconde  représente  le  produit  sin  TMF  •  sin  TMG,  ou  7  cos  FMG 

—  ^  cos  aTMQ ,  MQ  étant  la  droite  qui  divise  en  deux  également  l'angle 
FMG.  Donc  si  TM  est  la  tangente  de  l'orbite  au  premier  passage,  la  tan- 
gente de  Porbite ,  au  second  passage ,  sera  nécessairement  l'une  des  deux 
droites  TM,  T^^  également  inclinées  sur  MQ. 

Le  point  M  devient  un  point  double ,  lorsque  l'orbite  a  deux  tangentes 
différentes  TM,  T'M*;  jamais  il  n'y  aura  de  point  triple^  car  il  est  impos- 
sible que  trois  tangentes  différentes  donnent  une  même  valeur  pour  le  pro- 
duit sin  TMF  .  sin  TMG. 

436.  On  voit  maintenant  que  si  -^r,—  est  rationnelle ,  et  qu'en  conséquence 

on  puisse  fiaôre  '4/  ==  ê^  -f-  s  et  Ç  =  ^iV,  ce  qui  ramène  le  corps,  après  un 
lUMfibr^  i  de  réfolations,  au  point  A  d'oii  il  était  parti ,  il  aura  os  œ  peint 
la  même  viias^  Y  qu'au  pdint  de  dépi^t^  et  Ja  direetlo»  de  oetto  Vitaise 
devra  être  ég^lemi^nt  inclinée ,  dans  un  sens  ou  dans  i'autrt ,  aMo  Taxe  F6; 
c'fBt-è-dire  que  l'angle  £AH ,  qui  esl  ^  an  point  A  daDs  Fétet  iaitiel  du 
]|louYe«iait.,  jftft  pourra ^Ire  4|ae  /i  ou  ir  «-^^,  lorsque  le  ootpeeere  n^ 

feiHi.au  pw»t  A»'  Mais  perla  iFeleur^de  ^n^^*  4<^)y^^  ^^  T^e  ^  m$ 

pourrait;  fontiimer  4*4lw^poëUve,  si  a  la  pkce  de  ^  on  mettait  ««-^  /es,  pu»» 
que  d'ailleurs  l'angle  s  resta  toujours  le  méjne.  Donc  le  corps  A  revenu  au 
point  A  après  un  nombre  f  de  révolutions ,  aura  en  ce  point  la  même  vi- 
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tesse  et  la  même  direction  qu'au  commencement  du  mouvement  ;  ainsi  cette 
périokle  de  i  révolutions  devra  se  répéter  à  l'infini. 

437.  Si  au  contraire  la  quantité  ^^  est  irrationnelle  j  Torbite,  composée 

d'une  infinité  de  circonvolutions  toutes  dififerentes  les  unes  des  autres ,  devra 
remplir  tout  l'espace  renfermé  entre  les  périmètres  des  deux  ellipses  p^ssm^ 
p*  m'  ;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  aucun  point  de  cet  espace  qui  ne  soit  un  point 
de  l'orbite ,  ou  qui  n'en  soit  infiniment  peu  distant.  Il  fiiut  excepter  seule- 
ment le  cas  dem^ssoy  qui  donne  lieu  à  une  figure  particulière. 

Cette  propriété  n'est  qu'une  conséquence  fort  simple  des  considérations 
précédentes  ;  mais  on  peut  la  démontrer  directement  au  moyen  de  l'équa- 
tion k¥  {c,  4)*^  ^P  (^>  é)  s  F  (xj  Ç)y  qui  doit  satisfaire  k  tous  les  points 
f  de  l'orbite.  En  effet ,  supposons  que  pour  un  point  déterminé  M ,  compris 
entre  les  deux  ellipses  qui  limitent  l'orbite  y  on  ait/7*  =s/ii  (  i  — -  c*  sii|^  4^®) 

et  ^  =s  -4-  tang  y  Ç*;  si  l'on  satisfiiit  &  l'équation  iF(4î,4)  — i-  A:F(c,€) 

=  F  (jc ,  Ç) ,  en  faisant  %j/  ass  >P*  et  Ç  =:  Ç* ,  il  s'ensuivra  que  le  point  M  est 
un  point  de  l'orbite.  Supposons  donc  qu'il  existe  une  différence  quelconque 
entre  les  quantités  kV  (c,  4")  -^  kF  (c,  i)  et  F  (x,  f*)  ;  je  dis  qu'on  pourra 
néanmoins  satis&ire  à  Téquation  kF  (c,  4)  —  AF  (Cj  i)=  F  (»,  () ,  dans  un 
point  de  l'orbite  dont  la  distance  au  point  M  sera  plus  petite  que  toute  quan- 
tité donnée. 

Poui-  cet  effet,  soit  4  =  ^^ar  +  4* >  «^  Ç ^  ^^  +C°  (*  ^^J  ^^nt  des 
entiers  quelconques)^  le  point  déterminé  par  ces  valeurs  sera  toujours  le 
point  M ,  quels  que  soient  les  entiers  x  etjr.  Pour  qu'il'soit  en  même  temps 
un  point  de  l'orbite ,  il  faut  qu'on  ait. 

*[mpF'c  +  F(c,4*)  — F(c,£)]  =  4/F^»4.F(»,C^), 

ce  qui  donne Lx  —  M;r:=]!f  ^  en  fiiisant,  pour  abr^er,  L=ikF*Cy  M=2F% 
N=iiA:F(c,€)— iA:F(c,4*)+iF(x,Ç«),  Or,  en  prenant  les  entiersa: 
et  7*  suffisamment  grands,  il  sera  toujours  possible  de  satîsfiiire  à  l'équation 
ItX  -—  My  ==  N ,  de  manière  que  la  différence  des  deux  membres  soit  plus 
petite  que  toute  quantité  donnée.  Car  soit  pris  â  volonté  j^  =:  V,  V  étant  un 

entier,  et  soit  — ^ —  z=:  cf  ^  i"^  al  étant  un  entier,  et  «T  un  reste  plus 

petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  X'ssid  ^  on  aura  Lx  —  Bf;^  sss  N  —  LJ^.  Sup- 

posons  qu'en  réduisant  la  quantité  irrationnelle  ^  en  firaction  continue,  et 
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prolongeant  le  calcul  jusqu'à  lin  terme  assez  éloigné,  on  ailrp  pour  la  der- 


nière fraction  convergente  .vers  r^ ,  on  aura ,  par  les  propriétés  connues  de 


ces  fractions,  ji— s?  =m^>  J^' étant  une  quantité  positive  ou  négative 
plus  petite  que  l'unité,  d'où  résultera  LM'  —  VM  =  -^.  Soit  maintenant 
x=a'  +  M'z,j^=y  +  L'2,onauraLx  — Mr  =  lN  —  LcT  +  ^ 

'    'W  \   "^  THÎJ  î  ^        '^^  TUl  =  ^  +  ^   >  ^  éidiTki  un  entier , 
et  J^'  un  reste  plus  petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  2  =  c' ,  ce  qui  donne 

xz=z  af  4-cW,^=:4'  +  c'L%  on  aura  Lr  —  M^-sslN' ^p-.  Ainsi, 

l'équation  proposée  Lr  —  ^Ijr  =  N  sera  résolue  ;  de  manière  que  l'erreur 
ou  la  différence  entre  les  deux  membres  ne  sera  que  ^,  ,  quantité  moin- 
dre que  Tjj,  Or  ^  le  dénominateur  M^  donné  par  le  développement  d'une 

quantité  irrationnelle  ^  en  fraction  continue ,  sera  aussi  grand  qu'on  vou* 

dra  \  donc  l'erreur  dont  il  s'agit  pourra  être  rendue  moindre  que  toute 
quantité  donnée. 

438.  Après  avoir  déterminé  les  différens  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  l'axe,  û  importe  de  déterminer  avec  la  même  précision  les  apsides  tant 
supérieures  qu'inférieures,  c'est-à-dire  les  points  où  l'orbite  est  tangente  aux 
ellipses  terminatrices  ^*  ==  m ,  /?*  =  m'  ;  car  la  connaissance  de  ces  points, 
jointe  à  celle  des  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe,  contribuera  beau- 
coup à  donner  une  idée  exacte  de  la  figure  de  cette  courbe. 

Puisqu'on  a,  au  commencement  du  mouvement,  «4/  =  €^  €  étant  moin- 
dre que  i8o*,  ou  voit,  d'après  l'équation  ^*  =  m  (i  —  c*  sîn*  '\)y  que  la 
première  apside  rencontrée  par  le  corps  sera  une  apside  inférieure  si  l'on  a 
€  *<  4  "71*,  et  une  apside  supérieure  si  l'on  a  €  ^  |  ^r.  En  général,  si  l'on 
désigne  par  S',  S%  S',  et.c,  les  apsides  supérieures  ,  et  par  I',  1%  P,  P,  etc., 
les  apsides  inférieures ,  auxquelles  le  corps  parvient  successivement  à  par- 
tir du  point  A ,  ces  points  se  détermineront  en  donnant  à  4  I^'  valeurs 
successives,  savoir  : 

pour  le  point ••• .     T,  S',.P,**,  P,  S',  P,  S*,  etc., 

4 =  7*,  W,  Iw ,  a^,  Itt,  3*-,  I w,  4*,  etc. 
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U&udra  doDè  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  Ç,  en  observant  que 
le  premier  point  1'  doit  être  omis ,  comme  se  rapportant  à  une  époque  an- 
tërieore  ^à  J'ot^ine  du  mourement ,  n  l'on  a*i^  ^ir.  Il  n'^en  lest  fMU  omn» 
nécessaire  de  calculer  dans  tous  les  cas  la  valetir  de  (  qui  répond  au  point  I, 
parce  que  cette  valeur ,  une  fois  connue  avec  toute  lu  préoision  nécessaire, 
«ert  a  •èaleuler  trigoBométriquément  las  valoUrs  de  ^  ^^  cépondenl  4iui 
autres  points  I  et  S. 

En  "feislUil  -^  =±=  J  7f ,  on  aUi*a  â  résoudra  Pécfuation  ^^(r-^  ^  (u,  «)  s^ 
F^yÇ)^  en  fiiisànt  4  >=^onauraità  résoudre  l'équation  alF'&'>— ArF(c^i) 
=  F  (xy  Ç)j  ainsi  des  autres.  Pour  obtenir  une  plus  grande  Unifcmnité  dans 
la  résolution  de  ces  équations ,  supposons  qù^on  ait  déterminé  n  et  J^' par 
•Jiâli  estions  f**(l&,-if)'s:^  (<?,  é),  F(flc,  ^)'SBt  AF^;  Hsotinaissttnt J'wixi- 
liaire  ^'y  on  déterminera  les  auxiliaires  suivantes  J^[y  J^%  J^'^,  etc.,  de  ma- 
nière qu'on  ait 

FJ":ii=:  2¥<t\  Fcr'"=  SFcT',  FcT-'  =  iVr,  etc. , 

X  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Cda'posé,  si  l'on  appelle  \%  X'f,  V,A'%^^")  lesvaleursdei(^qmMpoii-. 
dent  aux  valeurs  successives  ^[/  =  JT,  ^,  f^,  27r,  etc.,  ces  quantités 
seront  déterminées  par  les  équations  suivantes,  où  z  est'le  module  Commun 
des  fonctions  ; 

jrVai=.Fîf'  —  JFH, 

P7?'  =  F^"  — Pif,'€tfe. 

Ces  équations  étant  toutes  de  la  même  forme,  il  suffira  de  résoudre  l'équa- 
tion générale  JFAsiPJ^— F)f,  d'où  l'on  tire,  par  les  fi>rmules  de  l'art.  19. 

o  •  i+€os/oos« — «•sia'/'siQ^^r  +  sinJ^siu^r  V^(i — Vsin'f  ).|/'(a— «•sin*/)' 

'Par  aatte^fenBlule,  où  l'on  donnera  a  cT  et  X  un  mêine-xioiabre  wd'acoans, 
«n  eonHattift  les  valant  ^ocesstves  A',  A'f,  A^?,  A'%  'AT,  A',  ^tc^}  ensuite  Jas 
apaidtis  iikféneUras  T,  If,  P,  II,  6lc*,'fter<Mit  dëtermlnéas.fsar  k  valaur  con- 
stante •;»■  £=  m'  cûiribinée  avec  les  valeurs  successives  ^"sss^naneffi*?^' , 

q  =  T-7^  tang  \  K"\  q  =  -^  tang^ A%  etc.  ;  et  les  apsides. s^jpéâeuce&S!^  ^%S?y 
S^,  etc.,  seront.déterminées^par  la  valeur  coQstante)9*=/ii  combinée  avec  les 
valeurs  sucaessives,^ ts^-ji  *<^6K^^fi^=^;^  ^^g  i^'%  9 = ^  tang  i  A«,  etc. 
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Âméj  la  série  fiiM  au  infinie  dfi$  ap&ideç,  tant  a^périantpes  q^Hnttirienaèai 
peut  être  détenaioéù  par  de  simpWs  foranjulea  trigoidométriquesi^  à».  ^'<nB» 
foia  oQi  m  oalenU  «vecb  Isk  procinM  oécemôce^  l'es  demot  qua»ëlés.  m  t^J^, 

Au  reste,  cette  série  sera  finie  si  la  quantité  -=q-^estrationnelle,eteIlespra 

infinie  dan9  le  cas  contraire.  Dans  le  gi:emier  cas  sont  côo^pris,  tous  ceux,  çi^ 
l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 

439.  11  ne'  sera  pas  inutile  de  cberçher  dans  quels  cas  ForbHe  peut  ai^îr 
un»  apside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  Taxe  EFGL;  car  dans  ces  cas, 
l'éc^uatiw-  de.1%  cwi^  4e  rëdnijriEi  4  dçui^  termea^  en  prenant  cette  ap^da- 
potu:  l'origine  du  mouvement;  et  alors  oi\  a  les  formyles  qui  répondent  à 
TuR  /)ea  corollairea  I  et  II  du  cas  I,  dan$  le  tableau  général^ 

Lorsque  la  quantité  -pT^  ^  inRationn^Uç»  lacpyrbe  passe  exactement,  ou 

à  un  infiniment  petit  près ,  par  tous  les  points  de  Taxe  EL  non  situés  entre 
F  et  G  j  ainsi  on  peut  placer  indifi<éreinmeut  l'origoie  du  mouvement  ^.-fQit. 
dans  une  apside  supérieure  au  point  E  ou  au  point  I4,  soit  dans  une  apside 
mfërieure  a.u  point  D-on.K;  et  on  remplira  égalemant  des  4^i|]t  maindipes  le^ 
but  qu'on  peut  avoir  de  réduire  l'équation  de  la  001^*1)6  à  la  fornici  la.  pUlfk 
simple ,  telle  que  la  donnent  les  corollaires  I  et  U  du  cas  I. 

Il  n'en  est  paa  de  même  si  la  quantité -^7- est  rationnelle  et  représentée 

par  —  y  car  ce  n'est  qu^  dans  un  petit  nombre  de  cas  que  l'orbite  pourra 

avoir  une  apside  située  tur  Y^ne,  -  .        . 

En  effet,  s'il  y  a  une  apside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  l'axe,  il 

faut  qu'on  puisse  avoir  &  la  fois  '^=a^  n,  et  Ç  =  Trn'y  n  et  n'  étant  des 

entiers.  Substituant  ces  valeurs  dms  Péquation  AF(c,%|/) — KF(Cy€)z=rF(xyÇ),' 
il  en  r^qlto  la  çqndîtiQi^ 

F'(c,  »)  _  ^        en' 

Ainsi,  il  n'y  aura  d'apside  sur  l'axe  qu'autant  que     ^ '  '   sera  une  fradioB  m- 

tionnelle,  qui  a^  pour  dénominateur  1  ou  un  diviseur  de  L  Si  cette  con- 
dition  a  lieu ,  on  pourra  prendre  pour  équa^onp  du  mctuveçient  qpUeç  qui 
appartiennent  à  V\m  des  coroUàires  I  et  II;  dans  le  cas  contraire,  cette 
réduction  ne  pourra  avoir  lieu. 

On  voit  pat  U,  que  la  sohi^ioii  à^  problj^e  èpnné  par  les  formules 

du  cas  I  auwt  p^rdu:  bmw^B  ^  ^  C^Q^Mitai  fr  |'o$  w^i^  ^VPOié 
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qa'au  point  A,  origine  du  mouvement,  l'angle  ft  est  droit,  ce  qui  revient 
à  supposer  que  le  point  A  est  un  apside  supérieure  ou  inférieure. 

44o-  U  reste  à  trouver  l'expression  générale  du  temps  employé  à  par-^ 
courir  un .  arc  quelconque  de  l'orbite.  Pour  cela ,  il  faut  recourir  à  la  for- 
mule (4) ,  où  l'on  voit  que  le  temps  est  composé  de  deux  parties  toujours 
additives,  l'une,  fonction  de  p  ou  de  4>  l'autre,  fonction  de  g  ou  de  Ç 
Nous  allons  chercher  successivement  ces  deux  parties. 

Désignant  la  première  partie  par  <',  il  Êiudra,  dans  l'équation  —p —  ==: 
""  /  _p»\«  •  7^  y  substituer  les  valeurs  trouvées  /?■  =  /w  (i  —  c*  sin*  ^  ) , 

-l^=/Qr^B)-T/(.-t^.in'4)>^^  on  aura  U  formule  à  intégrer 

•     (i4-n8ia*4')»     ' 
,  n  e -^  1     •  wic*  m—^m'  rv       aVMun       l/i—mm'\ 

OU  Ion  a  &.t,  iH>ur  abréger,  »=:7q:^=  T3:^''^=Ô37Ô-- VCâ+"b> 
Soit  Z(4)=y^^^^^.^  ,,  A  étant  mis  pour  |/(i  — c*8in*4),  on  aura> 
par  les  réductions  connues,  , 

a(.  +  »)Z(4)  =  ';^|^  +  E(c,4)-(,+J)F(c.4) 

+(2+»+-)  n(»,  c,  4')- 

Lorsque  4  =  7^)  l'intégrale  2(4)  devenant  Z',  on  aura 

a(i+»)Z'  =  E'c  — (i+0F'«  +  (a-|-/i+~)n'(n,c). 
Soit  nss  cot*  A,  on  aura  y  par  la  formule  de  Fart.  108» 

^^  [n'(»,  c)-sin"AF'c]=:i^  +  (Fc--E'r)F(A,  A)-PcE(A,  X). 

Donc  en  faisant,  pour  alléger,  K.=i7r4-(F'c— E'c)F(*,  A)— F'cE(*,A), 
on  aura 

Z-  =:  i  sin«  X /E'c  4-  **  sin«  XF'c  +  "±"'î''^  K\ 

44 1*  U  résulte  de  ces  calculs,  que  pour  une  valeur  quelconque  de  %)/,  on 
aura  <'  ou 

et  pour  la  valeur  déterminée  4  =:  î^  >  ^  devenant  T,  on  aura 


SECTION  II.  46» 

(I  — m)*  V  V  A.  +  BA-  ^     _ 

Donc,  si  l'on  a  en  général  ^  =  Itt  rh  4^')  I.  étant  nfi  entier  quelconque ,  et 
•4-'  un  arc  positif  ou  négatif  moindre  que  -^tt,  la  valeur' correspoiidan te  de  (' 
ou  «'(4)  sera  -     ^      r    .       > 

«'(4)  =  2lT'.+  l'(40, 
^  (40  <i^gQant  la  vtleur  de  t'  qui  répond  à  l'ampIUude  4',  et  qui  est  du 
même  sigae  que  %)/';  bette  quantité  sera  toujours  moindre  que  T^,  et  pourra 
être  évaluée  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra ,  par  les  formules 
que  nous  avons  données  pour  cet  objet.  _ .  , 

•On  voit  donc  que  la  valeur  de  t\  pour  une  amplitude  4  composée  de  tant 
de  circonférences  qu'on  voudra,  se  détermine  en  supposant  connue  la  valeur 
de  cette  quantité  pour  toute  amplitude  non  plus  grande  que  j'pr.  Si  la  quan- 
tité c  sin  %(/'  est  assez  petite  pour  qu'on  puisse^  prendre  i  — •  ^  c*  sin*  -Nj^'-pour 
|/(i  —  c^sin*-^/'),  la  valeur  de  f'(40  se  trouvera  très  simplement  parla 

formule  suivante ,  où  l'pfi  a  pris  un  angle  auxiliaire  fl  tel  que  tang  £1=    °^    ; 

t*  (4')  =i  D  sin  A[a  4-i  sin  2Û +(i  —  î  o»;)  ain'A  (a  — fsinaû)]. 

Ces  formules  supposent  le  temps  compté  depuis  4  =  0;  mab  comme  au 
commencement  du  mouvement  on  a  4=^9  ^^  ^^^^  regarder^ l'époque  où 
«N^  =  G  comme  antérieure  à  celle  où  •>[/  =  €,  et  en  conséquence  retrancher 
du  temps  trouvé  pour  uncvaleur  xjueleonque  de  4>  la  quantité  constante 
t'  (i)j  qu'on  déterminera  par  les  mêmes  formules! 

de 

443.  Pour  avoir*  l'autre  partie  du  temps,  il  fimt,  dans  la.fonûule 


a|/aa 

~  l^+rr  '  1^'  '"''*^'*"^''  ^^  valeurs jr  =  _J-  tapg  i  C ,  ^  = •  • 

-TT-  •  t/i  .  T^**"-?)  .  TTT —  . ':  ;;",  06  dui  donnera-     . 

—  ai^(;a'')i/('  — "w»0  r  ■'■■  ■        fgsin'C 


V 


Pour  obtenir  cette  intégrale,  il  faut  la  partager  en  deux  parties  t!'^t"^y  dont 
les  valeurs  seront,  entaisant  tt=5Sbt*7>»,  f  «sa  cot^if, . 

p.,       a     //a        I— mi»'\         a      //aa      i— miî»'\ 


ou 


AFPUCATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

w  (0 = -^f-3  (  e -sin  e  cose). 

(i  «"-«Cflm'^y^ 

Cette  quantitéentimlle, lorsque^  est  un  multiple  de ^;  elle  est  à Mni|Ni«9i'- 
mtii^  positif  ou  n^tif ,  lorsque  ^  est  un  multiple  impair  <W  iw.  Eit  ^aéral, 
il  suffira  de  connattre  la  fonction  W  (C)  depuis  Ç  s=s  o  jusqu'à  ^  ss^ir,  c« 
onaW(0  =  W(^  — OetW(7fHuÇ^)=3— W(0* 

443^*  Quant  à  la  valeur  de  l'intégrale  U  ou  U  ({) ,  ob  troorera,  par  les 
fiMtitdes  connues,  en  bisant  Â  rs  |/(i  —  z^ sin^Ç) , 

Sdit.  U*  la  valeur  de  U(Ç)  lorsque  f  =:^^,  on  aura 

(,  — ^•sin')!)  U'  =  — sin*)!E'x-f-ir  (f,  x). 
D^aillMrs^,  par  la Ibrmule  d^  p^ toQ»  pn»  tcouvei, 

—  F'xE(C,i.). 

t>onc,8i  l'on  ftît  pour  abréger,  11=1*4- (Fnt—E»x)F(^,  >»)— PxE(€,»), 
oa  aura 

(. -C- «n^O  U*=«in*«  (F*»- E'x)4- ,7(^?^r;3.H. 

.  444-  ^^  posé,  soit  ^is^l/K-jrCy  ^  étant  un  nombre  entier,  ^  ^  un 
arc  positif  ou  n^atif  mfmàn  que  ^^,.  on  aura  le  tem]»  colrrq^ndaat 
l"  +  £^,  par  les  formules 

Y»=— IXcosLîr.WCO. 

Soit  T^  la  valeur  quirépi^ad  à  {f  ss=-^sr^  lavoir,  T'e?^yll',  qa  awa  plw( 
simplement 

445.  Étant  donnéifriÉL  tabsiir  ÇssLsr-{f-^>  comm?  daa4  ractkde  précé- 
dent, si  l'on  veut  avoir  le  temps  total  du  mouvement,  il  fiiudra  chercher  la 
valeur  de  4  wnspuadaott^,  afin  4'eiR  4édaîfe  la  pKwiiik^  partie  du  temps 


•^ 
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àkà^gûAt  ^r  i.  ^oii-donc,  comme  ci^d^esus^  4  ^=  ^  *^  4^  ^  -é^Pt  41&1WH 


,  et  4^  ^^  arc  /<9^>  substituaoj;  ces.  valeurs  dan^  l'équation  de  la 
courbe  ^(c,  4)  —  ^F(c,  €)=T*(x,  Ç),  on  aura 

^  "^      F'c      ~  ifcFV 

Iiie^eMBd  Mea^Fe  étant  .un  nombre  ^imimu,  o^  cowuîtra  Tôlier  pair  o\^ 
4|iiî«en4f4MtK^  Aefplusj  on  4)Qn«aMra  ;^  ménj^  t^nip»  UthIcut  el^ Jk >s)0Qi|s 

-ie  %i  partie    ^^'       ;  «nsi ,  îl  ner restera  à  Tësoudre  que  l'équation  F {4? ,  4^) 

^=  'ftff 'e  y  dans  laquelle  Â'  sera  un  nombre  4onné  pkis  petit  qu«  i'wiîAé. 
Or,  cette  écpialion tpeut  étce xésolueavep  tel xli^é 4^^. précâsion  qu'jotp  vpjai- 
dra,  par  la  méthode  du  n*  71. 

446.  Ayant  donc  à  la. fois 4^  =  I'tt  -f-  4'  >  7 r=  ^^  "h  ?*>  o<*  trouvera , 
par  les  formules  précédentes ,  les  différentes  parties  du  temps ,  savoir  : 

/«'=— IVcosLTr.WCO, 

où  il  faut  observer.  qme^csifoncticNas  /  (4^)?  -^  ^^)»  "^  (^'^^  ipiinniit>  ^ 
même  signe  que  les  variables  4'  et  .^,  de^t  elles  dépendept. .  De  là  réfulte 
Je  temps -çhercbé 

.    (f:c=  AIT'  H-  :dLr-h^!(4')^r  ,(0— JJ'HWsCîr  .  W  (t^^^/tOO. 

nombre  N  de  révolutions,  on  aura  L.=:  aN,  ^==0,  cç  gui  dopnera 
Mais.dans  ce  même  cas  on  a  :^I -f-!"^)  =  42ï:!!^+*F±^  .  donp 

Désignons  par  r  la  durée  moyenne  d'uqe  rértilution  ==- ,  nous  aunnis   . 

«r,  les <^atttiNft -^^ ,  ^' «Mut  )4qs*^^tt«s que ^tpx .ua(te^,  etipiMcpip 
égales  entre' èUés;  Vie  mtême^es  qKanrtitiBS*^^^,'%i^iQiMipk»f>èffte^q«ie 
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l'unité,  et  presque  -égales  entre  elles  ;  donc  le  temps  moyen  d'une  révolu- 

F'» 
tion  approchera  de  plus  en  plus  d'être  égal  à  la  limité  i{V  -f-  4'^^  •  tëT"* 

Il  sera  exactement  égal  à  cette  limite ,  lorsque  -pr~  sera  rationnel ,  et  que 

le  temps  comprendra  une  ou  plusieurs  périodes  entières. 

44^*  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  résoudre  le  problème  inverse , 
qui  consiste  à  déterminer  la  position  du  corps  au  bout  d'un  temps  donné 
6  ausM  grand  qu'on  voudra.  On  prendra,  comme  dans  l'article  précédent , 

la  limite  r  =  4^^  +  4  T' .  j^^  ;  et  parce  que  le  quotient  —  doit  incUqiier  k 

très  peu  près  le  nombre  de  révolutions  faites  dans  le  temps  6  ,  on  pourra 

prendre  pour  première  hypothèse  Ç  =  27r  .  ^ ,  et  on  calculera  la  valeur  cor- 
respondante  de  /.  - 

Soit  cette  valeur  <  =  S  -f*  ^>  ^^  différence  défera  connaître  par  son  signe 
le  sens  dans  lequel  la  pren^ière  valeur  de  ^  doit  être  rectifiée;  et  comme 

un  temps  d  répond  à  peu  près  à  une  partie  "-  de  révolution ,  il  est  clair 

qu'on  devra  prendre  pour  secoidde  bypothèse  Ç  =  5wr .  ^ — •  *   '  - 

"■  Avec  cette  valeur,  on  calculera  le  temps  correspondant,  lequel  sera 
exprimé  par  S -4*  ^9  d'  étant  une  quantité  beaucoup  plus  petite  que  d. 
Désignant  donc  par  Çî  la  valeur  prise  pour  ^  dans*  la  seconde  hypothèse, 

on  aura  la  valeur  corrigée  CssÇ",  —  2^«— ,  laquelle  devra  suffire  pour  la 

solution  du  problème,  à  moins  qu^on  ne  veuille  obtenir  une  approxima- 
tion encore  plus  grande,  en  ayant  recours  à  une  troisième  hypothèse. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I. 

449.  Si  l'on  faitF(c,;4)—I'(c,«)=F(c,  2),  ou  simplement  F4—F<=Fz, 
Féquation  de  l'orbite  se  réduit ,  en  général ,  à  la  forme 

AF(c,z)  =  F(x,Oj 

et  pour  construire  la  courbe,  on  aura  toujours  les  équations 

^  s=  m  (  I  —  c*  sin*  •>).),  ^  r=  -^  tang^/{f  ;  mais  il  faudra  exprimer  p  en  fonc- 

tion  de  z ,  ce  qui  se  fera  ien  tirant  dcTéiiuation  F4 — F<  =  F«,  la  valeur  de 
l^^i-.c*sin*%^),  ou  A(4)>  parties' foritiides  du  n*  18;  on  aura  ainsi 
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p  A(f)A(z)— >c*8iniO(Mf  sinscoss 

|/iii  1 — c^sin'f  sin*s  *  -      • 

450.  Mous  allons  faire  voir  maintenant  comment  on  peut  trouver  tant  de 
courbes  algébriques  qu'on  voudra  qui  satisfassent  à  Féquation  kF(CjZ)s=: 
F(x,  2f).  Ces  courbes  auront  généralement  la  propriété  de  rentrer  sur  elles- 
mêmes,  après  une  période  composée  d'un  certain  nombre  de  révolutioDS  ; 
de  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  le  mouvement  du  corps  pendant  une  seule  pé- 
riode, pour  connaître  et  déterminer  le  mouvement  au  bout  du  temps  quel- 
conque. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  si  l'orbite  rentre  sur  elle-même  après  .un 

certain  nombre  de  révolutions,  la  quantité  -p;p-  doit  être  rationnelle.  Cette 

condition  aura  donc  lieu  généralement  dans  toutes  ]es  courbes  algébriques 
que  nous  allons  déterminer;  mais  elle  pourrait  avoir  lieu  aussi  dans  une 
infinité  d'autres  courbes  qui  ne  seraient  pas  algébriques. 

Ce  n'est  que  par  des  suppositions  particulières  sur  la  valeur  de  la  vitesse 
initiale,  ou  sur  celle  dé  quelques-unes  des  autres  données  du  problème, 
qu'on  parvient  à  obtenir  des  courbes  algébriques;  mais  les  résultats  de  ce 
genre  ont  encore  une  telle  généralité,  que  non-seulement  le  nombre  dea 
courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire  au  problème  dans  le  seul  cas  P' 
est  infini,  mais  que  l'on  peut  former  une  infinité  de  systèmes  difierens  qui 
y  satisferont  également,  et  dont  cbacun  comprendra  un  nombre  infini  de 
courbes  algébriques  des  formes  les  plus  variées  et  les  plus  bizarres. 

45 1.  Soit  d'abord  x  =  c,  et  k  ou  1/(^^3 — ;}  si-,  -  étant  une  fhic- 
tion  rationnelle;  on  aura,  en  supposant  i^^e, 

et  l'équation  A:F(c,  z)  =  F(x,^)  deviendra  iF(c,  s)=:eF(c,  Ç),qu  am- 
plement iFz=:eF^,  c  étant  le  module  commun  à  ces  deux  fonctions. 

Par  les  propriétés  connues  des  fonctions  F,  on  pourra  toujours  remplacer 
l'équation  transcendante  iF(c,  z)  =  ^F(c,  Ç)y  par  une  équation  algébrique 
équivalente;  et  si  l'on  combine  cette  équation  avec  les  valeurs  de  x  et  de  j^ 
exprimées  en  fonctions  de  p  et  if  y  qui  elles-mêmes  s^expriment  trigonomë^ 
triquement  au  moyen  des  arcs  z  et  Ç ,  on  aura  l'équation  cherchée  de  la 
trajectoire.  Mais  il  sera  toujours  plus  simple  de  ne  point  fiiire  d'éliminatioDy 
et  de  construire  la  courbe  par  le  moyen  de  l'équation  A:F(£?,  2)  s:  F(c ,  ^), 
T.  I.  59 


^  APPUCATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

qui  fera  connaître  tant  4e  valeurs  oorrespondantes  qu'on  voudra  des  va- 
riables js  et  Ç" ,  et  par  conséquent  taM  de  points  qu'on  voudra  de  cette  courbe. 

'452.  En  donnant  à  -  une  valeur  rationnelle  quelconque,  plus  grande  que 
deux  unités,  on  connaîtra  la  valeur  du  module  c  qui  détermine  entière- 
ment l'équation  iFz  =  ^F^;  et  comme  la  quantité  -^  se  réduit,  dans  ce 

cas,  à  —,  il  s'ensuit  que  l'orbite  rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  i 

de  révolutions,  ou  -,  selon  que  i  est  impair  ou  pair. 

Etant  donnée  la  fraction  rationnelle  -  >•  2,  d'où  l'on  déduit  la  valeur  du 
module  c;  étant  données  également  les  forces  A  et  B,  ou  seulement  leur 
rapport  ^r,  les  valeurs  de  m  et  m^  ne  sont  plus  arbitraires.  En  effet,  les  for* 
mules  du  cas  l"  donnent  m'=s/ii(i— -c*):=/?i6*,  sin^Q=sx:=sCy  cos9 
=  I  —  ac*  ;  substituant   ces  valeurs  dans  les  équations  a*  :=;       ,  ^ — 7. 

:Mtcos6s=> — jLi^    "^ — ^,  et  éliminant  «,  on  aum  pour  déterminer  to, 

T-équation 

1  — ac»  ai/ÂB 


i—^mP— cv/(c»+i6*4)*  A  +  B* 

Coniraissantmet  rhf^  les  équations  du  n^378  donneront  cette  relation  entre 
les  données  m®  et  fe,  à  l'origine  du  mouvement, 

iang  fA—     ^^g     . ^——^j^—^. 

Cette  équation  détermine  l'angle  fe,  d'après  la  valeur  connue  de  m^,  com- 
prise entre  m  et  ni  j  ou  d'après  la  position  donnée  du  point  A,  entre  les 
points  E  et  D,  connus  par  les  valeurs  de  m  et  de  m\  Elle  servirait  éga* 
lement  à  détenptner  nf  par  le  mojren  de  ]be ,  ce  qu'on  ferait  par  les  formules 


I»— 


!»• 


zrS=(73rS)-*«°8'5t, 


.  _acot)at/C(i~m)(i-mO(A  +  Biiiii>0] 

«nax—  (^_;n')t/(A+B)  / 

%  étant  une  auxiliaire  qui  exige  que  cot  /a  ne  passe  pas  la  limite  d'où  ré- 
sulté sin  a%  =  t ,  et  tang  %  =  i. 

'  'Dans  les  deux  cas,  la  vitesse  initiale  nécessaire  pour  que  la  courbe  dont  il 

^  s'agit  soit  décrite,  est  donnée  par  l'équation 
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iaV. 


jH>  A-IbBnu» 


/. 


453.  Soit,  par  exempte,  '=^4?  ^=319  ooi  aurai^sf^  ^&*=:|,  et  la 
courbe  qui  a  pour  équation  4^{»)^=^¥{Ç)  rentrera  sur  eUe-méme  après 
deux  révolutions;  dans  ce  cas,,  m  devra  satis&ire  à  l'équation 

mv/(a8g>_|/(AB)  ^ 

5-ii3/»*       A+B" 

Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  de  cette  courbe  datas  lé  cas  W  rplui  Fîg.  ai. 
sin^ple,  sappodODS  m^^sm^  afin  qu'on  ait  6  =  0  et  2s=4}  le  point  E  sera 
rorigine  du  mouvem^tot,  et  sera  en  même  temps  une  apside  supérieure. 
Pour  avoir  le  premier  point  B'  011  la  courbe  rencontre  son  axe,  il  fiiudra 

faire Ç=sar,  ce  qui  donne F4/=|-F"c,  sin^ss  ^      ,;,^'£=y?i(i— c^sin*^^) 
=  iiiA=^\  d'où  résulte  GB'  =  -^. 

FB*  '  1  —  mb 


La  seconde  intersection  A'  se  trouvera  en  fiiisant  2f  c:^  2!T,  ce  qui  donne 
'^zss^TTy  /^=ii?i6*Ecm'} ainsi  le  point  A%  qui  se  confond  avec  le  point  D, 
est  en  même  temps  une  apside  inférieure.  De  là  le  corps  retourne  au  nœud  B, 
puis  au  point  E,  où  s'achève  la  période  entière  de  deux  révolutions.  Au 
reste,  le  point  D  ou  A*  partageant  Forbite  en  deux  parties  égales  et  sem- 
blables, il  est  visible  que  toutes  les  révolutions  du  corps  seront  d'une  égale 
durée. 

.  454*  Prenons  encore  pour  exemple  les  valeurs  i  =  3,  e£=  l,  d-où  résulte 
c*  =  •^,  4*=j^;  la  courbe  ayra  pour  équation  3F  (z)  =F(Ç),  et  elle  ren- 
trera sur  elle-même  après  trois  révolutions.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  m 
devra  satisfaire  à  l'équation , 

/jmy/'jo    v/(AB) 

i6— Mm*~  A+B' 

A 
Par  exemple ,  si  Ton  fait  -=•  =a,  ^ ,  on  aura  m  =  rr  >  et  'w'  =  mb^  =  |. 


B 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  m^'zszmy  afin  que  E  soit  encore  le  Fîg.  33. 
préimer  point  de  la  courbe-,  et  qu^on  ait  z=^,  />^ss  ifi(i  •—c^Mn*^). 
Le  premier  point  d'intersection  B*  de  la  courbe  avec  l'axe  se  trouvera  en 

faisant  Çcs^,  n)/=:y,  et  déteifninant  >'  par  l'équation  F^sf  F'c,  ce 

'         '•  GB* 

qui  donnera  /i'  =  m  (i  —  é*  sîn*;^ )  =  =gj .  •      . 

Le  second  point  d'intersection  A'  se  trouvera  en  Causant  (=s!i^,  'i^s=:y"y 

FA* 

ce  qui  donnera  ¥y"z=:^  ¥*c=i2Fy'^  ensuite  p^ssm{A  T-c^^V^y")  ==  qTt3 
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Enfin  soit  Ç  ==  3!T  ,  4  =  y^^y  on  aura  ¥y"'  ==  aF'c ,  y'"  =  'TT  ,  et  par  con- 
séquent p^zzsm'y  ainsi  le  troisième  point  d'intersection  B*  se  confond  avec 
le  point  Ly  autre  extrémité  du  grand  axe  EL  de  Tellipse  terminatrice ,  et  ce 
point  sera  par  conséquent  une  apside  supérieure. 

Le  point  L  où  le  corps  achève  sa  troisième  demi-révolution  est  visiblement 
le  milieu  de  l'orbite  entière,  composée  de  trois  révolutions,  après  lesquelles 
le  corps,  revenu  au  point  E,  commence  une  nouvelle  période  de  .trois  révo- 
lutions,  et  ainsi  à  l'infini. 

On  voit  que  la  courbe  aura  deux  nœuds  ou  points  doubles  situés  en  B* 
et  A',  et  deux  apsides  supérieures  situées  aux  extrémités  E,  L  du  grand 
axe  de  l'ellipse  terminatrice  ;  quant  aux  apsides  inférieures,  il  y  en  a  éga- 
lement deux ,  I'  et  1%  qu'on  déterminera  en  faisant  successivement  4  =  7"^ 
el-4=^^î  soient  A'  et  A'"  les  valeurs  correspondantes  de  Ç,  on  aura ,  pou* 
déterminer  A'  et  A'",  les  équations  FA'  =  3F"c,  Fa"*  =  pF'c,  d'où  résultent 
A'=sf  ^,  \'^s=s.^7r\  ainsi  le  point  l\  situé  au-dessous  de  l'axe  EFG,  sera 

déterminé  par  les  valeurs  p^  =  m',  q  =5  —  tang  |  ^  =5  —  -^,  et  le  point  !♦ 

sera  placé  semblablement  au-dessus  du  même  axe. 

455.  La  supposition  de  x=c  nous  a  fait  connaître  un  système  de  courbées 
algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I;  on  trouvera  également 
d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques ,  en  tel  nombre  qu'on  voudra , 
par  les  suppositions  xs=c*,  c^%  c**%  etc«,  -cette  suite  étant  formée  suivant  la 
loi  des  modules  décroissans. 

Soit  d'abord  «ssc*,  on  aura  F(c,  «)  =  — 21-.  F(c*,«'*),  et  par  coosé- 
qucnt*(i±^F(C,;^)«F(x,Ç)  =  F(^,0-  Mais  ona  c-=^^^.; 
donc  ^T-"^- — )  5^  k/xlI   otJ-  Soit  cette  quantité  =  -  ;  on  aura 

et  l'équatiion  de  la^^nmrbe  deviendra  iF(x*)seF(Ç),  le  module  commun 
à  ces  fonctions  étant  c*. 

Les  nombres  1  et  ^4tant  entiers ^  et  i  ^  0,  il  y  aura  toujours  une  équa- 
tion algébrique  qui  représentera  cette  équation  tranacendaiite.  D'ailleurs, 
entre  z^  et  z  on  a  lj|k[ij|f|tjk>n 

sin  (  22  — •  a*)  =  c®  sin  a*. 

ji.  - . 

Ainsi  en  y-joif^ant  les  valeurs  de/i  et  7  de  l'art.  449  >  ^^  ^^'^^  ^^^  ^^ 
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moyens  pour  construire  la  courbe  et  .pour  en  trbQyelr^  si  Ton  veut^  l'équa- 
tion rapportée  aux  coordonnées  ûc  eljr.     ' 

Et  comme  la  quantité  -^  se' réduit,  dans  ce  ca»^  à  -  ^>  ,  ou  *  ,  on 

voit  qu'il  &udra  i  révolutions  pour  que  la  courbe  rentre  sûr  elle-même. 

456.  Étant  données  la  valeur  de  -  >>  i  et  celle  de  ^,  les  valeurs  de  m 

et  m'  ne  sont  plus  arbitraires.  En  effet,  les  formules  du  cas  I*'  donnent 
wlzmmVy  sini8=x,  cosfl=i— 2X%  4cos*fl(A+Bm/rt')(Aiiim'+B)s=s 
(iii  +  m')»(A  +  B)'j  de  là  on  déduit,  en  fidsant  C*=i— x*, 


^ni       :1^    AB         C^(i  — ai^)* 
(I  — m'ifi)-  ~  (A+B)*  •   -^(1+^)  * 

Connaissant  mm',  dn  aura  mz==.^\mmf  et  ni!^=sb^(^mm).  Ensuite  on 

aura,  comme  dans  Part.  4^3,  uuë^  relation  entre  m'  et /te,  qui  laisse  une  de 

cés'quantités  arbitraires,  et  d'où  l'on  déduit  enfin  la  vitesse  nécessaire  pour 

que  la  courbe  dont  il  s'agit  soit  décrite.  r    >     i 

457.  Soit ,  par  exemple,  i  =  3 ^  e  =  i  ;  on  aura  c*'  ==  x*  ==  7,  C*  =  f , 

c*  =  3  v/3(2  —  v/3),  i  =  2  —  v/'S ,  et  la  valeur  de  mmf  de\ffa  être  déduite 

de  l'équation 

SSmnft''  AB 


(1— mjpO*       (A  +  B)*' 
Si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que,  le  point  E,  où  /i*  =  m,  est 
l'origine  du  mouvement,  on  aura  J5=:-4/;  l'équation  de  la  courbe  sera 
:iF4^  =  F^,  le  module  commiirv étant  xc=s  V^j;  de  plus  on  aura,  pour 
construire  la  courbe,   les   équations  sin  (  asp  — -  «^*)  ss  x  èin  4^>  /i*  = 

m(i  — c'siu'-sj/),  y=  -p-  tang'xf.  D'après  ces  équations,  on  trouvera  que 

la  courbe  rentre  sur  elle-même  a^res  detix  révolotiopSi^  qu'elle. est  d'une 
forme  analogue  a  celle  de  la  figure  q  1 . 
458.  Pour  avoir  un  troisièipe  système  de  courbes  algébriques,  soit  x=:=c^, 

on  aura  F(c,  z)=  .  -r •F(c^,  z~),  et  l'éqaaUende  la  courbe 

deviendra 

On  a  déjà  trouvé  k ,  =i/r^3— ^  ;  multîplSint  dé  ptit  et  d'autre  par 


OU  — x^,  et  observant  que  c*  :=  — r-*  1  on  aura 
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*.i±£,;±-=y(i±^±£). 


Soit  cette  quantité  csr^  afin  qu'oh  ait  réqnation  de  la  courbe  iT  (z^)  = 
eF(2f),  X  étant  le  modulé  oomuiun  à  ces  fonctioii's,  on  aura 

* —  «•+8»^ 

Ou  voit,  pjçjr  oejtte  formul^,  cpie  toute  valeur  rationnelle  de  -  plus  grande 

que  jy  donnera  unè^  valeur,  de  x  comprise  entre  o  et  ^^^  et  qu'ainsi  on 
aura  une  courbe  algëbricpie  qui  satisfera  au  problème,  en  laissant  encore 
arbitraires,  tant  le  ra^pclrt  lie  A  a  6,  que  l'iinê  dés  deux  quantités  m""  et  /a 
relatives  à  l'état  initial  du  corps.  Cette  courbe  rentrera  sur  elle-même  après 

im  nombre  de  révolutions  qui  peut  être  déterminé  par  la  quantité  -pp  ; 

k 
et  comme  on  a  V^e  w  (i  ■+•  c^)  (i  +  c**)  F'»,  cette  quantité  =  -  (i  -^-  c^) 

x(i-^^c^)==^,— .  Dç^c  le  nombre  de  ces  révolutions  sera  ai  ou  /,  selon  que 

e  est  impair  ou  tMik«\. 

On  aura  d'ailleurs,  pour  construire  la  courbe,  les  valeurs  de  p  et  ç^ 
comme  dans  l'art.  449  »  ^(  di  plus  les  équations 

.    sin(a;5  — z*  )  =  c** sin jk% 
/  sin(a«*  — «••)  =  x  sinz**; 

4%-  Mous  remarquerons  enfin  que  la  suite  des  modules  décroi8sans><;,c**, 
p? ,  etc.  y  étant  Ué^jiiar  une  même  loi  à  la  suite  des  modules  croissans  c,  c' , 
c"y  etc.,  on  pourra  obtenir  une  infinité  de  combinaisons  nouvelles,  en  ^i* 
sant  X  ^al  à  l'un  des  tcfrmes  c\  c'',  etc.;  et  chaque  supposition  donnera 
naissance  à  une  ëérie  infinie  de  courbes  algébriques  qui  satisfieront  tontes 
aux  formules  du  cas  I*'. 

Soit,  par  enéiàplByZsszc')  puisqu'on  a  F(c,  «)  = -x* F(c?',  z') ,  t'équa- 
tl6n  *F(c,«)  =  iF(*,Ç)  deVididraY^F(20  =  F(O/^'  étant  le  mo- 
dule commun.  Soit^  ■  ^«^  oo- i  '  \/( \2  0^  "  >  **  ^^^^  substitue  dans 
cette  équation  1^  Vfilevr  x  =  -^ ,  il  en  r^ultera 


-   t 


3**  — g  Kai«4.a«*t*4.3aa<) 


SEGTICBS  ir.:  îV  47' 

formule  qui  donnera  c<3-^3t/3,  jpocurvu^'da  âiit*i>4d^  on  connaîtra 
ensuite  X  par  sa  vvaleur  -2^ ^  et  son  icompléaftent  €i=±  v/^iC^^x*)*^' 

.Gela  posé,  la'cqurbe  décrite  aura  pour  équation  iF(2')=:eF(^,  se  étant 
le.môdule  commun;  on  aura  m  même  temps  l'équation  tang(z  — 2^)s= 
étangs,  à  laqudAe  opi  joindra  les  valent  de  p  et  q  données  art.  44^* 

îQuànt  4m  nombre  de  révolutions  qui  cdnljitise' chaque  péiibde,  il  de  déter* 

minera  par  la  quantité  -^7-,  qui  se  réduit  a  7-  ;  ce  nombre  sera  donc  1,  ^i 

ou  ^1,  selon  que  i  sera  de  U  forme  2n+  l'y  4^ '^r  2  ou  4^. 

460.  U  est  inutile  de  pou^r  plus  loia  'nos  recherches  sur  les  courbes 
2|lgébriques  qui  peuvent  satisfaire  aux  formules  du  cas  I;  il  y  «i  a,  copime 
on  voit,  une  infinité  dans  chaque  système,  et  le  nombre  de  ces  systèmes 
peut  être  multiplié  à  l'infini.  D'ailleurs,  j'observe  que  les  courbes  ainsi  détèr-* 
minées  sont  difiérentes  de  celles  qù'EuJier  a  indiqué^  daQs  les'  Mémoires 
de  Berlin,  année  1760,  celles-ci  étant  toutiss  rtBtpportéea  à  des- foncions 
dont  le  module  =  ^7.  Or,  dans  les  formules  du  cas  I,  on  ne  peut  jamais 
avoir  x*  =  ^,  puisque  cette  valeu)^Tèndtttttlie*cbefllcient  k  infini. 

Du  cas  péârticuUir  oi  ton^€t  M* iigzxi. 

^  4^1*  L'hypothèse. /it^so  réduit  l'ellipse  p*  =  m'  à  son  grai^d  as^eFG; 
on  a  alors  c=i ,  et  l'équation  de  la  qourbc^ ]t}^vi/ent  AF ( i ,  z)^'S (l(,  C)> 

ou  - 1<^  Vi— siag/  ^™  '^  C  *  >  "Oî  ain»,  on  ne  peut  avtfîr  z  œï^tt  quélorsqae  Ç 

est  infini ,  ou  lorsque  '  le  corps  a  fût  une  mfinité  de  révolutions  autour  de 
l'ellijpse  infiniment  petite  F6. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  Poin(  E  soit  l'origine,  jiu  mou-  Fig.  aS. 

vçinent,  on  aura  €  =  0,  z^:^^^^  pv^\^,m^cos^y  93ss*ri^tang.|^^.  Pour 

jayoir  le  po^nt  fi^^  premier  point  ^.^interdectinn  de  la  ooaî^«vèG.téAi«nte, 

jU&u(  faire  Çss'jr,  •4/==y,  et  ^' js^i^  déterminé  par  l'équation  \Q^(à^t^S^L\ 

«a| P»;  soit  /»  =  4j^>  ouaurasiny  =:p;^,  oé^qui;4Dntiera')à^âs. .. 
mcos*y==5T.  . .      .    .    i 

'Le  second  point  d'intersection  A' qiii' termine  k  'prëiniird  révolution, 
«e;  trp)iYier;a>en  faisant  ^  ie=  aîT,  4  =^  >?''  ^ t  >"  aéra  idétànafoé  par  ^éqMtibli 
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Le  troisième  point  d'interaeclion  B*  se,  trouvera  de  même  en  fidsani 

Ç=:3îr,  ^|/=sy,  ce  qui  donnera  siny  =  -^-p-,  ensuite  m  cos'^ =ggi.  • 

En  oontin^Mut.  ainsi ,  on  voit  que  les  termes  y'^  y" y  y"\  y*",  etc.,  croissent 
de  plus.en  plus,  jusqu'à  la  limite  ^"TT,  qu'ils  n'atteignent  cependant  que 
lorsque  leur  nombre  est  devenu  infini.  U  àuit  dé  là  que  tes  points  d'inter- 
section fi%  B%  B',  etc.,  se  rapprochent  continuellement  du  foyer  G,  et  finis- 
sent par  se  confondre  avec  ce  Ayer.  De  même  les  points  d'intersection  A% 
A\  A',  etc.,  se  rapprochent  progressivement  du  foyer  F,  et  finissant  par 
se  confondre  avec  lui.  Ainsi,  lé  corps  parti  du  point  E,  suivant  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  l'axe  EL^  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de 
l'ellipse  infiniment  petite  FG,  lesquelles  forment  autant  de  spires  qui  se 
resserrent  de  plus  en  plus  en  s'approchant  de  FG;  et  le  corps  finit  par 
coïncider  avec  l'un  des  centres  F  et  G.  On  trouvera  d'ailleurs,  par  la  for- 
mule de  l'art.  447»  9^'à  mesure  que  les  spires  se  resserrent,  le  temps  de 
chaque  révolution  approche  de  plus  en  plus  de  la  limite  4"^". 


•A  . 


Déi^eloppeimeni  du  cas  IL 


462.  Les  formules  générales  du  cas  Une  diflfêrent  de  celles  du  cas  I  que 
par  les  valeurs  des  constantes  nécessaires  pour  construire  la  courbe,  et  par 
la  valeur  de  ^,  dans  laquelle  ^Ç  est  remplacé  par  Ç  ;' changemens  qui  n'ap-^ 
portent  qtS^né  modification  très  légère  dans  les  formules  qui  servent  à 
déterminer,  les  .intersections  successives  de  la  courbe  avec  l'axe  et  ses  apsides 
tant  supérieures  qu'inférieures.  Du  reste,  le  caractère  essentiel  du  premier 
système,  qui  comprend  les  cas  I  et  II,  est  que  la  courbe  décrite  par  le 
corps  soit  comprise  dans  l'espace  que  laissent  entre  eux  les  périmètres  des 
detix  ellipses  ;;*=:m,7;*==m',  doiit  les  centres  F  et  G  sont  les  foyers*  La 
çouii>e  fera  une'infinité  de  révolutions  dans  <«t' espace;  et  ces  révolutions 

seront  toutes  diflKrentes  lés  unes  des  autres,  si  la  quantité  ^r^  ^^  irration- 

Belle;  mais   elle  rentrera  sur  elle-même  après  un   certain  nombre  de 

révolutions ,  si  -^^  est  çalicmnelle ,  condition  qui  est  toujoursremplie  lorsque 

l'orbite  est  une  courbe  algébrique.  a 

Si  l'on  a  -=r—  =  -  »  -  étant  une  quantité  rationnelle,  le  nombre  des  révo- 

Ji^îoMiàprès  IcTBquelles  la  oouribe  réiitre  sur  éUeHiiéme  sera  égal  à  1;  et  il 
sulfira  dé  connattrç  le:  mouyement  du  corps  pendant  une  période  de  i 
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révolutions,  puisque  cette  période  se  renouvellera  sans  cesse  en  restant 
toujours  semblable  à  elle-même. 

493.  Si  l'on  veut  déterminer  le  temps  du.  mouvement,  il  faut  d'abord 
observer  que  la  première  partie ,  désignée  par  t\  se  trouvera,  ainsi  que  T', 
par  les  mêmes  formules  que  dans  l'art.  44'  9  puisque  p^  est  représenté  dans 
les  deux  cas  par  la  même  valeur  m  (  i  -—  ^  sin*  ^[/  ).  On  aura  soin  égale- 
ment de  retrancher  du  résultat  la  quantité 'constante  <'(<),  lorsque  €  ne 
sera  pas  zéro;  et  comme  le  cas  du  corollaire  II  se  déduit  des  formules  géné- 
rales en  fsdsant  cs-^^,  il  conviendra,  pour  plus  d'uniformité,  de  calculer 
le  temps  par  les  formules  de  l'art.  44 '  >^^  ^^  retrancher  du  résultat  la 
constante  <'(i7r)  ou  1',  ce  qui  suppose  l'équation  de  la  courbe  A:F(c,  ^j/)  — 
A'F'c=:F(x,  Ç),  et  en  même  temps  p*=zm(i  —  c^sin^-^/).  Cette  observa- 
tion s'applique  également  aux  formules  des  cas  I  et  II. 

464-  Pour  avoir  l'autre  partie  du  temps  désignée  par  t"y  il  faut,  dans 

l'équaUon  ^  =  ^j:^. .  ^ ,  substituer  les  valeurs  7  =  j7i  ^ang  Ç ,  ^^ 
=  TTTTr — 5^   •  777" — r^'^rKi  ^^  aura,  en  disant  r  =-  —  1 ,  iy  = 

//aa      I  —  mm'  \ 

■ 

// TYvrr\      vrr\ T       (i+0<^8m*gcos»g 

Or,  par  les  réductions  connues  on  a,  en  faisant  A=  ^(1 -— x*sin*2^), 

î:Î^V(ç)=(.+,+^)n(,,.^-^^_(,+9FW)_E(.,o. 

Soit  T"  ce  que  devient  f  lorsque  Ç  =  f  çr,  on  aura  T"=iyVS  et 

Quant  11  la  valeur  de  n'(F,  x),  elle  s'exprimera  toujours  par  les  fonctions 
eUiptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce;  mais  la  formule  sera 
différente,  selon  que  a  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  l'unité. 
465.  Par  les  formules  du  tableau ,  on  trouve 

d'où  il  suit  que  a  et  af  sont  toiis  deux  plus  petits  que  l'unité,  si  Fon  a  A  >  B  ; 
et  tous  deux  plus  grands  que  Vunitë,  si  l'on  A  ^B. 

Soit  d'abord  A  ^  B ,  et  par  conséquent  a  ^  i  ,on  pourra  Cefire  Às=ssm*}f , 
ee  qui  donnera  9 = cet*  il  ;  ensuite,  par  l'appficatioD  de  la  fi)rmule  du  n^  108, 

1  .     !•  *.:«..  Qq 
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lÉi'Uvuvcia 

Mn«OM«       *  »     /  •  ^xm^l     »•     ♦    ■'  ' 

d'oît  résulte 

436.  En  second  lieu,  soi(  A<^B,  et  par  conséquent  flt^i,  il  fiiadre 

Hôfe «sa-*-—  las— i+f*sin*H,  ce  qui  donnera  ain* if  =  =-=:^y  et  la 

valeur  de  n  seira  réelle ,  puisqu'cm  a  «i'  >>  i.  Eoauile  la  fonmile  da  s*  i  la , 
uoiiœMi 

19  étant  la  même  quantité  que  dans  l'article  précédent,  et  de  là  résulte 

Il  est  remarquable  que  la  valeur  de  T'^  soit  la  mâme  lorsqa^xi  iàit 
p=i'~-  iH-C*5in*>i,  que  lorsqu'on  fait  rrscot*!!;  d'où  résulte  te  ttiéoréme 
suivant  : 

a  Si  l'on  prend  entre  les  limites  ^  =  0,  9=:^7r  les  deux  intégrales 


»  dans  le^qvielhes  Trscot^S,  n's=±w.  t-f.^sin^6,  ces  cteux  intégrales  seront 
»  égales  k  une  même  quantité 

Au  reste,  f<^alité-de  ces  intégrales  se  déduirait  immédiatenieot  de  làlbr- 
mule  (^)y  art.  54  9  en  difiërenciant  les  deux  membres  par  rapport  aux  pa- 
ramètres A  et^^—  m  ^  lié»*»ttre  eux  par  réquHliDtr(*f4^it)  (  i  — -  m)  s  3*. 

467.  'apposons  maintenant  qu'après  tant  de  révolutions  qu'on  voudra , 
iK  «çoipa  96  Irouve  en'  u»  poîht  rde  l'orbite^  detennioé^  JbODmfter  «le^  Uorib- 
gine,  par  les  arcs  «4/  ssI^H^  %(i-^  tÇs=»iitf  H**^S  I  et  L  étiOÊtt  dm  enlèen, 
flif^^V'i^-  dca  anea  fmàîù.  ioi>  nogiilîBi  moînéras  qiÂ  f^^  Xiea  parties  du 
i«mp8r  Mrffli|wa4ailtei^^  à«a.  wi^^ 


SECTION  n.  4?^ 

«"(0=aLr'H-ï"(O; 
ce  qui  doDM  le  temps  total 

formule  dans  laquéllie  les  termes  t'C40,  ^'(^  prendront  ItmAme  signe 
que  le»  arcs'  ^j  Ç',  dont  ils  dépendent 

468.  D'aprèsl'équation  de  la  courbe  iff  («,  4)  —  ArF<<^y.<^s&F^»,^>, 
on  aura 

équation  qui  servira  &  déterminer  I  et  -^z',  par  le  moyen  de»  falenif  doo^ 
nées  de  L  et  C  et  réciproquement  - 

Lorsque  le  corps  aura  achevé  un  nombre  L  de  révolutions ,  on  aura  Ç 
=  Lgr,  Ç'  =  o  ;  et  si  Ton  lait  F  (c,  40  =  A:^F*c,  I  et  F  étant  déterminées 
par  l'équalioa 

le  temps  mrrespondant  sera 

—  T'ik'  H-T  ?^^\ 

Donc  y  si  Ton  appelle  r  le  temps  moyen  d'une  de  ces  L  révolutions,  on 
aura 

.    .=.,T"+,T'.^+r(^-*')_ïi(^-îÇ^>> 

Les  deux  derniers  termes  de  œtte  formule ,  déjà  très  petits,  paîaqn'ili sont 
la  différence  de  deux  quantités  presque  ^ales^  diminueront  de  plus  en  plus 
à  mesure  que  le  nombre  L  des  tévolutîanf  augmentera;  ainsi  la  valeur  de  r 


approchera  de  plus  en  plus  de  la  limite  iT'H*  ^^^'*Ijp^  *  ^Ue  sera  eijE|Cti9^ 

ment  égale  à  cette  limite,  si  Torbite  est  rentrante  sur  elle-même^  ou  si  -s^ 

est  égale  à  un  nombre  rationnel  -,  et  si  le  temps  total  embrasse  un  nombre 
entier  de  périodes.  Aloii  <M  a  le  temps  moyen'  d'une  téfàiialdon 

éC  te  temps  d'une  période  ecMBposée  de  i  rëvohnions  sera  %fP*^^€ï'. 

60. • 
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Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  11. 

469.  En  faisant  usage  des  mêmes  formules  que  dans  l'art.  449)  l'équation 
de  la  courbe  sera  semblablement  A:F  (c,  2)  =  F  (x,  ^) ,  et  on  aura . .  • .  • 

A:=  k/(  A^  valeur  qui  sera  toujours  comprise  entre  \(\  et  |/3, 

Pour  obtenir  des  courbes  algébriques ,  on  ne  peut  supposer  c  =  x  ^  parce 
qu'il  en  résulterait,  suivant  les  formules  du  tableau  général,  et  =  m  et 
a!  zszrrl  ^  ce  qui  donnerait  B  =  o. 

Soit  donc  pour  première  hypothèse  x  =»  c'  /on  aura  l'équation 

k . ^  F  ( c® ,  a°)  =  F  (<:**,  Ç)  ;  et  pour  avoir  des  courbes  algébriques ,  il 

Éiudra  faire  k  ( -\  ou  '         i/f  ^  A  =  -  ,  ce  qui  donnera 

^.  _  4'-  -  ^ 

On  peut  prendre  pour  -  toute  fraction  rationnelle  plus  grande  que  7,  et  Ton 

aura  une  valeur  convenable  pour.x*,  d'où  l'on  déduira  c  =    jf    .  Alors 

l'équation  de  la  courbe  sera  «TC^*)  s=  eF(Ç),  x  étant  le  module  commun  à 
ces  fonctions.  Cette  équation  devra  être  combinée  avec  l'équation  sin  (az  —  «*») 
s=  X  sîn  js? ,  et  avec  les  valeurs  à^  p  eX  q  données  dans  l'art.  449* 

470.  Connaissant  c*,  x*, ainsi  que  le  rapport  g-,  on  connaîtra  le  rapport 

—  =  1  -^  O*  si*;  mais  It  reste  à  déterminer  séparément  melnt. 
Pour  cela ,  j'observe  qu'on  a  ,  d'après  le  tableau  général , 

'*"*^*— ~  A  +  Bmn»'        >**  —  A  +  Bmm^' 


«* 


d'ailleurs  on  connaît  le  rapport  —  =  i  --*  x*.  Ainsi ,  en  éliminant  a  et  «', 
ou  aura  pour  déterminer  mni ,  l'équation 

mm'       _^       AB  &*(a  — «*)* 

(i  —  iiw»'^        (A  +  B/  •  (c*— »')  (c*  +  »•  —  cV)' 

Connaissant  nrnf  ^  on  aura  m  =  l\/mî37,  m'=:by^(mn^).  Ensuite  les  for- 
mules de  J^Ft.^4^3  donneront  deux  équations  de  condition  entre  les  don- 
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nées  fri"^  ft^Y  relatives  à  l'état  initial  du  corps,  pour  que  le  mouvement 
ait  lieu  dans  la  courbe  dont  il  ^'agît. 

nombre  des  révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentrera  sur  elle- 


même,  se  détermine  par  la  quantité  -p—  =  ifc  (i  +  ^v=-7 5  donc  ce  nom- 

bre  est  i  ou  ai,  selon  que  c  sera  pair  ou  impair. 

47  !•  Pour  avoir  d'autres  séries  de  courbes  algébriques,  on  peut  supposer 
comme  ci-dessus ,  x=  c^' ,  c^j  eic.  Noiis  nous  contenterons  de  dévelop- 
per-encore  le  système  ^t^uirésiulte  de  la  supposition  a^  =  à^.. 

Alors  l'équation  de  la  courbe  devient  A.— -i—  .  -, F  fat,  z'*)  s=:. . . 

F  Cx,p.  SoitA:,  ^  .  -:^,  ou  -j^  YCt^J  =^;.^.Qomme  i^n  a 

/^ 
,c!*  =?=  >  !j  Ti}  iJ-en  résulte  ..         -  î  ^ 


—  3g* + a  y/Çaif^-f  2^''e* + 9aiO 


•    «•4^8»* 


On  devra  prendre  -  entre  les  limites  i  et  4  >  et  on  aura  unie  valecÉr  con- 

vqnable  de  x  ou  c'* ,  d'où  l'on  déduira  c®  =  -3-- ,  et  c  =  -^  ;  du  reste  , 

on  déterminera  mpi ^  m  et  m' y  par  les. mêmes  formules  que  dans  l'artiple 
précèdent.  >         . 

Gela  posé ,  l'équation  de  la  courbe  sera  iF^z"^)  =  eF  (Ç) ,  x  étant  le.  tno^ 

dule  commun  àcesdpux  fonctions;  elle-îdeyrA  être  bombinée4aVècla:valet:ir 

Il  . 

de  p  de  Pài't.  4^0  >  ^*  ^^  valeur  y  =  -j-  tang^y'ainsiq\iWéc  les  équations 

.^:.;        .,     i         sin(a;5  — z*  )=;c*  sinz*, 

.     sin  (az* -— z*°  )5a  3t  sin  «®®. 

D'ailleurs,  comme  on  a  =q^  =  A:  (1  -f-  c*)  ( i  H-c*^)  =  — ,  il  s'ensuit  qqe  le 


i  •    c     • 


nombite^  de  .rév9luti^ns  nécessaire  ,pour  qne  la  courbe  r^tre  sur  elle-même, 
8era4^'^:2i^  ou  1,  selon  que  e  sera  impair,  double  d'vin  impair;^  ou  diyisib^e 

par' 4-  '•:-•""'■■'■■'■•■/  •'•'•■  •• 

47^'  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  fiiit  1  :^  i  .^^s  2^  ce.  qui 

donne  x  ==  |/a  -nr  1  ,  c*  =  vax^,  c  =  --j-i..  Aloi^s  1  équation  dr  I9  courbe 

sera  F  (2^)^=3  dF  (Q^  te  modulé  de  ces  foùdions  létAnt  0(«â?9:i/ii'H?<l^;fôettiê 
courbe  rentrera  sur  elle-même  après  deux  révolutions  ;  et  on  trouveîik  >9i8é* 
méat  quq  si,  poui*^|^i^  de  jpmpliçité,  on  supp^^Af?  9lr.|^  ?fiîM  SP^  ^^ 


\ 
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poiût  Ë  sôit  l^originê  dn  mouvement ,  la  âgare  de  celte  courbe  res^mble 
beaucoup  à  celle  qui  a  été  décrite ,  %•  21. 

$i ,  dans  le  même  cas,  on  veut  avoir  les  valeurs  de  met  m'j  qui  répon- 
dent aux  valeurs^  iixiuvées  pmsf  c  et  it ,  on  aura  à  résoudre  Téquatioii  de 
l'art.  470,  qui  devient  , 

mik[        /S  \ AB 

G)mme  on  doit  lèdlôurs  atoir  m  <  t ,  ott aut*à  imp?/  <  *•,  et  7 ^^  < -i • 

ôr,  diaprés  la  Varéur  x  ==  )/^2  -^  i ,  On  a  -^  •  -|  =  ^;  aiiisi,  on  dévril  avoir 
Ia!^BY  "^4  "^^^  ^  \ï5l)*  <^  cT-  Mettant  les  valeurs  nteâiéiiquès  À 

supposant  A  >  B,  on  aura  j-jt^  >  0.09425^2 ,  ou  g-  >  'j?{V/»V  >  ^  ®^ 

-A"'  -■  '    *  •^     -,   ■ 

termes  plus  simples  /  ^  ^  xff^  Cette  condiâon  étant  remplie ,  on  aura,  par 

l'ëQ|uation  précédente ,  une  valeur  toavtéiifibk  de  mm' ,  qui  dooneni  celléi 

de  m  et  de  m^  •  r^  :.  »  c  .       . 

Soit^  par  éieifaple,  Asâ^B,  ou  ÈssaA,  onauraà  peu  près  mm' =  5^ , 

m^^^7m  =  ^.  dr,  m  =  ^  et  m'  =^;  ^onc  !^  =^  a  et  FD 

«B»^  tf  ^  iMi  en  rapportant  les  distances  au  point  G|  milieu  de  FG  ^  ob  aura 
fiGBB^^«4^^îi?^  OCsts  (^4-|)â.  Ainsi  le  corps  aéra  envicoo  37 fd&i 
plus  éloigné  du  centre  C.daiis  Tapside supérieure  E  que  dans  L'apside  infé- 
rieure D. 

473.  Si  l'on  prolonge  Fédielle  des  lùodoleii  dans  le  sens  inverse,  on 
pourra  Ëiire  de  même  x^^l/,  alâsV^^ètc;,  ^  chaque  supposition  produini 
un  nouveau  systèmt  comprenant  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

tl  est  à  remarquer  que  ces  calculs  donneront  des  résultats  semblables  à 
xiéixt  que  nous  avons  déjà  obtekius  par  lea  suppoaitiotts  ztssi^j  x^s^,  Htë.j 
'ihr^  tettë  diflSrenee  que  les  modules  e  et  x  deVrouk  être  échangés  \fent^  èiix, 
ainsi  que  les  variables  z  et  ^.  La  raison  en  est  que  l'équation  générale 

W {cj  z)=:F(Xy^)  peut  être  mise  sous  la  forme  (a  — c*)'F(c,  «)  = 

1^3  —-  x^*  ^  (x,'^),'  dont  les  detkt  membres  sont  semblables  enlre  eux  j  dTou 
illMiti^uei'éqtiatioii  èuhtàsiiF  en  âjêant  lai  ^diUMe  «échai^  dont  tidiai  ynon 

'  '  %j^.  Soit  dl^abord  X  =5 /)  Ce  ()ui  iretiétti  &  &iré  ^â3X%  on  aura,  comme 
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au  n*  469» 


c..-<^ 


ce  qui  donne  xsscI'ïss-^,  et  Féquation  de  Ja  scourbe  sera  «F(c,  C*)  = 

éF  (c,  z) )  ou  simplement  iF  (Ç*)  =  ^F(z) ,  à  étant  le  module  conïmun. 

Pour  construire  ta  courbe,  il  faudra  combiner  cette  éCflBÛan  avec  Fëqua- 
tion  sîn  (  aÇ" — Ç'O  =  ^  sin  Ç*  et  avec  les  valeurs  âepetq  données  art.  449- 

Quant  au  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe  rentre  sur 

éHpmmème^  il  se  détermine  toujours  pjar  Ja  quantité  -p^=z=— j-jj=p-;  donc 

ceionifcresera'^dii'f  6|  gdon  qoe^estioipiâr  on  pairi  .  ^-z  , 

475.  SoH  en  second  lien  zzszcf\  oa  cssxf^^  on  aara  eoiMae  au  n^47*9 

ensuite  c'=s^^,  et  c'^  ou  x  =    Yf..  Cela  posé,  l'équation  de  la  courbe 

sera  eF(z)=iF(Ç*''),  e  étant  le  module  .oopuvmn  a  .ces  foiiçj^ans^  ^ 
dama -être  combinée  avec  le^équ^tipw  sin  (^'^^)^sc',w^finfï(^^Ç''^Ç^) 

^s^eAa  Ç*^,  la  valeur  â^p  de  Fart.  449  *  ^  valeur  yee  — -  tang^. 

D'ailleurs  comme  on  a  y^  =  .    ,    . .    ,  ^>^  =  tt,  Jte  J^ojpbre  de  rév.çiu- 

iiûBÈ  (foi  tômpem  une  période  sera  e^  ^e  ou  ^,  «eleu  qvw  €  sera  iflipiiir, 
double  d'un  impair,  ou  divisible  par  4-  ^^'/^  .^        "-;: 

476.  La  formule  générale  supposé  e  ^  î  et  ^<C  4^?  ^^^  pourquoi  le  cas 
le  plus  simple  Vobtient  en  faisant  e^s^ar,  îst:  r'.  Aldnr'oci  a  4f^c|aatk>n 
aFz=:FÇ^^  et  la  périodf  ne  »r%>  ^e  d'iwa  féveliiitiop:^  xî'eafc-a-^dire  que 
la  eourbe  rentrera  sur  elle-même  après  une  seule  révolution  ;  ce  cas  est  très 
remarquable^  et  il  mérite  d^étre  développé. 

ISupposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  £  soit  celui  où  com-  F>g-  a4- 
mence  le  mouviment^<)n^ aurja  $,^x>y.zjss^^y  p^pdt^mÇi  — c*sin*4)>  7= 

^  tang  Ç^  et  l'équatioa  de  la  poi^rbe  sei^  oF-^ss  F(j^'^- 

Pour  avoir  le  premier  potat  d'i«leisectÎ0i»  de  h  Ç9w\0.  ai^e^.  V^n^^  «pît 
Ç=ï^,  on  aura  Ç^ss^tT,  Ç^=j^,  4>=^  et;?*  =  m.  Donc  le  point  B', 
où  la  courbe  rencontre  so»a;xeiKp9'^nmt  deirô-i^folution,  ^  avec 

l^trétiiitéjtrda  grand  axe  de  l'ellipse  /^^  =  m^  et  ce  point  sera  par  consé- 
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rieure  V  ;  pour  déterminer  ce  point,  il  faut  ùàre  «^  =  j^tt,  ce  qui  donne 

Ç^=^,  ^'•  =  •5^  et  tang'Ç'ss  y.  Donc  le  point  1*  est  déterminé  par  les 

valeurs  p^  =  m',  y  =  ^/(i); 

Ainsi,  pendant  une  révolution,  le  corps  passe  deux  fois  à  l'apside  supé- 
rieure en  E  et  L,  et  deu^  fois  à  l'apside  inférieure  en  I*  et  I^.  Dans  ce  cas, 
il  est  évident  que  toutes  les  demi-révolutions  doivent  se  fiiire  en  temps 
égaux. 

477.  II  est  essentiel  d'oberver  que  dans  tontes  les  hypothèses  x=c\ 
X  =  €f\  etc.,  où  Ton  aura  x  ^  c,  les  forces  A  et  B  devront  être  de  signes 
contraires,  c'est-à-dire  que  Tune  de  ces  forces  sera  attractive  et  l'autre 
répulsive.  Cela  résulte  de  l'équqtion 

mm'        AB  &*(a --«*)* 

{i  —  mm'Y        (A+B)*  •  U'— «•)  ic*+»\—c'»^y 

dont  le  second  membre  serait  négatif,  si  AB  ne  devenait  pas  négatif  en 
même  temps  que  le  facteur  c*  —  x*. 

Cette  circonstance,  qu'on  peut  admettre  au  moins  comme  hypothèse, 
n'entraînera  d'ailleurs .  aucun  inconvénient;  les  quantités  a  et  et'  seront 
toujours  de  même  signe,  et  les  formules  générales  s'appliqueront  sans  diffi- 
culté aux  cas  particuliers. 

478.  Ayant  donc  lait  x;:^',  ensuite  e=a ,  c=i,  ce  qui  donne  c=|/2 — l , 


c'^z^2c,  x=-~^;  supposant  de  plus  €  =  0,  on  aura,  comme  dans 
l'art,  47^»  aF^=FÇ**,  c  étant  le  module  commun ,  ain(a^ — Ç*)  =  c'  sinÇ*, 
sin(2Ç*  —  Ç^)=csînÇ^,  f^=:m(i — c*sin*4)i  9^=^7/2  ^^'^SC- 

Pour  appliquer  ces  formules  à  un  cas  particulier ,  j'observe  que  la  valeur 
de  X  étant  substituée  dans  l'équation  de  l'article  précédent,  on  aura 

.      AB  I 


(I  -mmT  ~        (A  +  By  '  UO'-T 

Soit  donc,  par  exemple,  A=:il,  B  =— I ,  I  étant  l'unité  qui  sert  à  mesurer 
les  forces  A  et  B,  on  aura  à  résoudre  l'équation 

/i  +  inmY_9— go» 

Ensuite  on  connaîtra  mzssi^mmfj  mfsszb^mafi  •=rzr~'  •      ^h     ^ 
appliquant  donc  les  tafean  namériquès,  on  aura  le»  résukats  aoîvaos  : 


SECTION  ii:  ^1 

lQg/7im'c=  9. 7003592,  log  0  =  9.61721^243» 

log    m  =9.8910024,  logi=9»9iJ9ia7i, 

log    /?/£=  g . 8090567,  Ipg  a=  9 . 9764602. 

A  l'égard  de  la  vitesse  iDÎtiale  V  qui  a  lieu  au  point  £,  elle  devra  satis- 
faire à  l'équation 

^r.       (i  — II»)*     AA^Bmm'         al     (i— »)*     a^^mm' 

y •  sac  —^ ^  .  -- — —7-  =  -*  .  *■  "  ■■*    .     '     ■      /. 

2  ma  I  —  mm  a  m  i  -—  mm 


Au  moyen  de  toutes  ce»  données,  le  corps  ^écrirfr  la  courbe  algâirique  ^pe 
nous  avons  déterminée,  laquelle  rentre  sur  elle-même  après  une  seule  révo- 
lution. 

Du  cas  particulier  où  F  on  a  a:s:a\ 

479.  Ce  cas  se  rapporte  également  aux  formules  du  cas  U  et  à  oellci  du 
cas  I;  îl  sert  <k  passage  de  l'un  à  Pautre,  puisqu'on  doit  avoir  alors..  ^^ 

^"^^y  =^^Ç^-  I^ais  comme  la  variable  Ç n'a  pas  la  même  signification 

I  •-•  mm         A-f-B 

dans  les  deux  cas  principaux,  nous  suivrons  ici  les  dénominations  du  cas  Q. 
On  a  d'abord  atsaso^ /:=  |/(i  — Je'),  mlzszïH^i  —  c*)  =/»*•}  ainsi 

il  faudra  satisfaire  à  l'équation  TTZ^î^  ^^  aXb"-  Supposons  que  A  ieft  B 

sont  donnés ,  ainsi  que  la  quantité  m  qui  détermine  la  position  du  point  E 
s^r  l'a&e  EfG,  on  déterminera  le  module  c  par  Té^uation  ^, 

^_      (i-if>^).!iVTl_ 

m(A-fB)  — a*l»*l/AB' 
d'où  résulte  &*=?  ^.^  ,  g/    ^^>^^^}  ainsi,  pour  que  cette  solutu»  mt 

lieu,  il  faut  prendre  /»>  ^j^;^*  G)nnaissant  le  modulée,  on  aura  m'=»iii*j 
ensuite  (t  se  déduira  à  volonté  de  l'une  des  deux  équations 

Siwposons  encore,  pour  plus  de  simplicité,  s=:o,  on  aura  Féqtlaâoii 
de  la  courbe  A:F  (  <?,  4  )  —  ?  >  'l^'^l  fetidrà  c^ttd^inér  weô  l'es  ailleurs 

CjÈtte  Miorb»  m  pe«t  idbni»  .-dèwiâr  algébri^ae  » .  parce  qu'on  «•  Tfeat 
sQpMser  dtttso;  cependant  die  teatnrait  «nr  •Ufr'^aènM  apinès  vn  noMitre 
T.  I.  6i 
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déterminé  de  révolutions,  si  la  quantité  --; —  était  rationnelle.  Ce  cas  seul 

excepté,  la  courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans  Fespace  renfermé 
entre  les  périmètres  des  ellipses  /?•  =  m,  ^*  =  ni  y  et  ces  révolutions  seront 
toutes  d'upe  inégale  durée. 

Pour  déterminer  les  apsides  T,  S',  1%  S*,  etc.,  alternativement  supérieures 
et  inférieures ,  il  faut  faire  successivement  •\},  =  J'7r,  ^,  f^r,  a^r,  etc.j  et 
les  valeurs  correspondantes  de  ^,  qui  croissent  proportionnellement  aux 
valeurs  de  A^,  seront  Ç  =  A:F*€?,  aAF'^?,  3A:F'€?,  etc. 

Déi^eloppement  du  cas  III. 

48o^  Le  cas  III  est  le  premier  des  quatre  cas  principaux  qui  composent 
le  second  système.  Dans  ce  système,  la  valeur  de/?  varie  depuis  p:=2  0 
jusqu'à  p  =  {/m  ;  Fellipse  p*:=m  enveloppe  toujours  l'orbite,  et  la  toucbe 
dans  les  points  S',  S*,  S',  etc.,  qui  sont  ses  apsides  supérieures;  mais  il 
n'y  a  d'apsides  inférieures  que  les  points  I',  I*,  P,  etc. ,  situés  entre  les  centres 
F  et  6,  où  la  courbe  rencontre  son  axe,  et  où,  par  conséquent,  la  somme 
dès  rayons  vecteurs  r+^,  égale  à  FG,  est  un  minimum. 

Les  formules  propres  au  cas  III,  ainsi  qu'aux  trois  autres  cas  du  second 
système,  sont  établies  en  supposant  que  le  point  A,  origine  du  mouvement^ 
est  situé  sur  l'axe  entre  les  centres  F  et  G.  C'est  à  ce  point  que  sont  rap- 
portées les  données  i7i%  /t^,  V,  d'après  lesquelles  on  détermine  /w,  m'  et  M, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  l'art.  ^iS,  et  qui  servent  aussi  à  déter- 
miner la  constante  €,  comme  l'indiquent  les  formules  du  tableau  général. 

48 1.  Dans  le  cas  lU^  les  intersections  de  la  courbe  avec  Taxe  sont  de  trois 
sorties,  savoir  : 

Les  intersections  B',  B%  B',  etc. ,  qui  ont  lieu  à  droite  du  centre  G;  elles 
'se  déterminent  par  la  valeur  ^=:  oo ,  en  faisant  successivement  C=^>  ^"^9 
SjFy  etc. 

Les  intersections  A*,  A%  A',  etc.,  qui  ont  lieu  à  gauche  du  centre  F;  elles 
se  déterminent  par  la  valeur  ^=:o,  en  faisant  successivement  Ç=2^y  fyTTj 
6?r,  etc. 

Enfin  les  intersections  I',  I*,  P,  etc.,  qui  ont  lieu  entre  les  centres  F  et 
G;  elles  se  déterminent  par  la  valeur  pzszo^  en  faisant  successivement 
^[/  =  ^,  27r,  3^,  etc. 

Ces  derniers-  points  sont  en  même  temps  les  apsides  inférieures  de  la 
courbe^  quant  aux  apsides  supérieures  S',  S',  S',  etc.,  elles  seront  déter- 
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minëes  par  la  valeur  p^=im^  en  faisant  sticcessivement  4=ï^>  I^> 
\ir  y  etc.  Ainsi,  on  voit  que  la  détermination  de  ces  points  est  liée  avec 
celle  des  apsides  inférieures  I\  I*,  P,  etc.,  de  manière  qu'on  peut  obteiûr 
les  uns  et  les  autres  par  un  même  calcul. 

482.  Pour  déterminer  avec  plus  d'uniformité  les  points  B*,  A*j  B%  A% 
B*,  etc.,  qui  répondent  aux  valeurs  Ç=^,  ttt,  Stt,  4^^»  ^^>  ^^^'9  ^^^ 
procéderons  comme  dans  le  n*  439.  Supposons  que  les  valeurs  correspon- 
dantes  de  «^z  soient  4  =  >',  y'\  y"\  etc. ,  il  s'agira  de  résoudre  les  équations 
successives  kF(c,  >')+F(x,  €)=2F'x,  kF(c,  y')+F(x,  €)=:4F'x,  etc. 
Pour  cela,  soient  n  et  J^'  deux  arcs  déterminés  par  les  équations 

appelons  ensuite  J'^'j  S'"^  etc.,  les  amplitudes  qui  résultent  delà  multipli- 
cation de  la  fonction  F(c,  S')  ou  FJ^',  en  sorte  qu'on  ait 

F  (  cf '0  =  2F cT,  FcT'''  =  SF/',  FcT*^  =  4Fcr',  etc. , 

c  étant  le  module  commun  à  ces  fondions. 

Gela  posé ,  chaque  valeur  de  y  se  déduira  de  celle  du  ^  correspondant; 
qui  a  le  même  indice,  en  résolvant  l'équation, F^+FjissFJ^  Il  en  résulte 


p  sÎTif  cos^A(^)  +  8În^co8fA(f) 

\/m'       A (f  )  A  (J")  -^  c*  8in«  cosvsinJ'cos/* 


Faisant  ensuite  /^*=  pgî  ou  ç^^  la  position  du  point  d'intersection  cor- 
respondant B*  ou  A"  sera  déterminée. 

483.  Pour  déterminer  semblablement  les  points  S%  I',  S%  1%  S',  F,  etc. , 
qui  répondent  alternativement  aux  apsides  supérieures  et  inférieures,  nous 
supposerons  qu'en  faisant  successivement  4=ï^>  ^>  •'*'>  ^wr,  Itt, 
3^,  etc.,  on  ait  les  valeurs  correspondantes  C=^^  ^\  ^"^y  ^*%  ^%  ^^S  etc.; 
il  faudra  résoudre  les  équations  successives  AF'£?  =  F(x,  A')  — F(»,  «), 
aAJF*£?=:F(x,  X")  —  F(x,  €),  etc.  Pour  cela,  soit  /^  une  première  auxi- 
liaire déterminée  par  l'équation  F(x,  J^')  =  itF*£?;  ensuite  soient  cT",  J^j 
J^*%  etc. ,  d'autres  auxiliaires  qui  résultent  de  la  multiplication  de  la  fimction 
F(»,  cf^),  en  sorte  qu'on  ait 

FcT"  =  aFJ^',  FJ^  =  SFcT',  Y^'^  =  4Fcr,  etc., 

X  étant  le  module  comniun ,  il  restera  à  résoudre  en  général  l'équation 
FA-^Fi=FJ^,  X  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions ,  et  on  en  déduira 

61  #• 
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*., 


tang^  A  =  aJat  QOêJtà  (/)  +  sia/costA (t) 


fiwmuleèaMhquellecma  A(i)=;=:|/(i^)^&iïi*f),  A(cr)=)/(i~K^8m*<r>, 
et  où  il  faudra  donner  à  A  et  J^  un  même  nombre  i^accens. 
-  Les  points  1%  1%  P,  etc.,  <|ai  sont  les  apsides  inférieures,  ou  les  points 

d'iotecsectioa  tle  la  combe  «vec  i'axe^  ealre  les  centres  F  et  6^  seront  en 

1  FI 

général  déterminés  par  la  valeur  f'  =  -tang*jÇ[  =  gj,  où  il  faudra  don- 
ner à  X  Icft.  Yaleurs  successives  Ç  s=  A!\  A*^,  A^',  etc. 

Les  points  S'|  S*^  S%  etc.,  qui  sont  les  apsides  supérieures >  seront  déter- 
minés par  la  valeur  constance  p^:=:m  et  la  valeur  q  =  -^  tang  j  Ç ,   dans 

laquelle  il  faudra  faire  successivement  Ç  =  A',  X''',  A',  etc. 

4!^.  Examinens  maintenant  combien  le  corps  dtevra  fiiire  de  révolutions 
pour  arriver  à  im-  prâit  de  Forbite  détemioé,  soit  par  la  valeur  ÇssL^r, 
soit  par  la  valeur  ^|^  =c  I^,,  li  et  J  étant  des  nombres  entiers.  Le  nombre 
de  demi  -  révolutions  se  trouvera  par  celui  des  intersections  de  la  courbe 
avec  l'axe  j  car  nous  comptons  comme  demi-révolution  le  passage  d'une 
intersection  à  l'intersection  suivante. 

Soit  d'abord  Ç'=="L^;  cette  valeur  conviendra  au  dernier  des  points  d'in- 
tersection B ,  A%  B',  A%  B%  etc.  y  aipai  le  mui^^^e  de  ces  points  sera  L.  Mais 
il  y  a  d'autres  points ^'intersaotien  P,  P,  etc.^  situés  entre  F  et  G;  pour  en 
connaître  le  nombre,  il  faut  avoir  la  valeur  de  ^f.  qui  correspond  à  la 
valeur  2|'  =  L7r.  Soit  donc  4  =  ^^+4^  '  étant  un  entier  et  4/'  un  arc 
positif  moindre  que  tt,  on  aura  pour  déterminer  1  et  4'^  l'équation 


1  + 


aFV;  airF'c 


Albin  i^ra*rcutî&  lë^piùs  grand  contenu  dans  k  quantité  donnée.  •  » 

7     .^f\    -     \    ■  ■  ■.. 

.1  étant  aÔDsi  déleroàiné,  le  nombre  total  des  demi*révolutions  qui  cône»- 
p'ëmdént  À  la  valsur  ÇifsL^r^  sera  Ij  +  I*^ 

ËQ  second  lôeu,  aok  donnée  k.  valeur  «n^ssItt^  le  nombre  des  poihts 
d'intersection  P,  P,  P,  etc. ,  dont  le  dernier  répond  à  la  valeiir  %|/  x=?  I^r, 
sera  I.  Pour  avoir  le  nombi;ç  des  autres  points  d'intersection,  il  faut  con- 
naître la  valeur  correspondante  dé  Ç;  soit  donc  Ç  =  L^-(-Ç',  L  étant  un 
entver  et  i^  un  arc  positif  moindte  que  ^.  On  aura ,  pour  détenniner  L 
et  Ç',  Inéquation 
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G)QDaissant  L,  le  nombre  total  des  points  d'intersection,  ou  celui  des 
dèmi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite,  sera  1-f-L. 

4^^*  Pour  que  le  corps  revienne  au  point  de  départ  A,  après  un  certain 
nombre  de  révolniîons,  il  faut  qu'on  ait  à  la  fois  .'^^s^e^  et  ^  =  217  *f-  £, 

e  et  i  étant  des  entiers,  ce  qui  donnera  -^^ssz-^'^  ainsi  il  £iut  que  k 

quantité  i^^  aoit  une  fraction  rationnelle  —.Alors  le  nombre  des  demincé- 

volutions  faites  par  le  corps  sera  ai  -{-  d;'si  a  est  pair,  le  corps  aura  âekevé 
i^Le  révolutions,  et  la  courbe  rentrera  sur  elle-même.  Mais  si  e  est 
impair ,  il  faudra  encore  2i-f-  a  demi-révolutions  pour  que  la  courbe  rentre 
sur  elle-mâme.  Ainsi,  en  général,  le  nombre  des  révolutions  qui  composent 
une  période,  sera  i+^e  ou  si  +  e,  selon  que  e  sera  pair  ou  impair  :  on 

connaîtra  d'ailleurs  les  nombres  1  et  e  par  la  valeur  -«7- .  réduite  à  l'ex- 

m 

pression  la  plus  simple  -• 

486.  Les  résultats  des  deu^  articles  précédens  devront  être  modifiés,  si 
la  courbe  passe  par  l'un  des  foyers  F  et  G. 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  F,  il  &iit  qu'on  ait  à  la  fois/?  =3: 0, 
^•=:  o',  c'est-à-dire  *^s=2mr  eiÇ  as  anV  j  netn'  étant  de^  entiersi.  Alors 
G^  aura  l'équation  de  condition  ^knF^c  :s=i  4'i^F'x-^  F(X|S).  Si  4W9  cette 
équation  on  regarde  iF^Cy  F'x  comme  seules  données  ^  1^  entiers  19  et  ni 
étant  à  volonté,  ainsi  que  F  (x,  é),  qui  doit  seulement  être  plus  petit  que 
F(x,  ne)  ou  2F'x,  on  voit  qu'il  y  aura  une  infinité  detpaanières  de  satis&ire 
à  cette  équation,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  suppositions  à  6ire 
sur  l'état  initial  du  mouvement  dont  dépend  la  valeur  de  la  constante  €, 
pQur  qu^  le  corps,,  après  un  certain  Aonibre  de  demi-révolutions,  parvienne 
au  centre  F.  . 

..^Cependant  lorsque  kS^c  et  F'x  seront  commensurables  entr'eux»  si  l'pjp 
appd^le  H  leur  commune  mesure,  les  diverses  valemrs  de  F(X|  0  ^^  pouTj 
root  être  que  dea  multiples  de  jafi»  ainsi  leur  nombre  sera  Umité;  \     .,. 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  G  ,*  il  fieiut  qu'on  aîl  à  la  -tcçs 


«^  ==  W«t  Ç  =^  {^n!^  i)  TT ,  col|ui  donnera  l'équlitîon  de  cotx^ûon^kn^^c 
=  2  (a/i'  +  i)  F'x  ^^  F  (x,  €),  équation  à  IgqueHe  o»  pourra  satisfaire  aune 
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inGnité  de  manières,  si  p^— est  irrationnelle;  et  d'un  certain  nombre  de 
manières  seulement ,  si  cette  quantité  est  rationnelle. 

487.  Les  cas  dont  nous  venons  de  parler  donnent  lieu  à  exception  dans 
les  formules  des  articles  4^4  et  485  ;  car  si  le  foyer  G  est  l'un  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ce  point  appartiendra  également  à  la 
séiie  des  points  B',  B*,  B',  etc. ,  et  à  celle  des  points  1',  1%  P,  etc.  De  même 
si  le  foyer  F  est  l'un  des  points  d'intersertion  de  la  courbe  avec  l'axe ,  ce 
point  appartiendra  également  à  la  tévie  des  points  A',  A%  A',  etc. ,  et  à 
celle  des  points  I',  I*,  P,  etc.  Ainsi,  dans  l'énumération  des  points  d'in^ 
tersection  qui  servent  à  compter  les  révolutions  du  corps  dans  son  orbite  ,• 
il  y  aurait  une  unité  à  retrancher,  tant  de  la  somme  L  -j~  I  trouvée  arti- 
cle 434  9  V^^  ^e  ^  somme  21  +  ^  de  l'art.  485. 

Mais  une  remarque  plus  essentielle  à  faire,  c'est  qu'aussitôt  que  le  corps 
est  parvenu  à  l'un  des  foyers  F  et  G,  les  formules  générales  cessent  d'être 
applicables  à  la  question,  puisque,  passé  ces  points,  les  valeurs  de  p  et 
(f  devraient  être  supposées  imaginaires. 

On  doit  être  peu  surpris  de  cette  difficulté  analytique ,  si  l'on  considère 
que  la  vitesse  du  corps  devient  infinie  lorsqu'il  parvient  à  l'un  des  centres 
des  forces;  on  peut  supposer  que  la  loi  de  continuité  est  violée  par  cette 
circonstance;  du  reste,  nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  la  solution  de 
cette  difficulté ,  et  nous  ferons  généralement  abstraction ,  dans  tout  ce  qui 
suit,  des  cas  oh  l'orbite  peut  passer  par  l'un  des  foyers.  Nous  donnerons 
cependant  ci-après  l'exemple  d'un  cas  de  ce  genre ,  dans  lequel  le  mou- 
vement se  détermine  d'une  manière  qui  semble  d'abord  peu  admissible , 
mais  que  le  calcul  justifie  suffisamment. 

488.  Il  faut  maintenant  chercher  dans  le  cas  III  l'expression  générale  du 
temps  que  le  corps  met  à  parvenir  à  un  point  quelconque  de  son  orbite. 
Ce  temps  est  toujours  composé  de  deux  parties ,  l'une  t  fonction  de  4  > 
l'autre  t^'  fonction  de  Ç;  or ,  comme  la  valeur  de  q  est  la  même  que  dans 
le  cas  I ,  les  formules  pour  déterminer  la  partie  ^,  ou  plutôt  t'  + 1"\  se- 
ront les  mêmes  que  dans  les  art.  44^  ^^  suivaus  ;  il  faudra  seulement  ob- 
server que  dans  le  résultat  on  devra  retrancher  la  constante  ^  (é)  +  ^(é), 
parce  qu'à  l'origine  du  mouvement  on  a  Ç  =  i.  Il  ne  reste  donc  à  trouver 
que  la  valeur  de  la  première  partie  tf. 

.  Si  dans  l'équation  ^p—  =  ^^—^^  •  ^  >  o»^  substitue  les  valeurs  qui 
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TiT  .       ,  cWsm*^'      dp  c  d\f 

conviennent  au caslIL  savoir  »•  = r-^-rr •  77^=,., m   n'TTt: — :;  .  ,.\» 

on  aura ,  en  faisant  pour  abrëger,  »  =  —  €?*(i  -f-m'),  D  = 


-     ,        //7,c?     1  +  mm\ 

^' = Dz    z  =  r^^»'^*^v'('-^*''^'^), 

'  •/  (*  +'*  8in*4)* 

Or,  par  les  réductions  connues,  on  a 

'(■+")z=-^qâ^+^"»'(«.4)  -i  E  (+)+(.  -5)n  (»,c,+). 

Soit  Z'  la  valeur  de  Z  lorsque  «nI^  =  -^  ^ ,  on  aura 

Or,  si  l'on  fait  »  =:  —  i  +4*  sîn*  A ,  on  aura  sin*  A  =  i  —  m  j  et  en  sub- 
stituant la  valeur  de  II'  (/z,  c),  déduite  de  la  formule  de  l'art.  ii:a, 
puis  faisant,  pour  abréger,  K  =  i  'Tf  +  (F'c— E'£?)F  (*,  A)  — F'c,E(^,A), 
on  aura 

3*'sin*A(i— ^•sinM)Z' ==£•£?— 6*sin*AF'c  +  4^^^=^~,K. 
^  ^  '    sinA  cosaA(6,a) 

Soit  T' la  valeur  de  t' lorsque  i^p  rs  j  ^ ,  on  aura  T'  =  DZ' ,  ou 

r—  P  /£.^  ^>»>;.p^,  (cOs4A-yrin4A)K       \ 

En  général ,  soit  4  =  l'sr  +  4S  ^t  on  aura  la  partie  du  temps  correspon- 
dante 

«'(4)=aIT'  +  «'(4')j 

cette  partie  devra  être  jointe  à  celle  qui  dépend  de  la  variable  Ç ,  savoir , 

/"  (0  +  n"  (0  -  «"  (0  -  f"  (6). 

Du  cas  particulier  où  Von  a  ni  ^=im. 

489*  Alors  on  a  c*  =  »•  =  7,  et  la  valeur  de  k  devient  indéterminée. 
Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  je  fais  m' z=zm  (1— i^cT);  cT  étant  supposé 

infiniment  petit ,  j'ai  c*  =  ^  (  i  +«r)  ,  cos  G  =  ^j^J^^J^  ==  »  — ax'.  Donc 

j{*  _.  fyr     a  __  2«  ^     ~    ^  ,  ou ,  en  substituant  là  valeur  de  a , 

1—2»»         m        A  +  B   ' 

^  4AB     /i  +  lyty        . 
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k  étant  iiinsi  déterminé,  l'ëquàtiott  de  la  courbe  sera 

;tF{4)  =  F<0-F(€), 

le  modale  commun  à  ces  fonctions  étant  c=  ^Z-î* 

490.  Si  Ton  veut  que  la.  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique  y  il 

&udra  faire  A  =  - .  -  étant  une  Fraction  rationnelle  à  volonté  ;  alors  m  devra 

être  déterminée  par  l'équation 

4m* 4Afc  4^ 

(I  +/!*•)*        (A  +  B)»  •  i^+4*** 

G)nnaissant  les  nombres  i,  e^  et  le  rapport  g-,  on  trouvera  toujours  par  cette 

équation  une  valeur  convenable  de  iti,  car  le  second  membre  étant  toujours 
plus  petit  que  l'unité ,  si  on  le  désigne  par  sin*  A,  oa  aura  m  =s  tai^  \  h] 
et  comme  on  peut  prendre  •%  <C  ;^  ^>  on  aura  m  <<  i. 

D'après  les  formules  de  l'art.  J^iS  j  le  cas  de  m'  ssb  m  suppose  une  vitesse 
initiale  V  telle  que 

C^  +  B/i»»V  !  +  »•)» 
•^  (i+m»)*  — 2ji»»8in>' 

de  plus,  on  doit  avoir  entre  m*  et  ft  l'équation 
d^où'Von  déduit 


cos*  /A 


2)»*iii*  (A+B)+  (I  +  ^*)  (A+Bm")' 


et  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  A  >  B«^,  et  B  >  A191*,  il  s'ensuit 
que  cos  jE^  n'est  jamais  zéro,  et  qu'ainsi  sin  fi  ne  peut  surpasser  un  maxi- 
mum &cile  à  déterininer  par  la  variation  de  m°»  Ia  vakur  de  /it',  qui  con- 

vient  au  maximum  de  sin  /x  est  m^  =  ^  _      ^ ,  ce  qui  donne  cos*  (a  = 

Ayant  donc  pris  m"  et  fi  dans  les  limites  convenables  y  l'équation  de  la 
courbe  sera  flF4  î=;=  <t  (PÇ  —  Fs);  et  si  Fou  firit  Ff  •^.  Fc  ==  FC,  êïte 
deviendra  1F4  =3  eF(^  On  aura  en  mâitté  temps  les  valeurs  suivantes  de 
p  et  q. 


SECTION  a  4^ 


y 


r        1/(1— <;»8in*4)» 

^~"  y/a^^'^^~\/a*  8inf  cos^ A  (f)  +  sinC cosi Zi («)  * 

Étant  donné  le  rapport  g-,  on  peut  varier  k  l'infini  les  nombres  entiers  i  et 

ûy  ainsi  que  les  données  m^  et  /x;  d'où  il  suit  qu'il  y  a  une  infinité  de 
courbes  algébriques  qui  satisfont  à  la  question  dans  Vbypolbèse  de  m' es  m, 
laquelle  est  d'ailleurs  comprise  dans  l'hypothèse  C  +  C  =  o ,  dont  nous 
avons  parlé  n^  4^^* 

4gt.  Le  cas  le  plus  simple  s'obtient  en  faisant  i  =  i ,  e  =  i ,  ce  qui  don* 
uera  l'équation  de  la  courbe  4  =  Vh  mdî'&  il  vaudra  autant  conserver  cette 
équation  sous  la  forme  F<>|/  =  FÇ  —  Fé,  parce  que  de  là  il  est  fâdle  de  dé- 
duire algébriquement 9  suivant  les  cas,  y^  par  le  moyen  de  (^  et  récipro- 
quement. 

* 

Pour  avoir  le  premier  point  B*  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe ,  il  Fi^.  nS. 
faut  faire  c  =  ^ ,  ce  qui  donnera  «A  =  tt  —  € ,  et  p*  =  r-^-r-  =  ss-f 

Le  point  d'intersection  suivant  I*  se  trouvera  en  faisant  «nI^  =  ^ ,  ce  qui 
donne  J  =  cr  +  €,  tang  ^  Ç  =s  —  cot^  6 ,  et  y  =3  —  ^^  ^  ;  ce  point  I*  se 

trouvera  donc  en  faisant  ^  ss  -7— ^  s=  ^.  U  se  confondrait  avec  le  point 

A ,  si  la  valeur  initiale  de  ft  était  telle  j  -.  qu'on  eût  /71*  =  -  ;  cas  où  l'on  a 

Le  troisième  point  d'intersection  A*  se  trouvera  en  fiiisant  Ç  =  37r ,  ce 

qm  donne4  =  a^r  ~€,  sm  +  ss  —  smé,  et;y^=  ^_^,^.^,^  =  g^^,; 

ainsi  le  point  A*  sera  situé  à  la  même  distance  du  centre  F,  que  le  point 
B  l'est  du  centre  G. 

Pour  avoir  la  quatrième  intersection ,  on  fera  4^  ss  açr ,  ce  qui  donneni 
Ç  a  :27  -^  £  ;  ainsi  cette  quatrième  intersection  retombera  sur  le  point  A , 
et  la  période  sera  entièrement  achevée.  Cette  période  est  composée  par  con-  ~ 
fiâ]uent  de  deux  révolutions. 

Dans  le  cas  de  s  s=:  j^,  les  points  A  et  V  coïncideraient  y  et  les  points 
A'  et  BV  seraient  des  apsides  sapérieores. 


X.  L  &i 
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Des  cas  où  la  courbe  devient  algébrique^ 

493.  Revenons  aux  formoles  générales  du  cas  III  ;  et  comme  la  valeur  de 
*  c&  \/(z\ZlJ)  ^^  permet  pas  de  supposer  xs=  c,  excepté  dans  le  cas  déjà 
examiné  où  c  =  ^f,  Êdsous,  pour  première  hypothèse ^  x  =  c"*,  nous  au- 
ronsFCi.,  4)  =  i±^ F (c«, 4'). Soit  donck.l±^,  o«i±^  \/{^^ 
=s  -,  il  en  résultera 

Étant  donnés  les  nombres  i  et  e  qui  servent  à  déterminer  les  modules  c 

et  X  ;  connaissant  de  plus  le  rapport  g-  >  les  quantités  m  et  mf  ne  sont  plu» 

arbitraires;  car  les  formules  générales  qui  servent  i  déterminer  a  et  a'  don- 
nent l'équation  swvante  pour  déterminer  mn/  : 

mm'       _^      4AB  "  &*c*(i— 2«*)*         - 

(t+mmy        (A  +  B)»  •4AV(i— a»*)*+(ac*— 0" 

ensuite  on  aura  w  =  j  i/(wii'),  et  m'  =  -  ^(mm') ,  di*»  T^f—^*  Con- 
naissant m  et  m'  9  les  équations  du  n^  4'^  donneront  cette  relation  entre 
nf  et,  fi^  T 

.   ,      ^  (i+^y  ww*'(A-fB)      

"^  ^  —  m*Cw»— m'  +  amu*')  (A  +  B)  +  (i +CTii»0  (A +Bn»~)' 

qui  permet  de  prendre  mP  à  volonté ,  pourvu  que  la  valeur  de  sin  f>e  qui 
en  résulte  soit  plus  petite  que  l'unité;  ^cn^n  la  vitesse  initiale  Y  sera  donnée 
par  l'équation 

T  «V«  =  2i=^^±4=îi' (A +B)  +  ^.  +  Bm«. 

*  I  -^  mm  ^  '         I» 

Avec  toutes  ces  conditions ,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera  tF^)^*  c=s 

e(F^  ^-Ff);  on  aura  en  même  temps  les  équations  sin  (2<sP— •40=^^^4% 

^_    cj£m_^8m^_^      ^_  1    ^      ±  y.  On  obtiendra  ainsi'  unç  infinité  de 

courbes  algébriques  qui  satisferont  aux  formules  jdu  caf  III. 

49Î!  Si  l'on  fait  Ç=2l/Jr+6  et  4  =ï^  >  <>^  4*  =  ^Ï'^j  1®  ^®^^  reviendra 
au  point  du  départ  A ,  pourvu  que  les  entiers  L  et  T  satis&ssent  à  l'équation 
lîsseL,  qui  donne  L=  i^  I  =  e;  or,  depuis  la  valeur  ^:=:€  jusqu'à  la 
valeur  {^ssaLsr+c^  il  devra  y  avoir  2L  intersections ^  soit  à  droite  de  6^ 


r 
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soit  à  gauche  de  F;  la  valeur  4  =:  I^  indique  pareillement  I  intersections 
entre  F  et  G;  donc  le  nombre  total  des  intersections,  ou  celui  des  demi* 
révolutions,  sera  2L+I.  Si  ce  nomhre  est  pair,  la  période  sera  terminée 
après  L-f-^I  révolutions;  mais  si  lest  impair,  il  faudra  encore  un  pareil 
nombre  de  demi-révolutions  pour  tenniner  la  période.  Ainsi ,  en  général , 
l'orbite  rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de.  révolutions  L+7I  ou 
^+1,  selon  que  2L^1  sera  paip  ou  impair..  Il  faut,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  excepter  les  ci^  où  la  courbe  passerait  par  Pun  des  centres  F  et  6; 
car  la  continuation  du  mouvement  âu-dela  de  ce  centre  n'est  point  donnée 

par  nos  formules.  J'observerai,  au  reste,  que  si  dans  la  fraction  - ,  toujours 

supposée  réduite  aux  moindres  termes,  le  dénominateur  e  est  pair,  la  courbe 
ne  passera  par  aucun  des  centres  F  et  G;  alors  la  période  sera  de  i-f«  ^e  ré- 
volutions; si  au  contraire  le  dénominateur  e  est  impair,  la  courbe  passera 
toujours  par  l'un  des  centres  F  et  G;  savoir,  par  le  centre  F, si  1  est  pair, 
et  par  le  centre  G ,  si  i  est  impair. 

494*  La  supposition  xsc^  fait  connaître  une  infinité  de  courbes  algé- 
briques qui  satisfont  au  cas  III;  on  en  trouverait  de  même  une  infinité 
par  chacune  des  suppositions  xzs'à^y  xs=é^**,  etc.;  mais  il  nous  paraît 
superflu  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails  a  ce  sujet. 

Déçèloppement  du  cas  IV. 

495.  Les  observations  générales  que  nous  avons  fiiites  sur  les  formules 
du  cas  III  s'appliquent  avec  très  peu  de  modifications  aux  formules  dp 
cas  ly  ;  nous  nous  dispenserons  donc  de  donner  une  explication  détailléje 
de  celles-ci;  nous  remarquerons  seulement  que  le  temps  se  déterminera  par 
les  formules  déjà  données,  savoir,  la  partie  i  qui  dépend  de  4^,  par  les 
formules  de  l'art.  4S8,  et  la  partie  i^  qui  dépend  de  Ç*,  par  les  formules  c^ 
l'art.  464. 

,  496*  A  l'^rd  des  courbes  algébriques  qui  peuvent  satis&ire  an  cas  lY, 
il  est  facile  d'en  trouver  tant  de  séries  qu'on  voudra.  L'hypothèse  la  plus 
simple  pour  obtenir  de  telles  courbes,  consiste  à  fidre  ^s«  et  km 


•  •  • 


v/(^) 


-,  il  en  résultera 


valeur  conTcnal 

6a. 
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duld  Cy  et  réquation  de  la  courbe  sera  iF4  =  «(FÇ  — Fé);  on  aura  en 

même  temps  P=  ^^.^^.^^y  ^=  ^tangC 

Ayant  pris  à  volonté  la  fraction -<  i,  et  le  rapport  g-,  on  connaîtra 

d'abord  le  module  c,  par  la  formule  précédente;  ensuite  mm>  devra  être 

aéterminé  par  l'équation 

mm'  AB         c*Ca— c»)" 

(i  +  mm'y       (A+B)*         i  +  c« 

Connaissant  mm\  on  aura  ^  =  t  v/(wi//i'),  et  n/  =  -  v/C/wm').  Enfin ,  les 

deux  équations  de  l'art.  49^  donneront,  l'une  la  relation  entre  m^  et  sin  /u, 
l'autre  la  valeur  de  la  vitesse  initiale  Y,  pour  que  la  courbe  dont  il  s'agit 
soit  décrite. 

On  trouvera  d'ailleurs  ^  comme  dans  le  n*  49^  y  que  la  courbe  rentrera 
sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  i*+  •  ^  >  ^^  ^  ^^^  [^Siiv.  Lorsque  e 
est  impair,  la  courbe  passe  par  l'un  des  foyers  F  6t  G,  et  la  période  cesse 
d'avoir  lieu,  ou  ne  peut  être  déterminée  que  par  d'autres  considérations. 

V 

Du  cas  particulier  tm  l'on  a  B  :=:  kmnS. 

497.  Dans  ce  cas  on  a  a'=o,  x=  i ,  A:=  v/(2C*—  i),  et  l'équation  de 
la  courbe  devient  AF(c,  4)  =  F (i,  Ç)  —  F(i,  €),  ou 

»*■?(«,  4) =i"g(i±^D-io8(ii^f:). 

Cette  courbe  n'est  point  algébrique,  mais  elle  est  d'une  forme  qui  mérité 
d'être  remarquée. 

On  voit  que  l'arc  Ç  à  pour  limite  \ir^  et  qu'il  n'atteint  cette  limite  que 
lorsque  n}/  est  devenu  in6ni  ;  d'ailleurs ,  comme  Ç  augmente  en  même  temps 
que  4 9  ^^  V^^  lorsque  >|/=:o  on  a^ssé,  il  faut,  à  plus  forte  raison, 
qu'on  ait  e  ^  I  «tT  ;  c'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  par  l'équation  tangc  =s 
ï/(ctm®);  on  peut  même  prouver  que  6  est  <  ^sB^j  car  on  a,  dans  ce  cas. 


= >u  et  par  les  équations  de  l'art,  àqi .  on  trbiive 

.:   -^.•r-w»m^:-:r...  ^  ,    ^^.{1.  ...         1 

euri"  =  I  —  ~ 7  (i  +'»•)*  col^u  =  tangue.    .     - 

498.  Puisque  dans  la  courbe  dont  il  s'agit ,  la  valeur  de  f  est  toujours 
mprise  entre  €  et  î'Tf ,  cette  courbe  ne  peut  rencontrer  son  aie  qu'entre 


comprise 
nûints 
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section  sont  les  apsides  inférieures  successives  1',  1%  P,  etc.;  ils  répon- 
dront aux  valeurs  4=^>  2^>  ^-Tf,  etc. 

Quant  aux  apsides  supérieures  S\  S%  S',  etc«,  toutes  placées  sur  le  péri- 
mètre de  l'ellipse  p^z=^m^  elles  devront  répondre  aux  valeurs  4  s=s  f  ^  9 
|?r,  f -Tf,  etc. 

Supposons  qu'aux  valeurs  successives  4  =  î^>  ''^j  4^>  ^^j  4  ^>  etc. 

répondent  les  valeurs Ç  =  A' ,  A'',  A'",  A'%  A^,  etc., 

le  premier  terme  A'  de  cette  dernière  suite  sera  déterminé  par  l'équation 

nhS'c  =  log  (7^^)  —  log  (~^)  Soit  2AF»c  =  n,  et  on  aura 

i  +  sinA^        i  +  aint 


I  — siiiA         I-— smi 


e*. 


On  aura  de  même  '  "" .,  ==  iltiî—  e**,  et  en  général,  pour  un  indice 
quelconque  i^ 

1  -|-  sîn  x'  __^  1  4-  8Ïn  f    ,, 

I  —  sin  a'  """  I  —  sii|  t      '     .  • . 

De  là  on  voit  que  la  suite  6,  A',  A",  A''',  A",  etc.  est  continuellement  crois- 
sante depuis  le  terme  €  ou  A"*,  jusqu'au  dernier  terme  \^.  Il  en  résulte  que 
les  points  1%  1%  P,  etc.  s'approchent  conânuelleméM  du  centre  G,  avec 
lequel  ils  finissent  par  se  confondre,  et  que  les  poîiits  S*,'S%  S*,  S*,  etc. 
s'approchent  de  même  continuellement  -^u  point  L,  avec  lequel  ils  finissent 
par  coïncider.  Mais  ces  coïncidences  n'ont  Keu  qa'après  un  nombre'  de 
termes  infini.  .  .  » 

49g.  Cela  posé,  on  voit  que  la  eourhe  est  composée  «Tmie  infinité  de  Fif.  «& 
|>arties  AS*r,  I"S*I%  I*S*P,  etc.,  situées  alternativement  des  deux  côtés  de 
l'axe  F6,  lesquelles  avancent  graduellement  par  leurs  bases  AP,  l'P, 
PP,  etc.,  jusqu'au  point  dy  et  par  leurs  spipmets  jusqu'au  t  point  L,  qui 
est  le  dernfer  terme  de  la  suite  supérieure  S'»  S',  S',  etc.  «  comme  celui 
de  la  suite  inférieure  S*,  S^,  S%'  etc.  •  ^ 

Cette  courbe  ainsi  composée  d'une  infinité  de  spires  Jnxta-posées  qui 
diminuent  continuellement,  de  largegr^  et  dont  les  spmn^ets  convergeai  vers 
le  point  L,  ne  ressemble  en  rien'aiix  autres  courues  que  notais  àtvoQs  dé- 
crites  jusqu'à  présent;  el, c'est  inrr^ukiTt  ue=cal(Dul  assex  fi4p|Nint'y  ^xxsift 
telle  courbe  puisse  être  décrite  j>ar  l'apiîpp  :^6/|^^^:.^i^s,qui9..c^fidër' 
rées  séparément,  ne.. poi^rraienl  fai^e  dcgrirjs  qu'jm^-ell^^  Si.Fon,  ^emafr- 
dait,  dans  ce  cas,  quel  est  le  temps  moyen  d'une  révohption,  il  fiiudra  en- 
tendre par  demi-tévolliti'on  le  paisifge  d^uil*'p'6iût9'iBtersecéion  tel  que  P. 
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an  point  d'intersection  suivant  Vj  pendant  lequel  4  y^tie  depuis  S^r  yaê^ 
qu'à  /l^K.  En  général,  si  l'on  calcule,  par  les  formule^  données  ci-dessus, 
le  temps  écoulé  depuis  >|/  =3  o  jusqu'à  ^[/  =  \ir,  ce  temps  sera  celui  des  I 
pffsmiires  demi-révolutions,  et  en  le  divisant  par  I  on  at^ra  le  temps  moyen 
d'une  demi  -  révolution ,  lequel  approchera  d'autant  plus  d'une  valeur 
oonatarite,  quel  sera  plus  grand;  d'où  il  suit  qu'à  mesure  que  •>(/  augmente, 
les  temps  des  demi-révolutions  tendent  de  plus  en  plus  vers  l'égaUté. 

On  pourrait  aussi  considérer  le  mouvement  du  corps  comme  une  espèce 
de  mouvement  d'oscillation ,  dans  lequel  le  corps  passe  successivement  d'une 
apside  supérieure  telle  que  S*  à  l'apside  suivante  S',  puis  de  S^  à  S^  et  ainsi 
de  suite.  Ces  sortes  d'oscillations  vont  en  diminuant  d'étendue,  à  mesure 
que  le  corps  s'approche  du  centre  G,  mab  elles  finissent  par  s'effectuer 
toutes  dans  le  même  temps. 

Véçeloppemeni  du  cas  V. 

5oo.  Les  cas  I  et  II,  et  tous  ceux  qui  en  dépendent,  ont  un  caractère 
coaunun  et  distinctif  qui  consiste  en  ce  que  les  intersections  de  la  courbe 
avec  l'axe  ne  peuvent  a vmr  lieu  que  dans  les  parties  DE,  KL  situées  entre 
les  deux  ellipses  terminatrices.  Les  cas  III  et  lY  ^  distinguent  des  premiers, 
en  ce  que  les  intersections  de  la  courbe  avec  son  axe  ont  lieu,  non-seule- 
ment dans  les  deux  parties  DF,  GL  comprises  entre  les  ellipses /i*  s=m, 
/i*=so,  mais  encore  dans  la  partie  de  l'axe  FG  comprise  entre  les  deux 
centres.  Les  cas  Y  et  YI,  qui  nous  restent  à  examiner,  se  distinguent  des 
mitres  en  ce  que,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  n'ont  lieu  que  dans 
les  deux  parties  FG|  GL  qui  sont  adjacentes  au  centre  G.  Il  y  a  donc  dalis 
ces  deux  derniers  ca$  une  partie  de  l'axe  DE,  même  une  partie  FI*  de  la 

droite  FG,  déterminée  par  la  valeur  -gp= tf ,  où  il  ne  peut  y  avoir  aucune 

intersection  de  la  courbe.  Gela  s'explique  par  la  prépondérance  de  la  force 
qui  agit  au  centre  G,  sent  à  rabon  de  l'intensité,  soit  à  raison  d'une  moindre 
distance. 

Cette  propriété  des  deux  cas  Y  et  Vl  qui  les  distingue  dé  tous  les  autres, 

est  fondée  sur  les  valeurs  q  sb  -4^  et  q s=  -^,  qui  ne  peuvent  jamais  se 

réduire  à -zéro.  Ainsi,  il  n'y  a  aucune  intersection  entré  led  poihts  E  et  t"; 
et  la  moindre  valeur  de  ^  étant  a,  si  l'on  prend  sur  la  droite  dé  FG  le 

point  V  tel  que  gpssa^  il  ne  pourra  y  avoir  noii  plus  aucune  intarseo- 
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tkm  entre  F  et  1%  pubqne  cette  intersecâon  supposerait  uiiié  valeur  de  q^ 
pins  petite  que  a. 

5oi.  Nous  avons  déjà  suffisamment  expliqué  la  manière  de  trouver  les 
diverses  inlersedtious  de  la  courbe  avec  son  axe.  On  sait  que  les  points  B' , 
1^^,  B',  etc. ,  situé3  sur  la  partie  GL  de  l'axe ,  se  trouvent  en  faisant  ^  s=?  oo , 
ce  qui  donne  successîvçjnent  ^z=z^\  a^,  StT,  etc.  (  On  ne  £aiit  pas  Ç=50^ 
parce  que  la  première  valeur  de  ^  étant  g,  la  valeur  Ç=o  se  rapporterait  à 
une  époque  antérieure  à  l'origine  du  mouvement.)  Soit  en  général,  y*  la 
valeur  de  «4/  qui  répond  à  la  valeur  Ç  z=z  n-Xj  le  point  correspondant  B' 

se  déterminera  par  l'équation  ^^  '^?  ?  »  =  irûir*  -A.  l'égard  des  points  dîn- 

tersection  1',  1%  1%  etc. ,  situés  entre  les  centres  F  et  G,  ils  font  partie  de 
la  suite  des  apsides  tant  supérieures  qu'inférieures  S\  Vj  S%  1%  S',  P,  etc^ 
i  laquelle  répondent  les  valeurs  4  s=  y'Tr,  ^,  |^,  a^TT,  f  sr,  3Wy  etc.  Appe-^ 
lant  donc  A',  A'',  X'^y  etc.,  les  valeurs  correspondantes  de  Ç,  et  calculant 
ces  valeurs  comme  dans  l'art.  4^3,  on  connaîtra  à  la  fois  les  points  .1%  1% 
Vy  etc.,  qui  sont  censés  les  apsides  in£erieuces  de  la  courbe,  et  ses  apsides 
supérieures  S%  S%  S^,  etc. 

5oa.  Pour  que  la  courbe  rentre  sur  elle-înêiné  après  un  certain  nombre 
de  révolutions,  il  fiiut  qu'on  ait  k  la  fois  -vl/TsalTr,  ^=  flL^-f-  c,  l  et  L 

étant  des  entiers^  ce  qui  donnera  "pr^  =  y*  Ainsi,  toutes  les  Tois  que  -w^ 
sera  niïe  quantité  rationnelle ,  son  expression  la  plus  simple  -r-  fera   con- 


«.    •_    • 


naître  les  valeurs  4  =  al^r,  f  =:i2L^ -f-  s,  qui  ont  lieu  après  rachèrempat; 
de  la  première  période,  et  cette  période  devra  se  renOuvder  à  l'infini. 

Par  la  valeur  4  =  ^I'tT,  on  voit  que  lé  nombre  des  pfoiiits  d^ntèrsectîôÀ  1 
est  2I;  et  par.  la  valeur  ^  =  ^I^TT'f- £ ,  on  viHt  qiié-Ie  Àoipbrë^es  fmhU 
d'intersection  B  est  aL;  et  comme  chaque  intersection  répotid  à  une  demi- 
révolution,  il  s'ensuit  que  la  courbé  rentrera  çùr  èUerSiéme  après  un  nombre 
de  révolutions  ^al  à  1-4- L.    *  ' 

«M  '.1^  •'  ''«Il 

5o3.  Si  le  rapport -=;-  estirrationnel,lWbiteseracomjp6s(éeaûneinBnite 
^  révolutions' inégales- entre' éBes;  et  4Î  n^st  mSSu^Jj^S^  jie^^j^  3ân^ 
toute  la  partie  IGL  prise  i:€ot|Êipte^  du  Yoibt'Iôàl^ôii  fi  ^esfifik^^nn 


4gè  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

tâtn  nombre  dHntersections ,  dont  on  a  vu  que  le  nombre  est  al-i*^!'- 
Mais  la  question  est  de  savoir  si  le  centre  6  peut  être  un  de  ces  points  d'in- 
tersection* 

Pour  qu'il  en  soit  un,  il  faut  qu'on  ait  à  la  fois  «4/  ==  r^r,  ^=  /tt ,  i  et 

l  étam  des  entiers.  Or,  si  d'après  l'hypothèse  p7^=  -j->  on  fait  F*x  =  Ijfc, 

JfeF*c  =  L% ,  l'équation  de  la  courbe  kF  (c,  4)  ==  F(x,  Ç)  —  F  (x,  e)  don- 
nera dans  ce  cas 

F(x,i)  =  ax(W-L«). 

Et  comme  en  vertu  de  l'indétermination  des  nombres  i  et  2,  on  peut  &ire 
à  volonté  1/  —  Li  =:  i ,  a ,  3 ,  etc. ,  il  s'ensuit  que  le  cas  dont  il  s'agît  aura 
efiectîveDient  lieu,  si  la  fonction  F(x,  €)  est  égale  à  2%,  ou  k  un  multiple 
de  aXy  moindre  cependant  que  ^I^,  puisque  €  doit  toujours  être  moindre 
que  7r.  Ces  eas  seront  une  exception  à  la  loi  générale  de  l'art.  5oa  ;  car 
lorsque  le  corps  parvient  à  l'un  des  centres  des  forces,  la  continuation  de 
son  mouvement  ne  peut  se  déterminer  <  par  les  mêmes  formules  qu'en  air 
térant  infiniment' pen  les  élémens  ou  l'un  des  élémens  de  l'orbite,  de  nuh 
nière  qu'elle  ne  passe  pas  tout-à-fait  par  le  centre,  mais  qu'elle  en  appro- 
che jusqu'à  une  distance  aussi  petite  qu'on  voudra. 

5o4.  Si  Von-  veut  avoii;  l'expression  générale  du  temps  dans  le  cas  Y ,  la 
première  partie  t^  qui  dépend  de  >[/  se  déterminera  comme  dans  l'art.  483. 

Quant  à  la  seconde  partie  /' ,  on  la  trouvera  par  la  formule  -r-^ —  == 

f  ■  

j  _^  y.p  "^  »  ^^^  laquelle  il  faut  suhsl^luer  Içs  valeurs  çs=  ^"^j  -^  = 
t/(M>i'~A:.)-|/(»Xf'.ia«Ô'  •*  *^  donnera,  eu  feisant,  pour  abréger, 

y  (i+.«m»0*»/(«-»*»>«»*Ç)' 

Soit  Pi  =  (i^+i)  (^+^')  9  on  aura  ,  par  les  réductions  connues. 


I  ■  i 


I 

tt  a  our  appellcr  T' la  valenr  del*  lorsque  Ç  s=  ^  ?r ,  on  aura 

\  f=SC(-+T)P«-E'»+('-v)n'('.»)]- 

P'aiUeàrSi  eu  fusant  ^ ss  tang*  J^ ,  on  f  ssa  col*  J^,  et  b' ss  i  -—  x*» 
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on  a 

I 

^^i^Cn-  (.,  «)-8in'/  F'«]=i,r  -H  (F*  «-^'  x)  F  (C,<r)-^F'xE(ff,«r)j 

■  * 

donc,  en  appelant  K'  le  second  membre  de  cette  équation ,  il  viendra 

D'après  ces  deux  formules ,  il  sera  aisé  de  trouver  le  temps  employé  par  le. 
corps  à  parvenir  à  un  point  quelconque  de  son  orbite ,  déterminé  par  les 
vakurs  4  =  hr  +  4'  >  Ç^  =  ^^  +  K'  >  entre  lesquelles  on  a  Téquation 

F',\,      T^      F'c     J — ^^^^  F'« 

r 

Dès  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  Y. 


t 


5o5.  Soit  d'abord  cs=  x,  et  Ars  \/(tj^)  =*  ;»  ^>*^  ^^^^ 

Ainsi,  pourvu  qu'on  prenne  e  ^  i,  on  aura  une  Valeur  convenable  du  mo- 

dule  c.  Soit  donné  en  outre  le  rapport  |r,  on  aura,  pour  déterminer  mwl ^ 
l'équation 


mm'       y(i4-cy  AB 


b 


ensuite  m  et  mf  seront  connus  par  les  valeurs  m  =s  r  ^mmt  ^  m's=  -  \/v/ml. 


Ces  valeui^s  ayant  lieu ,  ainsi  que  les  deux  équations  de  l'art.  492 ,  entre 

les  données  m*,  /x  et  Y,  relatives  à  l'état  initial,  la  courbe  décrite  aura 

pour  équation  iT (4)  =  e(FÇ  —  Ff) ,  c  étant  le  module  commun;  on  aura 

en  même  temps  . 

ct/ni'.ain4^  y/g 

et  ce  système  comprendra  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

m 

5o6.  Soit,  par  exemple,  -e  =  a,  i.s=s  i ,  on  aura  ^  =  j ,  6'  =s  j,  et  la  va* 

leur  de  mm!  devra  être  tijcée  4^  l'équation  77Z:^jJ7yi*=55  •  fT+B?'  ^*^*^ 

on  aura  m  =5  1/(7  mm') ,  m'  ss  lura.  Supposons  de  plus ,  que  la  position 
T.  I.  '  63 
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initiale  du  point  A  est  telle,  qu'on  a  F£  =s  |F'c,  ce  qui  donne  sîn  €  = 

courbe  jd'apr^  son  jé^ation  jV^  =  fÇ  —  ,|  F'c. 
Fig.  17.       Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  B* ,  soît  Ç  =  tT,  on  aura  4  = 
^TTj  et  f^«B  m*;  d#iyo  ^ce  point  (XHUcidj^.^^ec  4^»xtréaiî1ié  Xi  du  diamètre 
de  Tellipse  /y*  es  m ,  et  il  est  en  même  temps  une  apside  mpërieure  de  la 
coupbe. 

&at  ewuite  4  ï=  2^2,  :96a  d'ayoir  le  pxûnt  d'inteivectipu  1%  an  aura  FÇ;ss 
|F'c«  c»  Zrf=»7r  —< ^  dîiw  lia  point  V  ogavcide^avec  bjpdmi  A,  ce  qui, 
d'ailleurs,  résulte  de  ce  que  la  tangente  en  L  est  perpendiculaire  k  l'axe , 
et  qu'ainsi  les  deux  parties  -de  la  Irajectoire  «situât  «dts  dieux  côtés  de  l'axe 
doivent  être  égales  et  semblables. 

Pour  avoir  la  seconde  apside  supérieure  S* ,  30it  ^  =  |  ^^  on  aura  FÇ  = 
3F'c ,  et  par  conséquent  2f  =  |^  ;  ainsi  le  point  5'  sera  déterminé  par  les 
Valeurs  ;?'  =  m ,  y' = a. 

Du  points^,  le  oorps  revjçpidr^  vers  Faxe ,  ^et  4e  oonpwa  mi  pouil:  où 
4  =  a-TT  ;  alors  on  aura  FÇ  =?  |  F'c  =  Ytt  +  F<,  et  par  conséquent  Ç  = 
ST  +  <«  Donc  ce  point  d'interpeçtîoo  s'^est  «otr»  que  le  point  A. 

507.  On  pourrait  penser  d'abord  que  le  corps  qui  a  suivi  la  route  Am'jS* 
pour  aller  à  l'apside  supérieure  S*,  revient  par  une  autre  roule  au  point  A^ 
et  qull  décrit  tine  foliole  dont  le  commet  abotfliitfm  point  A  ;  fnais  oëlie 
supposition  ne  s'accorderait  pas  avec  le  principe  général  (n^  43^)#  'qtt0;ja* 
mais  plus  de  deux  brandhes  de  comice  ne  se  xenccnttrfint  en  un  même  point 
A.  Il  &ut  donc  que  la  seconde  branche  de  la  foliole,  si  elle  existe,  ait  au 

pomt,  A 1%  9âfn^  (tdpgeotfi  -que  Vume  ou  l'^^utre  de»  4>nmch^  Am  >^Ai»'. 

Mais  en  examinant  la  chose  avec  plus  d'attention  ,  on  reconnaît  bientôt 
que  cette  «foliole  n W  qu'un  infime  arc  de  couribe  S^'^A ,  comme  ^  sa  Mar- 
geur était  inâniment  petite  dans  toute  son  étendue. 

Pour  s'assurer  de  l'existence  de  cette  singularité ,  toit  m^  im  jiointr  de 
l'orbite  ti vaut  le  point  S*  çù  l'on  a  4  =^  |^  —  ^>  C  =  l^'*^*fi>  et  W  tm 
point  de  l'orbite  passé i^ppifit^',  oinrgii  a  4  P"4  V»"  +  ^,  Ç*  =  î  'WH-  A', 
on  aura  les  deux  équations 

^F(i7»— cr)  =  F(i^~fl), 

Vf  où  TéM))te  :â'  ^s^  f.  liwfi  ie6  4etts  pdots  n/ ,  n^  rêpomùiàl  'wmt  mêatH 
H9kaKâgp»tq,  ât  aio^i  ils  ««  .fiait  f|»*\ia  1611I  ft  jDBéme  point. 


doit  revenir  sur  ses  pas  en  décrivant  précisëmlAit  le*  métoMf  aM  d^  (HMiriM 
d«S^rfa  À/qu-lf  fltfiit  éécrifreM^dltlttitdrAàS». 

548*  €e*  féktiltiir  ^é  peut  avcftr  fieû  ^  moihs  cpië  h  vitesse-  an  pômt  ^  ne 

on  aura,  d'âpres  l^é<Iuaiioii  (1);^^  .     .. 

RîiSifnC  p^ttini,ft±ûL,  et  siil^éttiMVtMÉr  I  tf^**to  tdeut  t  ^t.  4  l'Sv 

dtaMlà«|uèffis'^er  ^M  nitu=tûm^  6A  aura  ittf  pbfitf  S^ 

*  .  * 

.  *^**^  =**  41»*  ^  I  L       "»  +  «        ^     I  +  -m   J* 

Pour  que  p  sq  réduiaer  à  zéro  ;i  il  faut  donc  qp  on  ait 


Mais  puisque  x*=i==j,  Qn  a  a^=  j  (t  eta  +  a'ou|^^ 
de  ces  deui  équations  combinées  résulte  use  nouvelle  valeur  d^w^fftsvoiry 
I  =  3+^-  ao««-=: ^^::;:^^  ===^-^/^>y_^  ;  cette  dernière 
»e  réduit  à  .^^'^^^y  ==  y| .  gjrpg^  r  ^  s'accord^  pai?  conséquent  avec 


l'4t|HatÎQU  qiii  serb  à  déteriainer  iTim'  as  %m*.  tt  est»  déoMùtré-  ainsi  ^  d/we 
nttiîèM  gén^rale^).  qM  la*  \dtoBs0  au*,  point  S^  eal;  null^k^ 

Céttie>  véi'ifixcstîoft  dtovîmdrsfil  pkts  ikcsfe  dansi  ie»  ettt  partîstflidts*  ifioift , 
par  exempte,  j  =  l>  ®^  ^^^*  '«^  •  >  m^=s  i ,  a  =  i ,  ce  qui  donne  im- 
médiatement  i^  =  o. 

509.  €li  voit  dans  efft  exemple  que  le  corps  parti  de  ▲.  d^ont  d'abondi  la  f  jg  2. 
feuilfe  A/nIi^  A  ;  que,  revenu  au  point  A,  avec  une  vitesse  égale  à  la  vi- 
tjgêê^ îai^iab  y  maMk  4mgér  âSd  menièvs'  qm  Vkn^VArtf'  m9  le  smn^lémcnÉ 
de  FA/n ,  il  se  meut  dans  la  branche  Am"S*y  jusqu'au  point  S*^  dans  lequel 
cette  brantfae  rencontre  Tellipse  ferîdinàûice  p*'i=^  m.  Le  corpis  ayant  perdu 
toMê  sa  vitesse  aDpoiiid;i  S'y  il/ revieM sw^ se» pw  et  déi^r  là  nkênopr ôgId^ 
Sni^JMhmA^qyk  le  ransfoeide^nouvaia  aivpcrâl  Â;  M  él&'H^d((trltfath- 
dMMS  éè  t^aMrkrbrauibr  A6^^  eariètemeiit  sembtottoi>  ASF^  »fBk  aitMi* 

63.. 
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des  oscillations  dont  le  milieu  est  au  point  L,  et  qui  se  terminent  alterna- 
tivement  aux  pomts  S*  et  S^« 

Au  reste ,  une  courbe  algébrique  ne  pouvant  pas  être  terminée  brusque- 
ment en  S*  et  S^^  les  branches  AS%  AS^.ont  sans  doute  une. continuation  qui 

ne  peut  plus  âtre  représentée  paroles  valeurs  p  ^'^T/p^^^TTxj  9=  "^^t 

mais  qu'il  serait  fecile  de  construire  par  d'autre^  moyens. 

5io.  Pour  avoir  la  durée  d'une  oscillation,  il  suffira  de  doubler  le  temps 
que  le  corps  met  à  parcourir  la  partie  S*A/7iX,  ou  la  partie  S^AmL.  Nous 
avons  fixé  l'origine  du  mouvei;nent  au  point  A;  mais  on  peut  supposer  qu'a- 
vant d'arriver  en  A  le  corps  était  parti  du  point  S^;  relativement  au  point 
A,  où  l'on  a  %{/  =  o  et  ^  =  €,  le  point  S^,  qui  appartient  à  une  époque 
antérieure,  est  représenté  par  les  valeurs  n^ss  —  i^^^ss— |^,  et  le 
point  L  l'est  par  les  valeurs  «^  =  7  ^ ,  Ç  =  ^.  Donc  â  l'on  désigne  par  ^  (•^) 
et  1"  (Ç)j  les  parties  du  temps  qui  dépendent  des  variables  '^  eiÇy  ces  parties 
étant  prises  de  manière  qu'elles  s'évanouissent  lorsque  les  variables  sont  nul- 
les, et  qu'on  appelle  T  le  temps  d'une  oscillation ,  on  aura  ^Tss^tf  (jTt) 
-t-S^^'d^),  ou,  suivant  les  dénominations  déji  usitées,  T=4'^'"h  loT*. 

Dans  le  cas  pris  pour  exemple,  où  l'on  a  »  =  | ,  m  =  ^,  m'  =  i ,  «=s  1 , 
on  trouvera ,  toutes  réductions  fisiites , 

formule  oùK'=:i^  +  (Pc  —  E'c)F(*,^^)  —  F'cE(*,i^).  ' 

Su.  Les  courbes  algébriques  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple ,^ 
résultent  de  la  supposition  »  =5  c  ;  il  serait  facile  d'obtenir  d'autres  séries 
infinies  de  courbes  algébriques^  en  supposant  x  =  c^,  x  ss  ^,  etc.  Mais 
nous  n'entrerons  pas  dans  ces  détails  , .  et  nous  préférons  de  traiter  encore 
avec  toute  l'étendue  nécessaire ,  un  cas  fort  remarquable  compris  dans  les 
formules  précédentes. 

Soit  encore  e  :=  :i,  î  =  i  ,  on  aura  c*  s=  4 ,  ft*  =  * ,  7 — ,    .   k,  = 

quantités  seront  toutes  connues,  lorsqu'on  donnera  le  rapport  g-. 

Supposons,  de  plus,  que  la  tangente  en  Ai  est  perpendiculaire  à  l'axe  ; 
on  aura  ftsss.f^,  et  l'équation  entre  /i  et  iM^  de  l'article  49^9  combinée 
avec  l'équatUm  précédente  entre  «  et  m,  dînera  m^'^^tunf^^^  3iN*^ps  o ;  » 
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d'où  résultent  deuxvaleurs  de  m*,  savoir ,  nif*s=zaelm*ss  ^a.  Enân  la  vî- 
tesse  initiale  se  déterminera  par  1  équation  j^-g  =  ^ j^ .  TX^ir 

Au  moyen  de  ce&  données,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera  F4  :s  3F{^, 
et  on  aura  en  même  ^^^P^P  =^fj;^^^.^y9=  \^<^^        co>g  ~' 

Soit,  par  exemple,  j-=s  y ,  on  trouvera  mm'  =  |,  m  s^.  |/3,.m'=: 

V^3,  «=5  c;  ct's=s|c;  et  si  Ton  prend  m^  =  c ,  on  aura  j-r3==-^(i  +  3c). 

Si2.  Voyons  maintenant,  d'après  ces  équations,  quelle  est  la  figure  de 
la  courbe.  A  partir  do  point  A,  le  corps  monte  vers  l'apside  supérieure  S',  Fîg.  aS. 

OÙ  l'on  a  %[/  =  7^,  FÇ  =  tF'c,  sin  ^=  ^  V  ^y  Ce.  point  est  donc  dé- 
terminé par  les  valeurs  ^  s=  m,  ^*  =  a  (i  -f-  ^)- 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  B",  il  faut  fiiire  ^ses^^tt,  ce  qui 
donne  4  =  ^;  doue  on  a  à  la  foispi=o,  ^c=oo,  et  par  conséquent  le. 
point  d'intersection  B'  se  confond  avec  le  centre  6.  U  n'est  pas  néces- 
saire d'aller  plus  loin,  puisque  la  continuation  du  mouvement  au-delà  de  G 
ne  parait  pas  pouvoir  être  donnée  par  nos  formules ,  ou  du  moins  est  l'objet, 
d'une  difficulté  particulière. 

5i3.  Si  l'on  veut  connattre. l'angle  que  la  courbe  fait  au  point  G  avec 

l'axe,  il  faut  considérer  iin  point  infiniment  proche  de  G.   Soit^  dans  ce 

point ,  ^=: -^^  —  cT,  et  4=^*^  )f  ;  J^  et  x  étant  infiniment  petits,  on  aura 

/         .        .  .  . 
FÇ  =  F'c  —  j,  F^[/  =  aF'c  —  n.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de 

la  courbe  F4/=aF^,  on  aura  )i=  -r-.  Donc,  au  pmnt  m,  infiniment  proche 

de  G,  on  a  p  =  c ^am .ifi^  qss -Xry  ^t  par  conséquent  pq  =  3^|/( ^ma}.- 

Soit  0  l'angle  de  la  tangente  en  6  avec  l'axe ,  0  sera  la  valeur  de  »  au  point 
G,  et  on  aura  tang i^sszpqss  2c^{'2ma). 

Ainsi, "dans  l'exemple  de  l'art.  5i  1 ,  tang^0=:|/|=6,  et  tangO  =  |/a49 
ou  0  =  78*37^  78  à  peu  près.  .  , 

5i4.  u  y  a  un  cas  où  l'on  aurait  0  =  go^  c'esf  lorsque  mot  s=|l^^=|.' 

•  ■  I»  ,  ,        ■  '  ^ 

Or,  on  a|a==^L-lt^-  ain«,  en  faisant  «^s=|,  ;  on  aura,  l'équation 
i=  B— aiïîfï*^»  d'où  résulte  am'ss  -j^rgl  substituant  cette  valeur  dans 
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port  qafîl  c^oiC  y  avoir  éntn^Iis  fbrce^  A  eC  B,  pour  que.  TangTe  f  soît 

•  1/58  & 

Fit 
Par  la  yrifeur  de  m^^alé  au  nppoft^ ,  on  counàlt  la  position  du  point  A  ^ 

et  lier  vitetàe^  imBife*  T  âii^êe  perpendicûkrremeat  S:  VG^  teUBs^y  que  le 
corp8|  après  unr  aeole  demi-révolution ,  tombera  perpendiculairement  sur 
r^e  au  point  6.  Dhns  ce  cas,  îT  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  le  corps  ne 
ognftÎHHison  noMtoient  au-dessous  da  Faaey  en  décriiiasitunenemvberégale 
et  seafabUi  à  ûdUm-  qui'U  a'  déente  ao-dcBsua  dé  Faxe^  B:  levisndra.  dimc^ 
après  une  autre  demi-sévolution ,  au  point  de  départ  A;  et  la  période  cône 
posée  ainsi  d'une  seule  réf  ehttion  devra  se  répéter  à  Rufini.  Ce  mouvement 
est  extrêmement  simple ,  ett  égsofà  à  far  Mmpiicaâbtf  des*  causes  qui  fe  ptfoh 
Mtseiib;  maîvoiv  né  peuli  doater  qu'il  n'ait  liev  lédlement,  ce  rérâftat 
éilant  Ibndè  mr  d«s  ealculr  q»i  ne  sont  aojelff.  à  aucune  dificultr.  JJfiùl^ 
hnr»,  it  est  de  piincipe,  que  si  la  inltsse'  sftvc  laquelle'  le  etrp»  arrive  «M 
fémit  6  hà  éttît  leràluëe  tout  m  coup  e»  sens*  eetrainsv  cr  corpsi  rei^ssét- 
dm!  sur  ses  pas  em  décrîna*  la  Dsâme  courbe  ^  et  DStrâuMréit  ami  méquttii 
points  les  mêmes  degrés  de  vitesse  en  sens  conlcsite  Ot^^  «at  paedHe»  dîr^ 
constance  a  lieu  relativement  à  la  partie  de  l'orbite  q^i  sera  décrite  passé  le 
poinJtG,  etq^  devra  êtie  égale  à  Fautre  partie. 

Si 5.  Il  n'en  sera  paade  même  dans  tout  autre  cas ^  et  notamment  dans. 

L'exemple  où;  nous  avons  supposé  -gzss^-.  On  w  voit  plus  alors  oommenlr 

le  mouvement  doit  se  continuer  au-dessous  de  Taxe  ;  car  en  supposant  qu'il 
se  continue  ainsi ,  les  quantités  p  eiq  narraient  plus  récites,  et  les  formules 
rni^rBTrnit  d'être,  exactes.  L'analyse  domie^  cependauL  une  solution,  de  catti^ 
difficulté. 

Suivant  l'analyse ,  Ife  corps ,  parvenu  ao  point  6^  n'ira  point  au-delà  y 
mais  reviendra  sur  ses  pas  en  décrivant  Ih  ménieH^uii)eK{u'iy  a  déjà  décrite. 
Le  corps  arrireré  donc-  mrpdint^A  avec  une  vitesse  ^le  k  la  vitesse  initiale , 
et  dirigée  en  sens  contraire.  En  vertu  de  cette  vitesse  3  continuera  MU 
mpm^ement,)  en.  décrivant  ^ne  coudre  entièrement  semblable  dt  l'autre 
côté  dé  l'axe;  il  reviendra  donc  encore  au  point  G.  Duj}oint  G^  il  retour- 
nera sur  ses  pas;  et  il  déctmi  antsi',  par  un  mottmfldentd^npdUatioti ,  une 
courbe  dont  le  point  A  sera  le  milieu^  et  dont  les  extrémîlés^  édktide-* 
ront  avec  fe  centre  G'. 
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5 16.  Pour  fairs  wvir  ^pmo^lle  «olufioa  esl^en  ^efc  dopnë^  pue  Yékuaifëe , 
)e  reprends  l'équation  F^/s^iF^^  et  &ûant  successivement  %|/  =  7r— -i/, 
4=^+w>  je  dis  que  les  i^aleurs  aorreapondantcs  de  Ç  seront  Ç'=7'7r — f', 
f  ss^jT-J-  i'j  de  sorte  qu'on  aura  à  la  fois 

F(^  +  a)  =  2F(è9r  +  (^). 

Ihi  étfet,  si  4'«fn  «jocfte  «ces  dew  «quatîons,  <m  «un  IVéquatioB  tdetitique 
jffirL,u  qF^;  "âonc  la  wcfspnde  équalrôn  est  une  emle  nécessaire  de  la  pre- 
wève.  Soit  M  le  lieu  <la  4)èrps  -oerrespondoBt  ans  ^enrs  ^ss^-— m, 

y       ,_  I  .    .  ci/an». sinu  y      l/fi  ■cfocrfM 

^=:  j^—P,  on  aura,xians  ce  point,p=:  y^^,,,^^^^  >  y=i/«.  -^^^rj^> 

€»  mImts  opt  Jiau  ai^anX  4]ua  Xe  4X)rps  paricieim^  au  -^enjtre  G.  &  ^ensuite 
on  change  les  signes  du  u  et  de  (^,  a6ii  d'a^voir  Ja  |>oaitioa  •du^Cârps  quiiré- 
pond  aux  valeurs  ^=z7r'+'Uj  Ç=:^sBr-f-(^,  00  y43dyt  ^ ne  l^s  vaiâaUfis /? 
et  9  changent  de  signe  Tune  et  l'autre,  mais  conservent  les  mêmes  valeurs; 
d'où  il  suit  que  les  angles  t»  et  ^j  déterminéB  pv  les  valeurs  tang-  cù  =^pç , 

tang  3  q)  ss'^y  restent  les  mêmes;  donc  le  corps  doit  se  retrouver  encore  au 

point  M.  Ainsij  le  corps ,  après  être  parvenu  au  point  G ,  revient  sur  ses 
pas  en  suivant  la  même  route,  comme  A  sa  vitesse  avait  été  changée  tout 
ià  coup  en  une  vitesse  égale  et  {directement  opposée. 

I^Tou^  ne  dissimulons  pas  que  cette  explication  est  peu  satisfaisante  en  elle- 
même^  et  qu'elle  lUe  ^peut  guère  êU:*e  admise  que  comme  un  résultat  de  pur 
calcul;  cependant  on  verra  Bientôt  qu'elle  peut  être  justifiée,  en  altérant 
infiniment  peu  la  vitesse  inijtiale. 

.  5j7.-  Pour  avoir  une  idée  de  la  %ure  C9i:Ky;)lète  de  la  courbe,  d^w 
rjea^emple  çue  uous  avons  choisi  art  5ii,  nous  observeroas  d'abord  que 
Yexfûtemoa  df3  coordonnées  en  fonctions  dé  p  et  g  étant 

n  on  élimine  ces  deux  variables  d'après  le  rapport  qui  doit  exîatar  «entre  ^ttes, 
le  résultat  sera  indépendant  de  la  supposition  que  p  et  q  sont  réels,  et  il 
servira  à  déterminer  la  courbe  dans  loiXIe  son  étendue^ 

Or,  l'équation  F'^js^^aF^  peut  être  reniplacée  par  l'équation  algébrique 
tang  7  4  =  tai^^  v^[i-^/?'pin'*îf)  ;  et  fuiisqu^oo  M  «en  même  temps  p  = 

v/^^é^éJ^^)^ 8^  {/^•^^^^—^^^ #i  w  &imxàe  4^  et <  deasséq^^ 
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tiops,  la  relation  entre  p  et  q  sera  donnée  par  Téquation 

Ayant  ainsi  exprimé  p*  par  le  moyen  de  ç%  la  courbe  sera  facile  à  cons- 
truire dans  son  entier,-  en  employant  toutes  lés  valeurs,  tant  positives  que 
négatives,  de  /?•  et  ç\  ^ 

Fig.  aS. .  .  5i8.  Les  valeurs  de  q*  depuis  q^z=zc  jusqu'à  ^*  =  ôo ,  donnent  la  por- 
tion de  courbe  AS'GS^A,  dans  laquelle  le  corps  fidt  ses  oscillations,  et  qui 
se-ienaine  en  G  par, deux  branches  faisant  entre  elles  un  angle  double  de 

78*a7'.78. 

Les  valeurs  de  9%  depuis  ^=0  jusqu'à  ^*  =  c*,  donneront  naissance  à 
une  autre  portion  de  courbe  DNKJP,  terminée  en  F,  dont  les  prindpaux 
points  se  déterminent  comme  il  suit. 

Soit  ^=: e*z,  2  étant  <  I,  on  aura 

6cs(i-s)(3-s) 
P  ^      (3  — !U  +  «*)*     • 

Au  point  D,  où  l'on  a  FD  =  4^  «4-3i/3>  ^^  courbe  s'élève  perpen- 
diculairement à  l'axe,  et  tourne  sa  concavité  du  côté  de  F;  elle  passe  par 
le  point  N,  où  l'on  a  p^zssq^  ar=:a,  /=so.354a;  puis  par  le  point  K, 
où  l'ordonnée  est  tangente  à  la  courbe,  et  où  l'on  a  FHsro.Sapa,  HK 
=  0.657a;  vient  enfin  au  point  F,  où  elle  lait  avec  l'axe  un  angle  dont 
Ta  tangente  =  |/îf  •  Pareille  branche  doit  être  tracée  de  l'autre  côté  de 

Taxe. 

Ces  deux  feuilles,  qui  ofiirent  en  F  et  en  G  des  angles,  l'un  de  près  de  go% 
Fautre  d'environ  i5'j%  sont  les  seules  qu'on  puisse  obtenir  en  supposant  p^ 
et  q*  positifii.  La  nature  des  courbes  algébriques  exige  que  ces  feuUles  aient 
une  continuation,  mais  cette  continuation  ne  pourra  répondre  qu'à  des  va- 
leurs négatives  de  /?'  et  de  q*. 

519.  D'abord  si  l'on  change  à  la  fois  le  signe  de~ii,  /?*  et  ^,  ce  qui  donne 

toujours  ^  ss  c^s ,  et 

6cii(i  +  s)  (3+s) 

on  aura 

Si  ensuite  on  fait  varier  z  depuis  ;s  =  o  jusqu'à  jb-ss  p  =  3v^3,  on  aura 
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]a  continuation  des  deux  branches  qui  se  citûsent  en  F  S(ms  na  angle  pres- 
que droit 

Soit  z  =      .     ,  J^  étant  infiniment  petit ,  et  ;?*  =3  M  (  i  +  N J^  ) ,  on 

trouvera 

Af  ^  121±.âki!  '     T^_4o  +  36t/3 

'  '   ' 
ou  à  peu  près  M  s=  0.56o3,  IN  ==r  p.7157.  OrVil  ^^^  ^^  de  conclure  de 

ces  valeurs,  que  la  courbe  a  deux  asymptotes  qui  se  rencontrent  en  un 

point  X  de  Taxe ,  où  Ton  a,  GX  =  j  a  (i  -^N)  =  a  (o .  1 42 15) ,  et  qui  font 

de  part  et  d'autre  avec  l'axe ,  un  angle  X  déterminé  par  la  valeur  tang  l  X 

=  |/M,  qui  donne  X  ==  73*  38V .  " 

De  même  si  l'on  fait  varier  z  depuis  2  =  p  jusqu'à  z  =  00  ,  on  aura  la 

continuation  des  branches  qi|i  se  coupent'  eh  G,  lesquelles  s'étendront  à 
l'infini,  et  auront  dans  un  sens.opposé  les  mêmes  asymptotes  que  les  bran- 
ches qui  se  coupent  en  F. 

Sao.  Maintenant ,  pour  connaître  plus  facilement  la  vraie  courbe  que 
doit  décrire  le  corps  d'après  les  données  prbes  pour  exemple  dans  l'arti- 
cle 5ii ,  nous  conserven^dsl^r  marnes  forces  A  et  B  ,  dont  le  rapport  est 
de  7  à  i5,  le  même  point  A  où  commence  le  mouvement  et  où  l'on  a 

FA  /  1      • 

m*  7=:  1/7.=;  -tq  y  nous  stipposer6|is  paiement  que  k  vit^e^  eu  A:  e^i 


pendiculaire  à  l'axe  y  mais  nous  altérerons  infiniment  peu  cette  vitesse  j  et 
comme  dans  le  cas  de  u  =  x^)  ona.**  .  p  =      ^i^'    .  •^-^r i^etëaDis 


mm'  a/i»"  .ci..') 


l'exemple  de  l'art.  5i  i ,  —r^ 7  =  -^ — 1  ==  tï  >  nous  supposerons 


mm 


de  manière  que  le  carré  de  la  viteisise  sera  augmenté.dws  le  rapport  de  1  à 
I  -f-  ^9  J^  étant  conàidéré  comme  infiniment  petit 

Cela  posé;  tes  valeurs  des  élémens  m,  ni ^  Cj  x^  A,  a^  oi  deviendront  in- 
finiment peu  diflfêrentes  de  celles  qui  ont  lieu  dan^  l'exemple  cité;  et  voici 
coinmenton  trouvera. ces  nouvelles  valeurs;  .       ..^  ^  ^.  .      ;. 

L'équatioti  précédente  dj9iu»e.d'a|k»rd  itvti' ssp'^i^-n^  Ënaiiite  ây  dan^ 
Fex'pressibn  de  m  ^^rrl\  art. '4^^?  ^^  substitue  la  Valeur.  •..•••?•....• 
1  aV  =i  ^'yy  (  A  H^B)  .  ^  (  I  +  cT) ,  et  qu'bn  fa^è  en  même  iéÈpiles. 
T.  L  64 
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lutîons. .  Cependant  l'orbite  finit  par  s'éloigner  sensiblement ,.  tant  du  point 
de  dëpart  A,  que  du  centre 6;  mais  elle  y  revient  après  des  périodes  près- 
que  égales ,  et  les  mêmes  phénomènes  se  renouvellent. 

5^5.  Au  reste,  il  est  facile,  par  nos  formules,  de  déterminer  la  situation 
du  corps  après  un  nombre  quelconque  de  révolutions.  Yéut-on ,  par  exem- 
ple,  déterminer  la  Soi**"  des  intersections  B' ,  B' ,  etc.  ?  il  faudra' faire  Ç  = 

looî.  -,  et  chercher  la  valeur  correspondante  de  4-  On  trouvera  d'une 

manière  approchée,  4  =  ^^^^  ^  —  73*  24' J  et  de  là,/?'  =o.38a6  =  j;^, 

ou  GB  =  a(o.6ao).  On  connatt  donc  le  point  B,  où  se  trouve  le  corps  après 
Soi  intersections  à  droite,  et  1000  Intersections  à  gauche  de  G,  c'est-à-dire 
après  iSoi  demi-révolutions. 

S36.  Ayant  calculé  l'orbite  dans  le  cas  de  J^sso.ooi ,  il  importe  aussi 
de  là  calculer  en  supposant  J^  =  — -  o  •  00 1 .  Alors ,  en  faisant  la  substitution 
dans  les  formules  de  l'art.  5ao,  on  aura  les  résultats  suivans  : 

loge  =  9.761316,  logF*c=  0.338975,  log  aF'c  =  o.S4ooo5, 
log  x  =  9.762593,  log  F'x  =  0.339303,  log  jF'x  =  0.540176, 
log*  =  9.699i37. 

Puisque  aF'c  est  <  tF*x,  il  s'ensuit  que  lorsque  Ç=^^,  ona4  >  '^' 

Donc  lia  première  intersection  a  lieu  en  un  point  P  situé  à  gauche  de  G  ; 
c'est  d'ailleurs  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  faite  sur  la  vitesse  ini- 
tiale.,En  ffdsant  J^  =  o,  la  première  intersection  tombe {)récisément  au  cen- 
tre G;  en  faisant  cT  =  o.ooi ,  ce  qui  augmente  d'un  millième  le  carré  de 
la  vitesse,  notis  avons  vu  que  la  première  intersection  avait  lieu  en  un  point 
B*  à  droite  de  G;  maintenant  que  nous  faisons  J^=  —  o.ooi ,  ce  qui  di- 
minue d'un  millième  le  carré  de  la  vitesse ,  il  est  tout  simple  que  la  pre-* 
ndère  intersection  de  l'orbite  se  &sse  en  un  point  I'  situé  à  gauche  de  G. 

Pouf  déterininier  le  point  r,.il  faut  faire  >}/  ss.-iT,  çt  chercher  Ç  par  Té- 
quation  F  (x,  Ç)  =  3A:F*c;  soit  Ç  =  î^  —  C  9  ^^  pourra  supposer  F  (x,  Ç) 

=  F'x  —  j,  ce  qui  donnera  Ç'  =  b  (F*x  —  akF'c)  =:  0.0005579,^  De  la  — 

r*  GP  .  .  ^ 

=  jpŒ  0.00000081 1  =  prp".  Ainsi  la  distance  GI'  est  très  petite  de  l'or- 
dre J"'. 
Pour  avoir  Tin  tersection  suivante  B' ,  il  faudra  faire  {[=^7*, 4=^'^  4"  4V 
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je  qui  donnera  4'  =*  ï  ^'*  "~  ^^'^  =*  o.ooi368 ,  ensuite/»'  =  c*w'>|/''  = 

•     r  ■  ■  ,  , 

•  •     •  •  _ 

o.  oooooo54o  :=s  fm  •  Ainsi  la  distaaeeGB'  est  encore  très  petite  de  1  ordre  cT*. 

527.  Ces  résultats ,  trouvés  dans  les  hypothèses  J^=îo,ooi,J^r-^      0,001^ 
servent  i  expliquer  ce  qui  se  passe  lorsque  J^  =  o.  On  voit  que  cT  étant  très 
petit,  positif  ou  négatif,  mais  non  pas  nul ,  le  corps  parti  de  A  s'approche 
à  une  distance  extrêmement  petite  du  centre  G,  et  décrit  au-dessous  de  l'axe 
une  sorte  de  demi-ellipse  très  petite ,  au  moyen  de  laquelle  la  vitesse  change 
subitement  de  direction ,  et  en  prend  une  presque  diamétralement  opposée. 
Il  revient  donc  sur  ses  pas  par  une  route  très  peu  différente  de  celle  qu'il 
a  suivie,  et  arrive,  après  une  troisième  demi-révolution,  en  un  point  de 
l'axé  très  voisin  du  point  A.  La  vitesse  en  ce  point  étant  très  peu  difie- 
rente  de  la  vitesse  initiale,  mais  dirigée  dans  un  sens  à  très  peu  près  op- 
posé, le  corps  vient  de  nouveau  rencontrer  l'axe  en  un  point  très  voisin  de 
G;  là  il  décrit  encore  autour  de  G  une  sorte  de  demi-ellipse  très  petite  qui 
change  tout  à  coup  sa  direction  et  le  reporte  de  nouveau  vers  un  point  de 
l'axe  fort  voisin  du  point  de  départ  A.  Les  parties  de  courbe  décrites  au- 
tour du  centre  G,  d'abord  excessivement  petites,  s'agrandissent  de  plus  en 
plus,  et,  au  bout  d'un  certain  temps,  les  demi-révolutions  successives  de- 
viennent de  moins  en  moins  inégales  en  étendue  comme  en  durée.  Dans 
ce  mouvement,  le  corps  ne  peut  revenir  au  point  de  départ,  à  moins  que 

la  quantité  -^;]—  n'ait  une.valeur  rationnelle^  mais  l'orbite  est  toujours  limi- 

tée  par  le  périmètre  de  l'ellipse  /?*  s=  ut ,  et  elle  touche  ce  périmètre  dans 
une  infinité  de  points  qui  sont  ses  apsides  supérieures ,  et  qn'on  peut  aisé- 
ment déterminer. 

Au  reste,  l'anomalie  qui  a  lieu  au  commencement  du  mouvement,  c'est- 
à-'dire  l'extrême  inégalité  de  deux  demi-'révolutions  succesnves ,  se  renou- 
velle à  dçs  époques  déterminées,  dont  les  intervalles  sont  à  peu  près  ^aux 

OU  tout-à-&it  égaux ,  ai  la  quantité  -pT"  ^^t  rationnelle.  Car  si  Ton  fait  à  la 

fois  4  =  I-TT  4-  4'  >  Ç  =  L^  +  C'  >  l'équation  kF (c,  4)  =  ï*  (*>  0  deviendra 
A:F  (c,40  =  ^(*>Oj  pourvu  qu'on  ait  A:IF*c=  LF'xj  or,  on  peut  prendre 
les  entiers  I.et  L  assez  granJs  pour  que  cette  équatioi^  ait  lieu,  ou  exac«- 

tement ,  ou  aux  quantités  près  de  l'ordre  r- ,  lesquelles  peuvent  être  sûppo- 

sées  plus  petites  que  le  rapport  p??,  M  étant  le  point  d'intersection  le  plus 
voisin  de  G. 
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Fig.  as.      5â8,  Oo  voit  lamotenant  comment  le  calcul  expUc^oe  la  possibilité  que 
le  corps  parcoure  l'orbite  anguleuse  AS 'G,  dans  l'exemple  de  l'art.  5i  i ,  et 
dans  les  cas  semblables  où  le  corps ,  parti  de  A,  doit  parvenir  au  centre  G. 
Il  faut  supposer  q^e  la.  vitesse  initiale  est  infiniment  peu  différente  de  celle 
qui  est  nécessaice  pour  que  le  coirps  parvienne  exactement  au  centre  Gj  qu'en 
vertade  cette  difierence,  le  corps  ne  parvient  pas  précisément  au  centre- G , 
mais  qu^il  en  approche  jusquJà  une  distance  infiniment  petite  du  second 
ordxse;.  que  dans  cette  proximité,  où  le  corps  a  une  vitesse  presque  infinie, 
il  décrit  au-dessous  de  l'axe  une  sorte  de  demi-ellipse  infiniment  petite,,  au 
iQoyen  de  laquelle  son  mouvement  acquiert  dans  un  instant  une  direction 
opposée.  U  revient  donc  sur  ses  pas,  arrive  à  un  point  de  l'axe  infiniment 
près  de  A,  continue  sa  route  au-dessous,  de  l'axe^  s'approche  de  nouveau 
infiniment  près  de  G  ;  que  là  il  éprouve  de  même ,  par  sa  circulation  dans 
une  demi-ellipse  infiniment  petite,  un  changement  de  direction,  puis  il 
revient  à  un  point  de  l'axe  infiniment  près  de  A,  et  ainsi  à  l'infini.  De  là 
on  voit  que  le  mouvement  du  corps  dans  l'orbite  anguleuse  AS'GS*A  est 
un  mouvement  d'oscillation  par  lequel  il  s'approche  du  centre  G  et  s'en 
éloigne  ensuite^en  revenant  aur  se&  pas,  ccmme  s'il  y  avait  en  G  un  ob-- 
stacle  iwbranlahle  qui  ne  parait  pas  au  corps  de  passer  outre,  et  qui  le  ftt 
rejaillir,  en  sensv  oontr^re  ar^  la  même  vitesse. 

^Sh  A^^uit  de  terminer  l'examen  du  cas  Y,  nous  remarquerons  que  les 
formules  pour  le  cas  de./utzzzjTf  souffrent  une  exception  lorsque  a'  =  a- 
car  alors  on  a  x  =  i ,  et  la  valeur  de  ç  devient  ç  =  \/et.  Cette  valeur 
étant  eoMtante,  la  courbe  décrite  est-  unt  byperbdb,  et  l'équation  ordi- 
naîie  i^(c,  ^|^)^=  F(»,  O  >^'*  P^  ^^^-  GependaM,  connne  la  valeur  dejy 
ne  peut  surpasser  V^m,  il  est  nécessaire  que  la  partie  de  l'hyperbole  déérite 
par  le  corps  ne  s'étende  past  aii^lelà  de  l'ellipee  p^ssm.  On  doit  donc  pré- 
sumer que,  dans  ce  cas-,  1#  vitesse  du  corps  devient  imlle  lorsqu'il  est  airivé 
àrson  apskie  supérieure  S^  située  sur*  PeHipse  temnatrice  ;  alors  il  reviendra 
sw*  ses  pasi  en  .décriiran*  toujours  le  métna  9rc  d'hyperbole,  terminé  de  part 
et  d'autre  de  l'axe  par  l'ellipse  p^:=zm;  et  son  mouvement  sera  un  mouve- 
ment d^oscillation  comme  nous  en  avons  déjà  trouvé  des  exemples.  Cest  ce 
qu'il  est  facile,  de  vérifier  par  nos  fôrmulés. 

53o.  En  faisant  a'  =  a,  on  a  .les  deux  équations  aa  =  ^^ \^   T     % 

flt*=s     ^   mm     j,^^  résulte  la  condition  — f^ — 7  =    .   ,  „  .  Supposant  cl 
Q  '^.pjnnh  I  +  mm  -A-rf-  d  *  * 

donné  ainsi  que  A  et  B,  on  tirera  de  ces  équations,  mm!  ^  ^    ^  ^,  •  «  « . 
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,  24i(B  — A)       ,    ,  (i— #»).aV/AB     „   , 


y/A— #t/B    ^ }/ÈL+d]/^ 


On  a,  au  connnencement  du  mouvement,  p:=:o^  ç^ssm^ssa;  ainsi, 
Féqtaation  qui  donne  la  vitesse  f^  en  un  point  quelconque,  sera 

l«'=:i«T'+(^+j:^)(.-rtO+»)-(7  +  B)(.  +  .). 

D-alUo».  on  .  J«T-=  (A+B).  ^  .  5i^-=(i-B.)  (i±i) ; 
donc 

Maintenant ,  on  voit  que  t'  sera  nulle  lorsqu'on  aura    ^J^  =  i/— ,  ou  /r*s& 

ri'~\^A  ;  <^^  valeur  ét»ii|  la  même  que  celte  de  m ,  il  s'ensuit  que  la 

vitesse  est  nulle  en  effet  au  point  S%  et  qu'ainsi  le  corps  décrit  librement  Fîg.  ag. 
l'arc  dliypecbole  S* AS'  par  un  mouvement  analogue  a  cdui  du  pendule. 

53 1.  Si  l'on  veut  avoir  le  temps  de  Foscillation ,  il  fendra  observer  que 
puisque  q  est  constant,  la  paârtie  ^  due  à  la  variable  îfsera  nt^.  H  ne  res- 
tera donc  â  trouver  que  la  partie  if  due  k  la  variable  4^;  et  comme  au  p<Ânt 
A  on  a  >}/=:o,  et  au  point  S',  ^ss^tT,  il  est  visible  que  le  temps  d'une 
oseâlatioD  larè  :iif{r^}^  «u  sT',  T^.  étant  déleraainé  par  la  formule  du 
n*  488. 

On  voit  immédiatement  quelles  sont  les  conditions  pour  que  ce  cas  par- 
ticulier ait  lieu,  c'est-à-dire  pour  que  le  corps  décrive,  par  un  mouvement 
d'osciUatiofi  l^c  dePhypcÂole  ^*=sa,  termina  par  l'effîpse  p^z=sm.  Il 
faut,  pour  cela,  que  le  point  A,  origine  du  mouvement,  soit  un  sommet  de 

FA. 

l'hyperbole  où  Pou  a  Tg=  ^>  que  la  vitesse  en  A  soit  perpendiculaire  à 
l'axe,  et  que  cette  vitesse  satisfinse  à  l'équation  ^oV^  =r^ het\ .    _*. 

Dipètoppement  du  cOr  VI. 

53a.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  f  a  deux  diffîieiiles  formes,  selon  que 
Fangle  ju,  qui  donne  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  *^.  Mais  ces  valeurs  s'accordent,,  ^aa  ce  qu'eÛes  ont  égale- 
ment pour  minimum  |/«t;  de  sorte  qu'en  prenant  w^  point  I  situé  entre  F 
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IF 

et  G,  tel,  qu'on  ait  |g  =  «(,  aucune  intersection  de  la  courbe  avec  Taxe  ne 

peut  avoir  lieu  à  gauche  du  point  I. 

Le  cas  YI  ayant  beaucoup  d'analo^e  avec  le  cas  Y,  ainsi  que  nous 
l'avons  dé)à  remarqué,  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  de  nouvelles 
explications  sur  la  manière  de  détermine^  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  avec  l'axer  ainsi  que  ses  apsides  tant  supérieures  qu'inférieures^  nous 
ferons  voir  seulement  comment' on  trouve  l'expression  générale  du  temps. 

533.  La  première  partie  /,  qui  est  fonction  de  4  9  ^^^  toujours  la  même 
que  dans  le  cas  lY;  quant  à  la  seconde  partie  f",  qui  est  fonctioù  de  ^,  on 

la  trouvera  par  la  formule      .     =  ^  ■  ^  ..>  •  "-^j  dans  laquelle  il  faut  sub- 
stituer les  valeurs  a  =  -î^,  -^  =     .^^  * — -r-R  X  777 T"^-rF%-   Soit 

donc 

Pir/ //aa»*       i  +  mm!  \       a     //   aa        i+mm\  -  i 


on  aura 


t 

J'observe  sur  cette  formule,  que  le  paramètre  9  se  rapporte  toujours  à  la 

forme  y  ==—  i-f-b'sin*)! ;  car  de  là  résulte  sin*>i  s=   T    >  cos*)f=: — r— •  Or, 

•+*  •+* 

par  les  valeurs  de  «---«>«^  et  «m',  on  a  (  I -^)  (  I ---<t')==(  I ----1»)  (  I -H^ 

donc  a? K,  i  »  donc  l'angle  iv  est  toujours  réel. 

Or,  par  les  réductions  ordinaires,  on  trouve 

•        ■  • 

et  en  appellant  Z'  la  valeur  de  Z,  lorsque  ^s^sr,  on  aura 

P'uD  autre  côté,  si  l'on  feUK'=i*H-(F'x— E"»)F(Ç,  »)— F'xE.(^,  »), 
on  aura 

n' ( f ,  x)  =  s^^:^i$- K' +  F'x: "" 

>    '      ■'  6*  Sin*  C08»  .  ' 

donc 

"   ~      C»CO*'»       ^*'*         '•'î*'' rf»C08'»-         *" 
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Ces  valeurs  étant  connues ,  on  aura ,  en  général ,  t^'  =  j — ^^ — r-^  Z ,  et 

TV 

V  =       .y  Z%  V  étant  la  valeur  de  t"  qui  répond  à  Ç  =  J^. 

534.  La  valeur  de  ^',  qu'on  vient  de  trouver,  suppose  fi^j'TC.  Si  l'on  a 
/t<  j'TT,  il  Ëiudra  se  servir  des  secondes  formules  du  cas  VI  j  alors,  dans 

la  formule       .     =  7 — r—r^  •  -^ï  il  faudra  substituer  les  valeurs  g*  = 

«t'fi  — »*siii*Ç)      dq  K  dl  'j  r- 

—     >  ■  ,g — ^j  T^  =  ,y>TLr  / — irrz .  -TT — -^r-r-rçz,  cc  om  donnera  en  tai- 

Or,  l'intégrale  comprise  dans  cette  expression  étant  semblable  à  celle  du 
n^  43^9  o^  aura,  d'après  la  même  formule, 

''=  .^[-?fSî+=^  •^  W)  -  i  E(.,ç)+(.  -$)  n(„  .,  0]. 

et  en  fiiisant.Ç  ==  ^^ , 

'  T"=.^[=^F— 7E-'+(-ï)n'(.,x)]. 

Mais  puisque  y  =  cot*tt,  on  a,  en  ËiisantK'sz=;7rH-(F'»  —  E'x)  F(6,») 
-FxE(^,).),n'(»,x)  =  sin«),Px+2i^^'R';  donc 

Z)a  cas  particulier  où  Von  a  ni  z=im. 

535.  Dans  ce  cas  on  a  c"*  =:'x^  =7 ,  mais  alors  la  valeur  de  k  reste  in* 
déterminée;  pour  obvief  à  ceWinconvénient,  soit  171'  ==  /ti  ( i H*^)?  ^  étant 

infiniment  petit ,  on  aura  c*  =  7  (  i  — ^  «) ,  a  —  a'  =^_  ,    ^>,  i  — 2c'= 701, 
I  —  3X'  =  — r-7  =  — rs — 7— Tn  ;  donc  A'  =  —  .    .    ,  p  ,  Et  comme  on 
en  même  temps  a'  =  ^ "^  ^ ,  il  en  résulte 
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d'ailleurs  les  conditions  propres  au  cas  YI  exigent  qu'<Hi  ait  à  la  fois 

Cela  posé ,  réquation  de  la  courbe  sera  ibF^  =  F^  — -  Fc ,  le  module 
commun  à  ces  fonctions  étant  c  =  v^j.  On  aura  eii  même  temps 

— :    .^^"**"?  , ,.  ,  q  =;:  -^ ,  cos €  =  t /-^.  Toutes  ces  valeurs  sont  rela- 

tives  aux  formules  du  cas  YI,  qui  supposent  dans  l'état  initial  du  mou- 
vement pi»>  ^'M'y  ou/b^8Bs|^j  dans  ce  dernier  cas  on  aurait,  de  plus, 
az=zm*  et  €s=so. 

536.  Si  Ton  veut  que  la  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique,  il 

faudra  &ire  ^  s=  - ,  -  étant  une  fraotMA  rationnelle  plus  petite  que  l'unité. 

Cette  fraction  étant  prise  à  volonté ,  ainsi  que  le  rapport  -r  moindre  aussi 
que  l'unité,  on  aura ,  pour  déterminer  m^  l'équation 

»*  AB  i^ 

ensuite  on  aura  a  =  \/(g^r^i)'  Quant  aux  donnéas  m*  et  /m  ''^lat^Ves 

à  l'état  initial,  on  v<nt,  comme  dans  l'article  4^99  <{u'il  doit  exister  entre 
elles  la  relation 

"^   "^        am»/»»  (A+B)  yf-  (i  +  m^)  (A+Bw»»*) 
Le  numérateur  de  celte  expression  est  la  même  chose  que  (m®*— *•)  (B— Am*), 
ainsi  on  devra  avoir  nf^OL\et  qui  «'accorde  avec  là  Valeur  cos  €  =3  \/\~o)^ 
qui  a  lieu  en  général  sans  supposer  17/  =  m.  Il  &ut  en  outre  que  la  vitesse 
initiale  V  soit  telle ,  qu'on  ait  j  tfV^  ^  (A +B)  .--^^  .  ^  '  t^?^' 
Ces  conditions  ayant  lieu ,  l'équaticm  de  la  courbe  décrite  aara  (S^  s= 

Ces  ifcymiides  suppoèent  l'angle  ;t  >  ^çr  j  dies  s^appliqûeront  de  mêntie  au 
cas  de  fc  =  7  sr ,  en  feisant  €  s=s  o. 

Si  l'on  a  ft  <  ^  ^,  le  seul  changement  k  faire  xkns  les  formules,  sera  de 

prendre  cos  .=  y/(^) ,  et  y  ==  i^  .  •i:^^i.=;^î^. 

537.  Dans  tous  les  cas,  le  corps  reviendra  au  point  de  départ  lorsqu'on 
aura  ^ssisr  +  cet^/sse^;  alors  le  nombre  dea  pcmits  d'intersection  I 
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Atués  entre  F  et  G^  sera  e;  celui  des  points  d'intersection  B  situés  aiï-deU 
de  G  y  sera  i  i  le  eorps  reviendra  donc  au  point  de  départ  A  après  un  nom* 
bre  I  -4^  e  de  demi* révolutions;  ainsi  la  période  qui  doit  se  répéter  sans 
cesse  comprendra  g  (i*He)  ou  i^^e  révolutions,  selon  que  i  *f*  ^  ^t  pair 
ou  impair. 

Ce  résultat  souffrira  néanmoins  une  exception  si  la  courbe  passe  par  le 
centre  G,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  deiix  cas  : 

i*.  Si  Ton  9i/A>  ^Wf  on  q  zs:  i— ^ ,  il  faudra  qu'cm  ait  à  la  foîs%(^=c:l^, 

Ç  =  (2L+ 1)  -,  I  et  L  étant  des  entiers  ;  et  de  là  résulte  la  condition  sliF'c 
=  (2L  -f- 1)  éF'c  —  eF*£,  ou 

Donc  il  faut  que  ^  soit  une  fraction  rationnelle  ^  telle  que  (  >  ~*  -^  j  •  ^ 

soit  un  entier.  Dans  le  cas  de  fc  =  {>  ^ ,  on  a  £  r=  o,  et  il  suffira  quje  e  soit 
un  nombre  pair. 

2^^.  Si  Ton  a  fe  <  7ST,  et  par  conséquent  ^r  =  —  .  VC— ^  s>p  i)^  y  ^^^ 
dra  qu'on  ait  à  la  fois  «4/  s=  I?r,  ^  =  L^,  ce  qui  donnera  la  condition 

eL  —  a  =  - .  Ï7-  : 

ainsi  il  faut  que  ^7-  soit  une  quantité  rationnelle,  et  que  son  produit  par 

j  e  soit  un  nombre  entier. 

538.  Si  l'on  Élit  par  exemple,  is=3  1,  es  a,  c=^o  ou/tss^^,  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  F*^  =s  2FÇ ,  et  il  en  résulte  que  le  corps  parti  de  A 
suivant  une  direction  perpendiculaire  à  l'axe,  tombe  au  centre  G  après  une 
demi-révolution  ;  ce  cas  est  donc  analogue  i  celui  que  nous  avons  traité 
fort  au  long,  art.  5i5  et  suivans,  et  il  est  susceptible  d'une  semblable 
solution. 

Un  cas  plus  simple,  ou  moins  sujet  k  difficxilté,  s'obdendra  en  &isant 
(=1,  e  =  3,  s  =  o;  alors  l'équation  de  la  courbe  sera  F^  ==  3F^,  et  on 
trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  deux  révolutions,  eomme 
ludique  le  nombre  y  (1  -f-  e)  =  3. 

539.  Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'obtenir ,  jointes  k  celles 
que  nous  avons  déjà  trouvées  dans  le  développement  du  cas  III,  art.  4^ 
et  suivans ,  sont  les  seules  que  donne  l'hypothèse  C  -f-  C  =  o  de  l'art.  4od  ; 
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ce  sont  aussi  les  seules  qu'EuIerait  indiquées  dans  les  Mémoires  deBerlin,  an- 
née 1760.  Elles  sont  toutes  représentées  par  l'équation  iF'4/=:e(FÇ— Fé) ,  dans 
laquelle  le  module  des  fonctions  est  \/j  ousin  45^.  Maison  a  déjà  fait  voir  qu'il 
y  a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes  algébrique^  qui  peuvent  Clé- 
ment satisfaire  à  la  quesliou;  c'est  ce  dont  on  va  donner  de  nouveaux  exemples. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VT. 

540.  On  ne  peut  faire  c  =  x,  parce  qu'il  en  résulterait,  ou  c*  =  x*  =  j, 
ou  AB  =  o ,  cas  qu'il  est  maintenant  inutile  d'examiner.  Soit  donc  x  =  c^ , 

et  k  y      '  j  =  -;  on  aura 

o  _  3e'  -  a  v/(2^  -  eH^  +  8î<) 

et  l'équation  de  la  courbe  sera  iF^/*  =  e(FÇ  —  Fé),  x  étant  le  module 
commun  3  on  aura  en  même  temps  sin  (2%|/  —  4*)  =0"*  sin  4/**,  p  = 

l/(i-c'8in'>^)^  î  =  ^^  5  ^®"®  dernière  valeur  suppose  ;t  >  i^. 


Si  Ton  prend  la  fraction  rationnelle  -  à  volonté  <  J  ,  on  aura  une  valeur 

C 

convenable  de  x=î  c" ,  ensuite  on  aura  c:=z  — r— - .  Connaissant  ces  modules 
ainsi  que  le  rapport  -r ,  on  déterminera  mm!  par  l'équation 

mm'  AB  ^•cVC» 


(i  +  mmy  ""  (  A  +  B)»  •  ô V  —  »*C*  ' 

OÙ  l'on  a  ff*=:  I  —  x^,  i*=  i  —  c*.  Connaissant  /nm',  on  aura,  à  l'or- 
dinaire ,  m  =  -  y/nmi  et  /w'  s=  -  \/mm\ 

^  c     ^  o     ^ 

Les  valeurs  de  a  et  a!  sont  connues  par  celles  de  m  et  m',  puisqu'on  a 

et  -.  et'  =  a (tES)  =  ^"^  7~ Vw"  ^^  •  ^'"^'^  '  ® y^"^  supposé  ;t  >  i  ?r, 
on  a  entre  ft  et  /n^  une  équation  qui  laisse  une  de  ces  quantités  à  volonté; 
et  on  en  déduit  la  valeur  de  la  vitesse  initiale  ,  par  les  formules  de 
1  art.  492*  C'est  avec  toutes  ces  données  qu'on  aura  l'équation  de  la  courbe 
et  les  équations  accessoires ,  comme  nous  les  avons  rapportées  ci-dessus. 
Cette  solution  a  encore  une  assez  grande  généralité ,  puisqu'elle  laisse  ar- 

bitraires  la  quantité  /!!•  et  les  rapports  g-<  i ,  -  <  i,  ce  dernier  devant  être 
rationnel. 
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54 1*  Pour  savoir  combien  le  corps  doit  faire  de  révolutions,  .pour  revenir 
au  point  dfi  départ ,  il  faudra  £dre  4  s=:  1^9  C  =  ^tt  rH  £9  L-  et  .1  étant 
des  entiers  ;  alors  on  aura  4/^=  2!^,  et  la  su])stitQtion  de  ces  valeurs  don- 

nera  =-  =:  -^.  Donc  les  moindres  nombres  à  prendre  pour  I  et  L  "sont  I  s=  \  e, 

hz==:iy  si  e  est  pair  ;  et  ils  seront  1=  e,  L  =  21,  si  e  est  impair.  Le  nom- 
bre des  demi -révolutions  qui  ramènent  le  corps^  au  point  de  départ,  est 
7  e  +  ^  dans  un  cas,  et  e^  ai  dans  l'autre.  Donc  le  nombre  des  révolutions 
qui  composent  une  période  sera  ^  e  +  /,  ou  ^  -H  3^ ,  selon  que  e  sera  pair 
ou  impair. 

54^*  Soit/  par  exemple,  £=:  i  ,  es=s^^  <s=o,  on  aurax=a -— 7\/i49 
^=  r^î  et  l'équation  de  la  courbe  sera  F^**  =  4^Cj  *  étant  le  module 
commun;  on  aura  en  même  temps  sin  (24  — ^  4*)  ==  x  sin  4"?  P  5= 

l/(i-c'sin>4^)^  î  =^-  Soit  4  =  ^i  on  aura  4^  =  a^TT,  ^  =i^ ;  donc 
^  =  o,  et  y  =  00  ;  c'est-à-=dire  quç  le  corps  parti  du  point  A  tombe  sur  le 
centre  G  après  une  demi-révolution,  ce  qui  est  encore  un  cas  analogue  à 
celui  que  nous  avons  traité  art.  5i5  et  suivans.* 

543.  Soit  encore  i=:  i ,  e=  3,  €  =  0,  on  aura  x=  -lH-J— —  ^  etl'é- 

quation  de  la  courbe  sera  F4?  =  3FÇ,  x  étant  le  module  commun.  Soit  Ç 
=  ï  ^,  on  aura  4°  =  1  ^>  4  =  r  ( l^""  >)  >  7  étant  le  plus  petit  arc 
dont  le  sinus  est  x.  Ces  valeurs  déterminent  le  point  d'intersection  fi*.  Soit 

C  =  |^,  on  aura  4*==f  ^î  4  =  »  (»^+>')î  ^^^*^®  *^^^^®  ^^®"^  ^^4^ 
détermine  un  point  d'intersection  B*  qui  ne  diflêre  pas  de  B*;  il  en  sera  de 

même  du  point  B*. 

Pour  avoir  les  points  d'intersection  I,  soit  4  =^9  ^^  ^^^^  4^  ^^^  ?^> 
F^  =  |F*c,  ce  qui  détermine  le  premier  point  I'.  Soit  4  =  2^>  on  aura 
F^  =  f  F'£?,  ce  qui  détermine  le  second  point  d'intersection  1*,  différent 
de  r.  Enfin,  soit  4  =  39r,  on  aura  F^  =  4^*^»  ce  qui  donne  Ç=  a^; 
donc  le  troisième  point  P  se  confond  avec  le  point  A.    ' 

On  voit  maintenant,  par  les  différentes  valeurs  de  Ç,  qu'à  partir  du  point 
A ,  les  demi-révolutions  successives  se  terminent  aux  points  B',  I*,  I*,  B%  A. 
Après  ces  cinq  demi-révolutions  ^  le  corps  revient  au  point  A ,  mais  avec 
une  vitesse  diamétralement  opposée  à  celle  du  point  de  départ;  donc  il  n'a 
achevé  que  la  moitié  de  la  période,  et  il  &ut  encore  cinq  demi-^révolutions 
pour  que  le  corps  revienne  au  point  A  avec  la  même  vitesse  dirigée  dans 
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le  même  sent.  CSe  nombre  5 ,  qui  exprime  comlnen  il  y  a  de  révolutions 
dans  une  période ,  serait  donné  immédiatement  par  la  formule  e  +  ai. 

Solution  du  proiUmfi  général,   lorsque  la  courbe  décrite  est  à  double 

courbure» 

544*  Ayant  &it  voir  comment,  par  l'application  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques ,  on  détermine  arec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra , 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres 
fixes ,  lorsque  la  courbe  décrite  est  située  dans  un  plan ,  il  ne  sera  pas  inu- 
tj}e  d'indiquer,  au  moins  scua^inairement ,  comment  on  pourrait  appliquer 
1^  mêmes  méthodes  au  problème  considéré  dans  toute  sa  généralité,  lors- 
que la  courbe  décrite  est  à  double  courbure.  Nous  donnerons  d'abord, 
d^près  Euler  (JYopi  Corn,  Petrop.,  tom.  XI),  l'analyse  par  laquelle  le  pro- 
blème «e  réduit  imi^édiatement  aui^  quadratures. 
Fîg.  3o.  Soient  toujours  F  et  G  les  centres  des  forces,  M  le  lieu  du  corps  au  bout 
du  temps  t  ;  nous  imaginerons  que  le  plan  FMG  était ,  au  commencement 
du  mouvement,  confondu  avec  le  plan  fixe  EFG,  et  que  pendant  le  temps 
/  il  a  décrit,  autour  de  l'intersection  commune  FG ,  l'angle  MPQ  =  f .  Il  est 
évident  que  pour  déterminer  le  lieu  du  oorps  au  bout  d'un  temps  quelcon- 
que, il  suffira  de  connAtre  sa  position  dans  le  plan  mobile  FMG ,  avec  l'an- 
fil^  f  que  fiiit  ce  plan  mobile  avec  le  plan  fixe  EGF. 

Remarquons,  avant  tout,  que  si  la  vitesse  du  corps,  à  l'origine  du  mou- 
yement,  était  dirigée  toute  entière  dans  le  plan  EFG,  il  n'y  aurait  aucune 
raison  pour  que  le  corps  sortit  de  ce  plan ,  et  ce  cas  serait  celui  que  nous 
avons  déjà  traité.  Le  seul  élément  auquel  est  dû  le  mouvement  du  plan 
FMQ|  ^^t  donc  la  partie  de  la  vitesse  initiale  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  ËFGâ  mais  cet  éléqient  n'a  pas  seulement  pour  effet  de  produire  le 
mQuvemen,t  du  plan  FMG  ;  on  verra  qu'il  a  encore  celui  de  rendre  d'une 
nature  toute  différente  la  qoqrbe  décrite  dans  ce  plan. 

545.  Nous  conserverops  les  mêmes  dénominatioi^s  que  dans  l'art.  870,  pour 
toutes  les  quantités,  lignes  et  angles  qui  appartiennent  au  plan  FMG;  nous 
ferons,  de  plus,  QPs=s^,  QM=z'j  MQ  étant  une  perpendiculaire  abaissée 
de  M  sur  le  plan  fixe  EFG;  et  comme  on  a  déjà  fait  l'angle  MPQs  p,  il 
est  clair  qu'on  aura  y  z=zjr  cùsfysf  =  j^  siii  f  • 

Geki  pQ9é,  nous  avons  les  forcea  -j,  -7,  dirigées  suivant  MF  et  MG;  ces 

forces  étant  décomposées  suivant  les  trois  coordonnées  rectangles  ^,^,  s'. 
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il  en  résultera  les  trois  équations  diflférentielles  du  mouvement,  savoif  : 

dd» A(jr— g)       Bx 

d^~^        r»        "^  «»  ' 
*^—  i^  *** 

et  voici  comment  on  les  réduira  au  premier  ordre  : 

X®.  Multipliant  la  première  par  dx^  la  seconde  par  4?^,  la  ttoiaîèiM  |Mt 
&';  ajoutant  les  produits  et  intégrant,  on  aura 

C'est  l'équation  connue  des  forces  vives ,  dans  laquelle  le  premier  membre , 

qu'on  peut  aussi  représenter  par ^J^'^   ^,  est  la  moitié  da  quarré  de 

la  vitesse. 

a*.  De  la  seconde  et  de  la  troinème ,  on  déduit  immédiatement  y  M  -» 
i^^ssHift,  ou 

Cette  seconde  équation  prouve  que  les  aires  décrites  dans  lé  plan  mobile 
MPQ,  perpendiculaire  à  FG,  sont  proportionnelles  aufx  temps.  En  effet,  le 
mouvement  du  corps  dans  ce  plan^  considéré  «iDommc  fixe,  n'est  troublé 

que  par  la  force  "3"  +  -^  dirigée  vers  le  centre  P. 

3\  La  troisième  int^rale  te  déduira ,  connue  dans  Part.  37 1 ,  de  la  con- 
sidération des  aires  élémentaires  dAy  dC^  et  de  leurs  dHféreatîelIes 

ddct  ssB  (a?  — il)  ddjr  ^^fddx^ 
ddS  ^n  xidjr  ^jddx. 

Or,  les  valeurs  ^ssj'cosf,  s'aotjfsinf,  dooMM  défy'  on  f  ^  dâaléïïf 
s=3  ddy  ^'^ydf^  ;  donc  en  substituant  les  valeurs  de  ddy  et  dds^  donnéei 
par  les  équations  du  mouvement,  on  aura 

ou 
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d'où  FoD  déduira 


dit.  y        ^   * 

ddQ H^ aky 

dtr'  y"         y 

D'ailleurs  on  a  da:=:r^d^y  d6:=:s*dûûjjr=zrsm^^=s  sino»,  a:  =  5cosa», 
a'^x  ;s=ir  cos  ç*  Faisant  donc  ces  diverses  substitutions,  on  parviendra  à 
l'équation  différentielle  . 

qui  peut  s'int^rer  immédiatement,  et  dont  l'intégrale  est 

-^  =  C'a  H-  Atf  cos^  —  Ba  cos o)  —  H*  cot  û>  cot ^, 
ou  •  .   . ,    .      . 

■—j— ^=:  Ca  H-  Aa  cos^—  Ba  cosû^  — -  H*  cot  ea  cot  ^  j  {c') 

c'est 'la  troisième  intégrale  cherchée. 

546.  Il  reste  à  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  la  sépi^ration  ^es, 
variables.  Pour  cela  nous  ferons  les  mém^  substitutions  que  dans  l'art.  37:2  \ 
et  observant  que  les  équations  {a')  et  {b')  donnent  pour  le  mouvement  dans 
le  plaïf  mobile  FMG,  Féquation 

d^        ^a^r^B         !iy\  ^^^ 

si  l'on  &it  encore,  pour  abréger,  M=C+— +— —  — j,  N=x  A  cos  ç  ^— 
îBcosûJ  +  ^C' cot»cot^,  onauiia 


2a 


De  là  résulte  l'équatièn  Fdq^=:Q4p%  àaas  laquelle  on  a 

P=:M^*-^N(i —;?')•, 

et  substituant  dans  ce8\^ pressions  les  veleUirs  de  M  et  N,  après  les  avoir 
réduites  en  fonctions  de  p  et  9,  on  obtient  le  résultat  suivant,  très  remar- 
quable en  ce  que  P  se  réduit  à  une' fonction  de^  seule,  de  même  que  Qà 
uiie  fonction  de  ç  seule,  comme  dans  le^âs  de  H  =  o  : 
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On  aura  donc  enfin  l'équation  k  diflférentielles  séparées  ±-^rr"/)^y  dont 

chaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  elliptique  de  première 
espèce,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  faisant  ^*  =  u,  q*z=:z. 
547*  Les  valeurs  de  P  et  Q  exprimées  en  fonctions  de  M  et  N  donnent, 

en  faisant  dR.*  =  -^  =  S.  ^ 

substituant  cette  valeur  dans  Texpression  de  n^s^d/^dcù  de  l'art.  372,  et 
ensuite  mettant  à  la  place  de  r^s^d^ù»  sa  valeur  aa^dt^^  on  aura,  comme 
dans  l'art.  3^3, 

ce  qui  donne,  en  séparant  les  variables, 

^^  — -h    py     ^p  I    g'     "k  fj\ 

Remarquez  que  les  deux  parties  de  cette  formule  doivent  toujours  être  posi- 
tives, parce  que  dR  est  essentiellement  positif,  et  qu'elles  ne  peuvent 
devenir  nulles,  ni  l'une  ni  l'autre,  parce  qup,  d'après  l'équation  (^), 
l'ordonnée  jr  ne  peut  jamais  se  réduire  à  zéro. 

548.  De  la  valeur  de  dt  résulte  celle  de  df  =  —7-  ;  et  comme  j"  sss  r  sin  p 


H^((i=£!):  +  (i±lT\„  enfin 

On  voit  que  cette  valeur  est  composée ,  comme  celle  dév/l,  de  deux  parties 
qui  doivent  toujours  être  prises  positivement.  Elles  sont  écrites  l\ine  et 

l'autre  dans  la  supposition  que  la  première  valeur  de  ^  est  positive;  il 

budrait  changer  tes  signes,  si  cette  première  valeur  ^itki  négative. 
T.  I.  66 
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549*  "Om  peut  donner  une  forme  plus  simple  aux  polynômes  qui  entrent 
dans  l'équation  fondamentale  rfc  -—  =  ~r.  Pour  cela  on  fera  /?•=:  ^~^  > 

y*  =  ,  ce  qui  revient  à  supposer  r  +  J  =  fla,  5— r  =  ia;  alors  u  sera 

toujoui^  fMMilJf  e£  :>  i(  mai«  x,  4fai  ponira  être  positif  'Cm  n^tif,  sem 
toujours  <<  I*  Cela  se  voit  par  le  triangle  FMG,  dont  un  côté  doit  toujours 
être  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres.  Faisant  donc  ces  substitu- 
tions^ on  aura  les  nouveaux  polynômes 

U  ==  i  C(ii*— !)•  +  (A  +  B)  li  («•  —  i)  — C'^ii*— xJ--.H'ii% 

Z  =  iC(i  — «O'+CA  — B)a(i— «•)+C'(i—2*)— HV, 

»  • 

au  l'on  ji  fait.H'  =  -7-y  et  qui  donnent  l'ëquation 

du  d.  ^^^ 


On  voit  que  chaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  elliptique  de 
première  «spèce;  d'tiilleurs*  oa  ^Mt  Tsfemarquer  qn^  changeant  le  signe 
de  A  dans  l'un  des  polynômes  U  et  Z)  ils  deviennent  des  fonctions  sem- 
blables de  II  et  de  z. 

«  £n  vertu  des  oiétnes  tran^fornations^  les  valeurs  de  dt  et  de  df  seront 
clonn<^es  par  les  tbrtnules 


et 

=  5fa 

4    ■ 

du 

+ 

4    • 

dz 

àf 

=:d=' 

H* 

du 
'  y\J 

+ 

H' 

d» 

(^0 

où  il  faut  observer  que  'les  deiAx*parlieS|4!onsid6^ées' dans  leur  viikur  abso- 
lue, sont  toujours  positives  et  ne, peu  vent  jamais  être  nulles. 

55o.  Si  Ton  se  borne,  comme  idam  les  recherches  prapfkkntfa,  va  iie  con- 
sidérer que  les  mouvemens  permanens,  c'est-â- dire 'ceux  danv  lesquels  \e 
corps  reste  toujours  à  une  distance  finie  des  centres  des  fortes,  alor»  k 
valeur  de  u  sera  toujojurfi  finie;  quant  à  celle  de  ii,  elle  est  plus  petite 
que  l'unité,  dMf  tou^  les  hypëthèsesjvelle  ne  ^«4;  être  <%ale  à  l'unité 
que  dans  le  tcar  où  l'ocbita  oca^eiitrt.i'Me  Ffi,  m  qui  n'a  januùs  lieu 
lorsque  l'orbite  est  à  double  courbpre- 

Celaposé,  soit  m  la  plus  grande  et  m'  la  plus. petite  valeur  de  u*y  cette 
valeur  n/ ne  peut  jamais  être  zéro,  car  alors  ^  serait  Kéro ,  ce  qui  ne  peut 
jamais  ayou*  lieii  4'aprc8  féquatioD  J(fll).  'ûo  poum  dooà  soffKiior  tfe  fnif- 
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nome  U  ainsi  décomposé  en  fsreteura>oà  l^ba  a.  fait  D  =  —  ;C, 

U  =  D C/w  ^u)lu^  m!) («•  +  2fu+f), 

et  il  &udra  que  u^'^aji^/'  soit  positif  dans  toute  l'étewiiie  de; la  courbf 
décrite,  depuis  u:=:m!  jusqu'à  u  =  m. 

Sappo^ns  cpA  IVÂriginè  dti»  mcmvimrent,  on  désigne  par  1^  fe  foyer  le 
plus  proche  du  corps  j  alors  la  première  valeur  de  z  sera  positive.  Dom  cettQ 
hypothèse,  les  différentes  valeurs  de  z  seront  ou  toutes  positives ,  ou  les 
unes  positiver^  le»  am^fes*  n^qgatirfs.  SbiT  n  la  pl^  grande  valeur  positive 
de  Zy  n!  la  plus  petite  valeur,,  lac|UAlle  pourr^sL  n&èfeae  éttre  n^ative^daii»  k» 
deux  cas,  n^-^nf  sera  positif.  Et  en  faisant  semblablement 

il  faudra  que  le  facteur  z^+  2g» + g'  soit  positif  pour  toutes  tes  valeurs 
de  z  comprises  entre  les  linuubea  z^saf^  ;ai=c3«% 


55 1.  D'après  Vitat^  initial  du  mauyefii^n^,  on*  cMuialIrA*  1é$  valeurs  des 
constantes  C,  C,  H  ou  H'  =  — ;  on  pourrait  donc  décomposer  les  poly- 
nômes IF^eè  Z  en  facleàrs-,  par  Tes  règles  ordinaires  de  Tanalyse;  mais  il  est 
préférable  de  miiirFe'  te»  fortfie^  que  éom  tenonâ  d'indiquer,  lissqttelles  se 
Eafnportent  d^ûUtuta  spéciateBusnl  à  Thypothèse  que  te»  distaunoes!  r  et  #  ne 
peuvent  devenir  infinies.  , 

Si  l'on  fait  successivement  uzszm  et  wz:sxfri  ^  datti  Fe&prteeoicm  du 
polynôme  U ,  on  aura,  les  équations 

2C(/ii'  — i)»4^(A  +  B)m.giii^— I>^(y(/lI^— .i)===H'm% 
1 C  (m'*—  !)•  +  (  A.+  B)  m'(y—  i)  —  C  (m'*—  i)  =  Wm'% 


d'où  résulte 


1  - 


wy^AnJ-  ^^  (ifiJ  —  i)  (m'*  —  i)  ' 

î 

Cas  vatetirsi  smi^  éxpfMttées' en  feiMtiMS'4^  m^-  mt^  abeûs^  dians  te"  j^foUème 
à  résDodfs^  tf  fkM  atf  cDi«trs»rtt<déiimîie'Mêl  m'^âS'émfiée^lV,  C*,  A-f*B, 
H'.  Pour  celas  sdt  i  ^ntmlzmf^  m»^  im^  =<<'^  ('les  qtfàtitiléli  x-  et  jr  ne 
defani  pas  ê%re»  confimdues  avec  oefiies  qui  itfpHésttitent  les  éoordénirëe» 
du  point  M),  on  aura  les  deux  éqtiatidiis 

66.. 
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C'=^±5-.-5L,Ci-*). 

La  première  donne 


aH' 


Î4.(A+B)(i— a^)  =  l/[(A  +  B)'(i— a:*)*  +  4DH'a:'(i— a:")]; 


la  seconde  étant  mise  sous  la  forme 

pois  combinée  avec  la  précédente,  on  en  déduit 

équation  qui  est  du  troisième  d^é  relativement  à  Tinconnue  x*,  et  d'où 
l'on  tirera  une  valeur  de  x  plus  petite  que  l'unité. 
Connaissant  a: y  on  trouvera  j^  par  la  valeur 

(A  +  B)(i— 4r>)  +  v/C(A  +  By(i  — x^)^  +  4PHV(i-^)3 

OU  par  la  formule  entièrement  rationnelle  r=  = — ^^  ,  -,    ^  ., — -rr.  Enfin, 

on  aura  m  et  m'  par  les  équations  m'^m':=z  o^^*,  mm!  =  jr  — - 1 . 

552.  Il  reste  à  déterminer  les  coefficiens  du  fadeur  u^  -f*  3/11  +y^;  pour 
cela,  je  fais  successivement  ii  =  i,  ii  =  —  1 ,  dans  les  deux  expressions  du 
polynôme  U,  et  )'ai  les  deux  équations 

H' =  D  (1»  -  0  (m' - 1)  (i  +  2/+/') , 

H'  =  D(/»iH-i)(iii'  +  i)(i  — 3/+/), 
d'où  résulte 

Ces  formules  font  voir  que  y*  et  1  ^-/^^  sont  toujours  positifs;  d'où  il  suit 
que  le  facteur  u'  +  ?/^  ^T  ^^^  positif  pour  toute  valeur  de  u  plus  grande 
que  l'unité,  et  à  plus  forte  raison  pour  toute  valeur  comprise  entre  m  et  ni. 

553.  U  suffira  de  changer  le  ^gne  de  A  dans  les  formules  du  n^  55i ,  et 
on  en  déduira  semblablement  les  valeurs  de  n  et  ri.  Quant  au  facteur 
j^^j^2gZ'\'f(  qui  entre  dans  l'expression  de  Z,  on  trouvera  ses  coefficiens^ 
comme  dans  l'art.  55^ ,  par  les  formules 
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Au  reste ,  Féquation  \Jdz*  =  Zdii*  fait  voir  que  comme  U  est  positif 
dans  toute  l'étendue  de  la  courbe  décrite,  de  même  Z  sera  toujours  positif, 
ainsi  que  le  facteur  z*  -f-  2gz  H*  S'^  pour  toute  valeur  de  z  comprise  entre 
les  limites  zz=sn^  z=:n'. 

554.  Puisque  les  valeurs  de  u  sont  toujours  comprises  entre  les  limites  P>s*  ^• 
m  et  m'y  et  celles  de  z  entre  les  limites  n  et  n'y  il  s'ensuit  que  la  courbe  dé- 
crite dans  le  plan  mobile  FMG  est  toujours  renfermée  dans  une  espèce  de 
trapèze  hyperbolico-elliptique  TVYZ,  dont  deux  côtés  opposés  TV,  XY, 
appartiennent  aux  ellipses  tracées  d'après  les  équations  r-(-5:=a/7^,  r+s=am'y 

et  les  deux  autres  côtés  TX,  YY,  appartiennent  aux  hyperboles  dont  les 
équations  sont  s  —  r^=iany  s-—rz=zanf,  F  et  G  étant  les  foyers  communs 
de  ces  quatre  courbes.  11  faut,  de  plus,  que  ce  trapèze  soit  situé  tout  en- 
tier d'un  même  côté  de  l'axe  FG. 

Et  puisque  la  courbe  que  décrit  le  corps  dans  le  plan  mobile  FMG  est 
ainsi  circonscrite  par  le  trapèze  TYYX,  dont  elle  doit  toucher  tous  les 
côtés,  on  voit  que  la  détermination  de  cette  courbe  est,  en  quelque  sorte, 
plus  simple  que  daps  le  cas  où  le  plan  est  fixe,  et  qu'il  y  aura  beaucoup 
moins  de  variété  dans  les  formes  qu'elle  doit  prendre  suivant  les  différens  cas. 

D'ailleurs,  la  position  du  corps  dans  le  plan  mobile  FMG  étant  connue 
au  bout  du  temps  <,  ainsi  que  l'angle  f  décrit  par  ce  plan  autour  du  plan 
fixe  EFG,  il  est  clair  que  le  mouvement  du  corps  et  son  orbite  tracée  dans 
l'espace  seront  parfaitement  connus  et  déterminés. 

555.  Venons^  maintenant  à  l'int^ration  de  l'équation  (f).  Comme  on 
peut  prendre  pour  origine  du  mouvement  tout  autre  point  de  l'orbite  que 
celui  qui  dans  l'état  initial  a  servi  à  déterminer  les  constantes  C,  C,  H, 
BouSu supposerons ,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  mouvement  commence  à 
compter  d'une  apside  supérieure  S*  où  l'on  a  r  -f'  ^  =  am*y  nous  suppose- 
rons en  même  temps,  que  le  corps  parti  de  S*  suivant  la  tangente  de  l'el- 
lipse en  ce  point ,  se  meut  dans  le  sens  S^Y,  de  manière  qu'il  se  rapproche 

du  foyer  G,  et  qu'ainsi  la  valeur  de  ^  au  point  S®  est  négative.  Par  ce 

moyen,  l'équation  (/'),  où  les  premières  valeurs  de  u  et  de  is  vont  en 

dinunuant,  devra  être  écrite  ainsi,  7;^=  7^9  ^^  ^^  équations  (^j,  (A') 

deviendront,  en  prenant  convenablement  les  signes. 
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dt    4n^,^  fH    du  IX  -r-  «*\  d% 

556.  Cela  posé^  pour  exprimer  que  u  est  contenu  entre  les  limites  m  et 
iwTj  je  fèiis  II  :=:  /7i  cos*  cr  +  m'  sin'  tf",  ce  qui  donne 

du  I  acfa* 

V^—  05-  i/Ci**  +  a/k+/)- 

Pour  simplifier  ultérieurementi  ce  résultat ,  il  faut  coasidérec  diffiêrow  eaft^ 
seloa.  que  u?  +  %fià  ^f  esl.  de  Tune  des  troîi.  bmea 

ii*+  aftiicosôf+jBc', 
(^  + A*)  ("+"'), 

fjt^^t/ii  étant  de&  quaiHités  rëeUe&  et  positives; 

Nous  nous  bornerons  ici  au  second  cas;  et  supposant //(  ^  /Jtt,  nous  ferons 

tang  a  — h  tang4*,  ensuite  h=  ^^^0,  et  c*  =  —^ .  J^^,  ce  qui 
donnera  la  transformée 

du^ aD^^ d^ 

]/V  ~  \^{m+fq  .  l/(w  -*-/•>  " . l/( » ~^8m«*y 

Ou  parviendrait  immétfialement  à  ce*  résutlat  par*  lu  substitution 

(^mm'  +  mfê)  cos*\t/  -f»  (mi?*^  -f*  w»V)  sii>^4^ 

557.  Si  Ton  fait  pareillement  z  =5  /i  cos.'  X+nf  sin?  Xt  on  aura  d'abord 

dtt  I.  ^4^ 

enttoite  il  fiondra)  distinguer  de!  mâne  tcoîs  caa  ^  sek>«  que  ïm  qoaatité  zl^'  -4^ 
a^ -f*  ^  sera  do*  Fuoe  dek- trois  fiarmes , 

z^H^- 2yz  coB  X -f- 1'*, 

C^  +  0  (^  —  0, 

f  et  /  étant  des  quantités  réeHes  et  positives.  '- 

Ces.  tiw  CES,  combittés  wsrec  ks:  trob  de»  la  preariàpe  ftrmnle,  offrant:  mm£ 
cas  différons  à  considérer ,  et  pour  lesquels  on  pourra  former  un.  tahkaiL 
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aoale^e  >à  oekii  ^ue  «tous  avons  tdonaé  pour  ie  cns  où  le  corps  se  meM  dans 
un  plan  fijuB. 

Supposons  de  neuTean  que  i*  +  vgz  +  gf'  =:  («  +  0  (^  +  0>  ®^  qrfon 
a  F  >  v'  ;  nous  ferons  lang  %  =î=  ^'  rang  Ç",  ensuite  A'  ==  i/Qy  .  ||jet  x*= 

~  ;  .    r"  ■,  ce  qui  doaneratla  t'Sansfacuiée 
elle  résulterait  directement  iie  *la  mlb^titillion 

Ces  formules  auraient  lieu  ^uand  même  V  sérail  n^atifj  en  effet.,  mîl 
n!  ==  —  /»";  pour  que  la  quantité  V  +  2ga  +  g'  ou  son  ^ale  (»+>')  (»+/) 
conserve  le  même  signe ,  conformëment  à  ce  qui  a  ëté  démontre ,  depuis 
j5  =  —  n"  jusqu'à  z  ==  /i,  il  faut  qiie  v'  —  /*'*  soit  positive ,  et  à  plus  forte 
raison  ¥  —  n^  ;  donc  ajout  fait 

on  voit  que  x*  et  ^*  seront  positifs  ^  et  -qa'ainsi  x*  sera  plus  petit  que 
Funité. 

558.  Cela  posé,  8ironfait£n4g6aërilJt=  i/^J^  .  ^^)^  Téqua- 
tion  de  la  courbe  -décrite  dans  le  plan  mobile  sera 

kY  (c,  4)  =  F  (x ,  Ç)  +  const. 

lin  commencement  du  mouvemenrt,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps  est  dans 
l'apside  supérieure  S*^  xm  a  •>]/=:  o;  soU  en  mâme  lemps.^ s:^^  et tm  avra 

.  fliMnit  d'ailleum  fiidle  de  réduire  ie  second  meoffare  au  seul  terme  P(x,f  ), 
au>moyen  de  l'équation  algébrique  qui  représetrte  Féquation  transcendante 
F(Ç)— F(€)=:f  (f)^  «  étant  ie  module  commun. 

Ào  reste,  la  Taleur  de  t  petit  se  déterminer  par  l'état  initial  du  mou- 
vement qui  a  servi  à  déterminer  les  constantes'C,  C'/H.  Pour  cela,  soient 
4*  et ^^ les  valom^s  de  4  et  ^  qui  <»on viendraient  à  cet  état  initial  ^  on  peut 
auppober  -\f^  et>^  pesitife  on  «égatife,  mais  moindres  que  7  ^T)  or ,  quand , 
dfei'époqvcoùlecorpe  e8taa|)ointS*,(yn  remonte  aune  époque  antérieure, 
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telle  que  son  état  initial ,  il  faut  supposer  que  les  valeurs  de  «4/  et  Ç  qui  ré- 
pondent à  un  point  déterminé  du  plan  FMG,  sont  diminuées  chacune  d'un 
certain  nombre  de  demi-circonférences,  c'est-à-^ire  qu'on  devra  fiiiredins 
l'équation  de  la  courbe  %|/  =  4*  •^  I^  ?  ?  =  f*  •"  ^'^ ,  I  et  L  étant  des  en- 
tiers ,  et  alors  de  cette  équation  on  déduira 

"*"    F'»  F'»  • 

Et  quoiqu'on  ait  trois  inamnues  I,  L,  €,  à  déterminer  par  cette  équation , 
il  n'y  aura  jamais  qu'une  manière  d'y  satis&ire  exactement  ;  car  si ,  €  res* 
tant  le  même,  ainsi  que  4''  ^^  Z^'i  ^^  supposait  que  les  entiers  I  et  L  fussent 

remplacés  par  d'autres  entiers  V  et  L',  il  faudrait  qu'on  eût  y_^   =  -pr~  • 

ainsi  il  fieiudrait  que  la  quantité  -77—  fut  rationnelle ,  ou  que  la  courbe  fût  ren- 

trante  sur  elle -même,*  ce  qui  n'indiquerait  toujours  qu'un  seul  point  où 
les  valeurs  de  4  ^^K  seraient  4*^  et  Ç*^. 

559.  On  voit  maintenant  qu'il  est  facile  de  trouver  une  infinité  de  cour<^ 
bes  algébriques  qui  satisfassent  à  la  question.  On  peut  pour  cela  faire  czssx 

et  A:  s  - ,  iete  étant  des  entiers ,  ce  qui  donnera  les  deux  conditions 

I?» -)- ^      wi'  +  é*'  ..^  ri'^f      ri  +  f' 

Ces  conditions  ayant  lieu ,  l'équation  de  la  courbe  sera  1T4  =  eF^,  c  étant 
le  module  commun. 

r 

On  obtiendra  encore  jdes  courbes  algébriques  en  satisfaisant  aux  condi- 
tions k  (---^— )  ==  "  )  X  =  c* ,  et  ainsi  de  suite ,  chaque  système  représentant 

toujours  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

Nous  ne  parlons  ici  que  de  la  courbe  tracée  dans  le  plan  mobile  FMG, 
et  circonscrite  par  le  quadrilatère  TV YX  ;  car  si  l'on  voulait  que  la  véri- 
table orbite  à  double  courbure ,  décrite  dans  l'espace ,  fût  une  courbe  al- 
gébrique ,  il  faudrait  satisfaire  à  beaucoup  d'autres  conditions  qui  rendraient 
ce  problème  plus  épineux  qu'intéressant. 

560.  Un  cas  fort  remarquable  est  celui  où  l'on  aurait  mss:  m'}  alors  la 
courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arc  d'ellipse  TY  ,*qui,  dans  ce 
cas  j  se  confondrait. avec  XY.  Ainsi  le  corps  ne  pourrait  faire  que  des  oscil- 


\ 
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htions  dans  cet  arc,  en  allant  alternativement  de  T  en  Y  et  de  Y  en  T. 
G)mbinant  ce  mouyement  d'oscillation  avec  le  mouvement  du  plan  qui  se 
détermine  toujours  de  la  même  manière  par  l'angle  / ,  on  aurait  le  mou- 
vement absolu  du  corps.  Ce  mouvement  s'exécute  dans  la  surface  du 
sphéroïde  elliptique  décrit  par  la  rotation  de  l'arc  TY  autour  de  l'axe  F6; 
et  il  est  visible  qu'à  cause  du  mouvement  de  rotation,  l'orbite  comprise  dans 
cette  surface  est  composée  de  diverses  sinuosités  qui  touchent  alternative- 
ment les  deux  circonférences  décrites  par  les  points  T  et  Y ,  sans  que  la  vi- 
tesse du  corps  en  ces  points  soit  jamais  nulle.  Ce  cas ,  au  reste ,  donne  lieu 
h  des  simplifications  de  calcul  assez  remarquables. 

Alors  l'équation  à  l'ellipse  ii  s=s  m  ',  tient  lieu  de  l'équation  A:F(c,  4)  =^ 
F(x,^),  et  on  aura  pour  déterminer  t  et  f  les  formules 

dt    ^^^^       /m^  «"  it*\  dg 

où  il  faudra  substituer  les  valeurs  trouvées  ci-dessus , 

^~     (/»'+')  oos*Ç  +  (i»-HF)8iii*Ç    ' 
d%  aP"*  flgg 

Le  temps  d'une  oscillation  se  trouverait  ai  prenant  l'intégrale  depuis  Ç  =  o 
jusqu'à  Ç  =  7  ^. 

56i.  Un  second  cas  non  moins  remarquable,  est  celui  où  Pon  aurait  n  s 
n'\  alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arc  d'hyperbole  TX, 
qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  Y  Y.  Ainsi  le  mouvement  du  coi*ps 
dans  ce  plan  serait  un  simple  mouvement  d'oscillation  suivant  l'atc  TX ,  et 
sa  vitesse  serait  nulle  dans  le  plan  aux  deux  extrémités  de  cet  arc.  Les  for- 
mules qui  satisfont  à  ce  cas  3ont  semblables  à  celles  que  nous  venons  de 

rapporter. 

502.  Enfin  un  troisième  cas  qui  dérive  des  deux  autres  est  celui  où  Poo 
aurait  à  la  fois  m  s=  m'  et  n  ss  n'-^  alors  le  quadrilatère  T  YYX  se  réduirait 
à  un  point  ;  le  corps  n'aurait  aucun  mouvement  dans  le  plan  FMG ,  et  sa 
vitesse  serait  toute  entière  perpendiculaire  à  ce  plan.,  de  sorte,  qu^  décrirait 
nécessairement  une  circonférence  dont  le  centre  est  au  point  P. 

lies  simptômes  de  ce  troisième  cas  sont  &ciles  à  établir  immédiatement.  Fig.  3i. 
En  efiet,  soit  M  le  lieu  du  corps  qui  doit  rester  fixe  dans  lé  plan  FMG) 
T.  L  67 
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si  l'on  emploie  leé  déaonxûnations  de  l'art.  3^9 ,  les  quantités  tPf  tt^  r,  9^^ 

seront  cpnstantes ,  et  on  aui:^  entr'eljies  les  relation3  r  =  .  ^f^^        ^  ;-. 

sinQp—m)  '  ^~'  sin  ^ «  j  ski  a,  ar»* coefli,  m-^PCfm  ^rfQSff,  Qf, 
en  vertu  des  forces  A  et  B,  dirigées  vers  les  centres  F  et  G,  le  corps  M  est 
sollicité pasrallèlemeut  à  GJF  p^r  la  forjce  ■  j"  '  ""  "?  #  ^  dan^  1«  sçn^  MP 
par  la  force  çr  +  ^  5  1^  première  doit  être  nulle ,  pour  que  le  corps  n*ail 
aucun  mouvement  dans  le  8eo3  de  l'a3:e  FG  ;  ^^nsi  ou  aura  la  condition 

osac  A  oos^  sin^f  «ff>fi  €OS#fâo^âr, 
qui  servira  à  déterminer  ^  par  fin ,  ou  réciproquement. 

Ensuite,  pour  que  la  fp^ee  ^  *f*  ^  dmgée  v^rs P^  n'ait  d'autre  eflfet  que 

de  faire  mouvoir  ie  <)orps  dans  le  cercle  dont  J^  rayon  est  MP,  il  fisiut,  en 
appelant  V  sa  vitesse ,  qu'on  ait 

substituant  dans  cette  oqofftion  les  vdfetifs  de  i*,  ^,  j^  en  fonctions  de  a^  9, 

H*        oH' 

«,  et  observant  que  d'après l'-équatioa  (&')  on  a  H  =s  Yjr  et  Y*  =  -y  =  --r , 

il  en  résultera 

H'  :=c  A  sin'  ç  tang  » , 


«u Va=«n(^.-^a)*t/(jr-j-^^-^V  Ainsi  on  oonPijyb Ift  pppUiQH  du^i^ps 

et  la  vitesse  primitive  dpi^t  il  doit  être  anime,  pour  que  ee  cas  partioulîtr 
ait  Beu. 

£n  terminant  cçs  recherches  sur  le  problème  des  deux  centres  d^aMm^ 
tion,  nous  ferons  observer  que  9ap3  le  secours  delà  théorie  des  fimelioM 
elliptiques,  il  eût  été  impossible  de  discuter,  comme  nous  f avons  Êtft,  les 
différens  cas  de  ce  problème ,  4c  déterminer  dans  chacun  d'eux  la  figuietde 
Yovbile  ^  et  (i'a^sjguer  avçc  toute  la  précision  désirable ,  le  lieu  du  corps  au 
bout  d'uQ  temps  quelconque  et  après  tant  de  révolutions  qu'on  ytmènt. 
Les  093  ou  l'orplte  est  une  courbe  lil^gébrique  sont  çemarqudi^les  tn  ce  que 
là  courbe  rçptre  sur  elle-même  ajprès  y  ne  période  composée  d^un  nofiifcre 
déterminé  de  révol]u.tiQns^  dç. sorte  qu^l  suffit  de  déterminer  le  mouvement 
4a  parps  ^ns  la  d virée  4e  cette  période  qui  se  repoayeBe  sans  cesse.  <^el- 
ques-uns  d^  ces  cas  avaient  été  indiqués  par  Eùler,  maïs  notre  analyse  en 
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a  fait  découvrir  une  infinité  d'autres,  et  nous  aurioM  pii;le»  nmbtplicr  e»^ 
core  à  l'infini,  en  faisant  usage  de  la  seconde  Qchelle  des  modules  qui  était 
demeurée  jusqu'ici  incsouiis  eï  d^nl  n^ufr  avdhs^  (âft  wnnaître  les  propriétés 
dans  le  chap,  XS.XX. 

Du  'mdwement  rectitêg/ie  Jtun  corps  attiré  nifets  deux  centrée fbcés , 

663^.  Qboicfûte  (îé  probKme  nef  soit  iufct  k  MdttM  difIfcuFBé ,  eiftpehfïArtit 
comiue  iî  ti^a  poîtrt  été  traîté  jusqu'id  (Tttflc!  mwriéi^  complète ,  f  ai'  erû  ^ti'il 
serait  convenable  d'en  donner  ici  la  $oIttttùkt,  Td^uteHe*  powra  être  regardée 
d'ailleurs  comme  une  apj^licatioâ^  nouvelle  de  là  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Supposons  que  le  point  A|  oè  commence  le  mouvement,  soit  situé  sur  Fig.  3a. 
le  prolongement  de  Iff  ïigtfe  des  centres  FG,  dû  côté  de  F  ;  soit  V  la  vi- 
tesse infctiije  qt}e  ffoos  supposons  dirigée  MÎv^nt  AM,  et  SoH  1^  ^  lieu  dû 
corps  au  bout  du  temps  t.  Si  l'on  fait  FG=  a,  AF  sq?  h^  AG  s==ii  +  ^^=  ^^ 
FM  =  a:,  on  aura  l'équation  di£PéreBtielle 

dJx  A  B 


dont  FiBlégrtiIe  est,  en  dëlernûiant^  coi^venablement  la  ctoMtaMe,      ^      ^ 


On  voit  déji  par  cette  intégrale  que  si  l'on  a  V  c=s  ou  >  -r-  +  -r?  ,  le 

côiTfW  ^éfoîgttewi  à  Pînfinî;  et  qu^au  contrafre  si  l'oiï  d  V*  <  ^  H-  ^ ,  le 

corps  ne  pourra  s'éloigner  que  jus^'à  '  une  distance  FD  =  k  déterininée 
paf  i'^quâtioii 

or,  calte  équation  étant  du  genre  de  celles  que  fai  appelées  équations 
omales  (*),  dRe  auwi  toujours  une  racine  réelle  pc^tive. 

564<'  Lecdrps,  {Mrveo»  ad  pofat  D,  revient  aor  làs^  pas  etf  teiR|u  {delV"* 
tion^  des  forces  centrales,  et  il  descend  de  D  y  ers  F^  d'^j»m.ouvftmwtcoiv- 
txnùesteftitfnt  accélère.  Sa  vitesse  en  un  point  quelconque  M ,  que  nous  dé- 
^gneredir  pér.  p^  sf  ^term^;»»  tûi;i)oi^  pr  la  i«ênw.é|Wl»aii,;^'on 
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peut  mettre  sons  la  forme 


f 


A 


A    .        A  A  B 


d'où  il  suit  que  la  vitesse  en  A  est  égale  à  la  vitesse  initiale  Y ,  mais  diri- 
gée en  sens  contraire,  et  que  la  vitesse  finale  au  point  F,  est  infinie. 

En  vertu  de  cette  vitesse ,  le  corpà  passe  au-delà  du  centre  F ,  et  sa  vi- 
tesse redevient  aussitôt  finie.  Mais  comme  la  force  A  cbange  de  signe  en 
même  temps  que  x ,  il  s'ensuit  qu'au  point  M',  où  l'on  a  FM^s  Xy  la  vitesse 
du  corps  sera  déterminée  par  l'équation 

V__  A\*       B  A        ,   B 


2  x^^a— *        t  a+it* 

A  B 

J'observe  ^maintenant  que  ^a  quantité  —  H — -^^^  ayant  pour  minimum 

i(  V/A-H  V^B)*,  il  y  aura  deux  cas  à  considérer,  selon  que  -^  -j -j-j 

e8t<ou  Xv^A+v^B)*. 

565.  Premier  cas.  Si  Ton  a  :t-  •+■  ^  .  ^  >  (  y^A  +  v/B)* ,  le  corps  ne 
pourra  s'éloigner  de  F  que  jusqu'à  une  certaine  distance  FË  =  A:',  moindre 
queVG,  même  moindre  que  ^?Y  wp  y  et  déterminée  par  l'équation 

A    ,  —  B  A    g       B 


■»  ■     • 

Parvenu  au  point  E,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas;  sa  vitesse,  d'abord 
nulle  en  E ,  deviaidra  infinie  en  F ,  elle  redeviendra  finie  passé  le  point  F 
et  diminuera  continuellement  jusqu'au  point  D,  où  elle  sera  nulle.  En  gé- 
néral ,  le  mouvement  du  corps  sera  un  mouvement  d'oscillatioQ  par  lequel 
il  passera  alternativement  du  point  D  au  point  £  et  du  point  E  au  point  D; 
et  sa  vitesse  dans. un  même  point  de  la  droite  DE  sera  toujours  la  même 
dans  un. sens  ou  dans  l'autre.    . 

Ce  premier  cas  comprend  celui  où  l'on  aurait  l'égalité  -r-  •+■  ■  .  ;  == 
(V/A  +  t/B)*;  alors  le  corpd  s'éloignera. le  plus  qu'il  est  possible  du  centre 
F,  danîâ  le  sens  FG,  et  cette  plus  grande  distance  serait  h'  =  |/a  ÎL  i/b' 

5^.  Second  cas.  Sil'on  a  ^  -f.^^'<  (  v^A  -f*  f/B)* ,  la!  titesse  dn 
corps  sera  dans  son  minimum  au  point  où  l'on  u  x  =  .. .  ]v  ^pî  nwis  elle 
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augmentera  ensuite^  et  le  corps  se  portem  d'an  mouvement  accéléré  vers 
le  centre  G,  où  sa  vitesse  sera  infinie. 

En  vertu  de  cette  vitesse ,  le  corps  continuera  son  mouvement  au  •  delà 
du  centre  G.  Soit  GM''  =  x ,  et  on  aura,  au  point  M'', 

+  X  —  J 


Le  corps  s'éloigne  donc  du  centre  6  jusqu'à  une  distance  GD'  ss  t^  déter- 
minée par  l'éauation 

A      • B_A .      B 


Le  point  D'  ainâ  déterminé  sera  le  second  terme  de  l'oscillation;  ensuite 
on  voit  que  le  corps  reviendra  du  point  D'  au  point  D,  et  que  sa  vitesse , 
dans  un  même  point  de  la  ligne  DD',  sera  la  même  en  allant  et  en  re- 
venant. Il  s'agit  maintenant  de  trouver  dans  ces  deux  hypothèses  le  temps 
de  chaque  oscillation. 

567.  Supposons  donc  que  le  corps  parte  du  point  D  ^  où  sa  vitesse  est 
nulle  j  et  qu'au  bout  du  temps  <  il  se  trouve  au  point  M  y  situé  entre  D  et 
F  j  si  Ton  fait  FD  =  A: ,  FM  =  a: ,  on  aura  l'équation 

cb^       A    ,       B      •    A  B 


d'où  résulte 

dt  i/aA  —  -dx]/[XHa+k)xia+x):i 

M  ^aA  —  i/{k'^x)iylA(a+k)  (a+x)  +  Btxy 

Soit  d'abord  jc  =  ^       , ,  ensuite  j^  =  \/(~~)  **^^g  Ç  ^t  ^*  = 

T? — .  »N^  .  prm J  on  aura  la  transformée 

Pour  avoir  le  temps  de  la  descente  de  D  en  F,  il  £iut  intérêt  la  formule 
précédente  depuis  ^  ^  o  jusqu'à  ^.sss  ^  'K.  Soit  dans  ces  limites  Z'  = 

/; — ,      .  ,5»,— ,  n  étant  =s  -  on  aura  par  les  réductions  connues 

a  (»  H- c«)  Z' =  E'c  —  (i  +  ^  Pc  +  (»  4-.ac«  H- 2^  n»  («,  ç). 

Quant  à  la  fonction  II'  (/i,  c) ,  elle  se  trouve  par  la  formule  du  n*  107  ;.  con- 
naissant donc  Z'  et  appelant  V  le  temps  empbyé  k  parcourir  DF,  on  aura 
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r=HiZ\^[J*^i±!^: 


S68.  Porte  avoir  ttuôntétiaiit  le  tAifpé  du  taûOWmeÉi  flUu*  ki  dmits  f  G, 
il  &udra  int^rer  ïéefaatàùû 

C       A  B 

dans  laquelle  -  =  x-+  ■    .   , .  Pour  cela  il  Ëiat,  comme  ô-dewis,  distingaer 

deux  cas. 

Soit  I*.  C  >  (i/A  -|-  v/Û)*;  le  corps  ne  pourra  s'éloigner  de  F  que  jus- 
qu'à une  ctistance  F£  =  A:^,  moindre  que  FG,  dlélertllîllëcr  pâf  rëcfôaflîôn 

A    .       B  G 

Soit  donc  x  =  A/  siu*  ^ ,  on  aura 

,.  y/W.d^na*-^ 

/TA.  B»in*4'  T 

V  L>*      (a— V)  (a— ifr'«in*4')J 

Soit  ensuite  tang  >[/  =  t/(r~VJ*u^Ç  î  â  Feu  fidt  >=  ^^j?»  ®*  **^^"i  • 
on  aura  la  transforma 

Cette  fonmile  devra  étxe  intt^grée  depuis  2^  ss  o  josqulk  {'=19*,  afin  d'avoir 
le  temps  employé  à  parcourir  FE  j  soit  donc  dans  <^  Umites  Z^'  ss 

/(i  + ,  .in'O'  Î/Ti  -  -^ «in'O *  °°  ■""'  P"'  '^  formules  conMte», 

3(,4.r>(r+«*>Z'»«î.(i4-i)F'c-E>c+(»  -  îQ "'(''*)» 
lA  ott  «n  déâoira  le  temps  chefcM 

^ 7Â~^  ' 

de  sorte  que  le  temps  total  de  Toscillation  de  D  en  £  sera  T'-f-T'. 

Si Pon  a  C«(^A  H- »/B)«,  U  s'cnwîvra  if^=  ^7^^,  '  =  ^/^  ** 

xsï:  f^^  d'où  fl  soit  que  V  sera  infini.  Aiuft  le  eerps  qui  a  une  tiMse 
infinie  eu  F,  mettra  cepeudaut  on  temps  înfiw  à  patoottrir  Pe^Mne  FE. 
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Pour  expliquer  oe  p^r^^ie^  U  iant  CQP3i,dérer  que  la  YJ,t?atf  deyi^t  %qj)X- 
à-coup  finie,  à  une  très  petite  distance  de  F;  qu'ensuite  cette  vitesse  di- 
minue progressiv4$^iej;^;  à  moftore  que  le  corpf  s'^proche  du  point  £,  et 
qu'à  une  petite  distance  de  E  elle  est  proportionneUe  à  l'espace  qui  reste 
à  pfiTQwarir^  d'où  U  iWt  ^u'il  &9t  m  tewps  infini  p^^ur  que  h  cptp^  arnivç 
au  point  E.  Parvenu  à  ce  po^it;  il  sera  égalejneùt  attiré  des  deux  côtés 
par  les  ferees  A  et  B,  et  jiQstei^a  CQ  rq;K>8* 

569.  Si*  l'on  a  C  <  (  y/ A  •+- j/B)%  le  corps  éprouvera  un  mininmoM  de 
vitesse  en  un  point  de  l'esptœ  FG^  «naiis  eusnût^  la  vitesse  augmentera  et 
deviendra  infinie  au  point  G. 

Pour  fv<Mr  le  temps  du  mouvement ,  soit  xzxmaki^f^y  on  mm 

et  cette  formule  devra  être  intégrée  depuis  4=^^  jusqu'à  4  =  ?^9  P^^^ 
donner  le  temps  T^  em|doyé  à  «paseo^rir  FG. 

U  faut  observer  av^nt  tout  que  }g  quantité  P  sous  le  radical  étant  mise 
sous  la  forme 


PiipA€as444>-(A4'B-^G)3ir^*4cos*4^Bsîi»^4^ 

ofire  deux  cas  à  distinguer^  s^lon.que  C  est  plus  ^and  ou  plus  petit  que 
((/A—  v/B)*  parcp  qpe  Içs  àfiODSf,  ^ctevHra  de  s^^  qvMintité  seront  ima- 
ginaires  dans  le  premier  pas^  et  i:éels  dans  l'autre. 

570.  «oit,  l^  >C>:(i/A'^  ^)%  «OP  pourra  fiiîre 

P= A(cos*'4/  +  aa  cos6  cos*4  s"^*4  "f"  a*sîn^4*)> 

ce  qui  donnera 

/B               A       A  +  B— C 
cpsst/.-T-,       cosBsSi.  ^^, : 

et  cppnui  dai|.s  ce  «s,  Ç  «t  ocwipria  €B*re  les  Kmkes  X 

(v/A— -V^B)'^  on  voit  que  cos6  sera  toujours  fx^^prî«  Wtrç  4^  UoE^t^ 

H-  I  et  —  I,  et  qu'ain^  0  jçra réé.I.  Cd}a  posé^ jqit  tang4  =  -4-  tang^^, 
x  =  8in^0,  m  =  ^^,  on  aui» 


)*:f*!;^n«{ 


» 

"»««;)•  KO— *«»}*o" 

Cmt»,iBi«§q»Wiâwt,litoe  unis  à;ptw  Cs^ro  iws^^lpv-'^,  96n  ^^mmh 
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temps  entier  V  employé  à  parcourir  FG;  et  comme  on  a 

I j^ I a(i-f'W>*co8*C) 

{i  +  moosiy^ii^mcosZy        (i  — /«•cos^O*  ^ 

si  l'on  fait  f  î=    ^   •'^     xl     >  ^^  suflGbra  de  prendre  depuis Ç=o  jusqu'à 

Ç  =  i^,  1  mtégrale  Z'=y  (,V>sin'Oy(ii»>«in>0^      ^"^  ""^  ^^ 

cherché 

Voyez  ci-dessus  y  n*  44^  >  ^^  formules  qui  servent  à  trouver  l'int^rale  Z" 
représentée  par  U*. 

571.  Soit,  3^  C<(v/A — |/B)*,  on  pourra  faire 

P  ss  A  (cos*^}/  +  a  sin*<4/)  (cos'>I/  +  ol  sin*>|/), 

a  et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

^       A+B  — C  .        B 

a-|-»= — ^-j ,       aa  =5— . 

Soit  «>«',  tang4  =  T7;jtangÇ,  x«=i— .--,  y=->— -i,  on  aura 


""  «1 


ay/aa        /*  <ij[8iD*Ccos*€ 

Ainsi  prenant  l'intégrale  V  =/^ ,  ^  ^  sâi^^^î^--'  rin^C)   ^^^"^  ^  =  "^ 


jusqu'à  Ç=:  77r,  on  aura  le  temps  cherché 


a\/aa 


.Z". 


57a.  Un  cas  qui  tient  le  milieu  entre  les  deux  précédens,  est  celui  où 

l'on  aurait  C=(i/A— v/B/;  alors  P=A(co8*4-+-«sin'4)' et  ««i/j  * 
ce  qui  donne  directement 

"~    1/A  ycos*4'  +  ««n»4'' 

intégrant  dans  les  limites  requises  y  on  aura 

573.  Dans  les  trois  cas  qui  précèdent,  le  corps  continue  son  mouvement 
au-delà  du  pdmt  G  jusqu'à  une  distance  GD"  s=s  A^,  que  nous  ayons  déter- 
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minée  n®  566.  Quant  au  temps  T^"  employé  à  parcourir  cette  troisième 
partie  de  l'oscillation ,  il  se  détermine  par  la  même  formule  qui  a  servi  à 
déterminer  le  temps  T'  delà  première  partie;  il  suffit  pour  cela  de  changer 
dans  cette  formule  les  quantités  A^B^AienB^A^A/,  respectivement. 
Ainsi  les  différens  cas  du  mouvement  rectiligiie  d'un  corps  attiré  vers  deux 
centres  fixes  sont  résolus  d'une  manière  généi*ale,  toutes  les  fois  que  la  vitesse 
initiale  est  telle,  que  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini,  ce  qui  réduit  son 
mouvement  à  un  simple  mouvement  d'oscillation. 

574*  Les  formules  précédentes  supposent  les  forces  A  et  B  attractives; 
mais  il  serait  facile  d'en  trouver  de  semblables  pour  le  cas  où  ces  forces  se- 
raient l'une  attractive,  l'autre  répulsive,  ou  toutes* les  deux  répulsives,  ce 
qui  pourrait  alors  s'appliquer  à  quelques  phénomènes  d'électricité  ou  de 
magnétisme. 

Pour  en  montrer  un  exemple,  supposons  que  les  deux  forces  A  et  B, 

situées  aux  centres  F  et  G,  soient  répulsives,  il  y  aura  sur  la  droite  FG 

'  ,         .    ^  FI  /A 

uu  point  I  déterminé  par  le  rapport  gî  ^^^  1/ b"  '  ^^  ^^  corps  placé  sans  vi-  F*8-  33. 

tesse  initiale,  resterait  en  repos.  Mais  si  l'on  place  ce  corps  en  tout  autre 
point,  par  exemple  en  D,  l'action  prépondérante  de  la  force  A  fera  mou- 
voir le  corps  dans  le  sens  DG;  par  ce  mouvement  il  dépassera  le  point  I, 
mais  il  ne  pourra  s'approcher  du  centre  G  que  jusqu'à  un  certain  point  £, 
où  sa  vitesse  sera  de  nouveau  anéantie.  Du  point  £  le  corps  reviendra  vers  D, 
et  ainsi  alternativement. 

575.  Pour  déterminer  le  temps  de  chaque  oscillation,  soit  M  le  lieu  du 
corps  au  bout  du  temps  t^et  soit  FG=a,  FD=:asin*a,  FM;=a*=asin*^, 
FE  =  a  sin*^,  on  aura  d'abord  Téquation  difierentielle 

ddx        Jl  B 


dont  l'intégrale  est 


dx^         C         JL  B 


2û^/*         a         X  a  — x' 

A  B 


et  parce  que  la  vitesse  est  nulle  au  point  D.  on  aura  C  =  -r-r-  + 

Mettant  au  lieu  de  x  sa  valeur  asin*^,  on  tirera  de  cette  équation,  apr:s 
avoir  substitué  la  valeur  de  C , 

de     ^_^ dpsm^^cos*^ 

^  ^  V  \  s*n  *  cos'«  / 

T.  I.  68 
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Le  point  £,  limite  de  l'oscillation,  se  déterminera  en  Causant  à  la  fois  9=C 

et  -^  =  G,  ce  qui  donnera 

tang*tang^=Y/(^); 

c'est  la  relation  entre  les  deux  angles  a  et  6  qui  détermine  la  limite  de 
chaque  oscillation;  ils  seraient  complémens  l'un  de  Kautre  si  l'on  avait 
A  =  B. 

076.  L'équation  précédente  peut  être  mise  sous  la  forme 

dt\/ÈL  .     p  ££0  sin*^  cos*  ^ 

Ainsi  en  faisant  Z'  =5  /!-——- ^«n  ^cos^ r-r-r,  et  prenant  cette  in- 

tégrale  depuis  9  =  et  jusqu'à  ^  =  f ,  on  aura  le  temps  T  d'une  oscilla* 
tion  par  la  formule 

rl^  aW^a       ni     •  'M 

1  =  ■   ,.    •  Z  sm  et  sm  b. 

L'intégrale  TJ  peut  se  trouver  au  moyen  des  formules  de  la  case  YI,  p*  3 m. 

577.  Dans  le  cas  de  A=B,  qui  donne  ^=:-  — «,  et  où  il  feut  sup- 
poser cù^^'^Ty  les  formules  se  simplifient  par  la  sùbstitutiofi  sin*  9  = 
an*  et  cos*  ^  +  cos*  cl  sin*  4  9  il  ci^  résulte 

Z==y<i4/ v/[(8in' fltcos*4 +^s'asin''>(/)  (cos' fltco&*4 +s"^**^*  4)]  5 
soit  de  plus  tang4  =  tang«tangÇ,  et  on  aura,  en  fusant  c*s=  '  "^  thng^et, 
6=: tangua,  .  e    .. 

Pour  simplifier  encore  cette  intégrale,  nous  ferons  usage  des  formules  de 
l'art.  63 ,  suivant  lesquelles  on  aura 

c-=i=|  =  cos2*,  A=v^(i  — c'sin'O,  A«=î/(i— c**  sin^f»), 
ta"S(^-0=*tang^,f  =  i±i!.§^I-(I-*)sin•f  =  AA^ 

Par  ces  substitutions,  on  trouve 

JZ=8in»«cos**.g=ii~.gj 

donc  par  les  formules  du  n''  207 ,  on  a 
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Faisant  Ç=i:^^,  et  par  conséquent  Ç*=s7r,  on  aura  Fintégrale  Z*  =  îE*c% 
qui  donne  pour  le  temps  de  l'oscillation  cette  expression  très  simple 

où  il  &ut  se  rappeler  qu'on  a  c^  =s  cos^a  et  ^'^  =  sinaa. 

Lorsque  a  diffère  peu  de  ^^r,  les  oscillations  sont  très  petites;  alors  on  a 

c»  =  o,i-=i,  E'(C)  =  >;doncT=^y/(^). 


SECTION  III. 


Sur  r attraction  des  ellipsoïdes  homogènes^ 

578.  Ti  ous  donnons  ici  la  théorie  de  l'attraction  des  ellipsoïdes  homogènes, 
considérablement  simplifiée  par  M.  Ivory ,  et  telle  que  nous  l'avons  déjà  pu- 
bliée dans  les  Mémoires  de  l'Institut,  an  181  a.  Les  formules  de  l'attraction, 
qui,  dans  les  cas  orcfinaires ,  ison t  développées,  eii  séries  infinies ,  s'expriment 
toujours  exaetement-par  dès  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce;  elles  offrent  ainsi  une  application  importante  de  ces  fonc- 
tions, soit  pour  conduire  a  des  théorèmes  nouveaux  sur  l'attraction  des 
ellipsoïdes,  soit  pour  Êiire  connaître ^' avçc  t^l  degré  d'exactitude  qu'on  vou- 
dra, les  valeurs  des  forces,  dans  leé  cas,  rares  à  la  vérité,  où  elles  ne  pour- 
raient être  exprimées  par  des  séries  suffisaimnent  convergentes. 

Formules  pour  la  solution  générale  du  problème. 

579.  Soient  y,  g",  A,  les  trois  coordonnées  4u  point  attirés,  soient  j:, 
jr,  z  celles  d'une  molécule  quelconque  ^M  du  corps  attirant,  et  r sa  dû 
au  point  S,  en  sorte  qu'on  ait 

68.. 
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L'attraction  que  la  molécule  ^M  exerce  sur  le  point  S  est  exprimée  par 
— ;  elle  se  décompose  en  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coordonnées, 
lesquelles  sont 

si  donc  on  désigne  par  A,  B,  C,  les  attractions  totales  exercées  dans  le  sens 
des  coordonnées  x^  y^  z,  respectivement,  on  aura 

ces  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 

58o.  Supposons  le  corps  homogène,  et  soit  sa  densité  =  i ,  on  pourra  faire 
dM=::dxdjrdz ,  et  alors  on  aura 

les  deux  autres  forces  seront  semblablement  exprimées  ;  mais  il  suffira  de 
nous  occuper  de  la  force  A. 

Il  est  facile  d'abord  d'exécuter  l'intégration  par  rapport  à  x;  car,  puis- 
qu'en  regardant  x  seule  comme  variable ,  on  a  rdr..  {/'"^dx^  il  s'en- 
suit qu'on  a  /^^-  cîr ss  /  — -3  =  -  +  const.  Soient  donc  r,  et  r.  les  deux 

valeurs  de  r  qui  répondent  aux  deux  limites  de  l'intégrale ,  c'est-à-dire  aux 
deux  points  de  la  surface  du  solide  qui  sont  situés  sur  une  même  parallèle 
à  l'axe  des  x ,  on  aura 

58i.  Supposons  que  le  corps  attirant  soit  un  ellipsoïde  dont  la  surface  ait 
pour  équation 

il  faudra  tirer  la  valeur  de  x  de  cette  équation ,  puis  la  substituer  dans  les 
valeurs  de  r,  et  r, ,  lesquelles  sont 

r.  =  /  [C/-+ a:)»  +  (g- -^)«  +  ( A  — z)»l , 
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alors  il  ne  s'agira  plus  que  d'exécuter  les  deux  intégrations  par  rapport  ky  et 
à  Zy  dans  toute  l'étendue  de  -l'ellipsoïde.  Mais  ces  intégrations  ne  peuvent 
être  effectuées,  ni  l'une  ni  l'autre ,  par  les  méthodes  connues,  et  il  faut  recourir 
à  d'autres  moyens,  pour  achever  la  solution  du  problème ,  ou  du  moins  pour 
la  ramener  aux  simples  quadratures. 

Comparaison  des  forces  exercées  dans  le  même  sens  par  deux  ellipsoïdes, 
dont  Vun  agit  sur  un  point  extérieur  j  et  l'autre  sur  un  point  intérieur 
correspondant. 

583.  Jusqu'ici  noOs  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  position  du 
point  S.  Il  convient  maintenant  de  distinguer  deux  cas;  celui  où  le  point 
attiré  S  est  situé  dans  l'intérieur  ou  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  M,  et  celui 

où  il  est  situé  hors  de  cet  ellipsoïde.  Le  premier  cas  suppose  qu'on  a  -^  •4. 

^  +  i*  <  ou  =  1  ;  et  le  second  qu'on  a -^  +S  +  :7!  >  '•   Ce  dernier 

cas  étant  le  plus  difficile,  on  aura  fait  un  grand  pas  vers  la  solution  du 
problème,  si  on  parvient  à  le  ramener  au  premier. 

Pour  ceteffet,considérons  un  second  ellipsoïde  M',  dans  lequel  les  quantités 
analogues  k  cl^  €y  y,  Xy  jTj  z  soient  désignées  par  les  mêmes  lettres  accen- 
tuées; supposons  que  cet  ellipsoïde,  dont  la  densité  est  encore  s=  i,  exerce 
son  attraction  sur  un  nouveau  point  S',  déterminé  par  les  trois  coordonnées 
fy  S^>  ^'-  Ces  deux  ellipsoïdes  sont  d'ailleurs  concentriques,  et  les  axes  dé- 
signés semblablement  ont  la  même  direction. 

Si  l'on  désigne  par  p,  et  p.  les  quantités  analogues  à  r.  et  To,  on  aura  sem- 
blablement 

A'  étant  l'attraction  exercée  dans  le  sens  des  Xy  smr  le  point  S',  par  l'ellip- 
soïde M'. 

583.  Faisons  maintenant  ensorte  que  les  quantités  p.  et  r,  soient  ^ales 
dans  les  deux  solides ,  il  s'ensuivra  que  f.  et  r,  doivent  être  aussi  ^les 
entre  elles,  et  cette  circonstance  permettra  de  trouver,  d'une  manière,  tr^ 
simple,  le  rapport  des  quantités  A  et  A^ 

Puisque  nous  avons  à  la  fob 

p.  =y  K/' -  *')^+ (i*''T-j<)' +.(  A'- a')'], 
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pour  rendre  ces  expressions  identiques,  faisoiis  d'abord 

fx=f'x\  gy  =yy,  hz  =  AV, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  prenons  trois  indéterminées  A,  ft,  y,  au 
moyen  desquelles  on  ait  simultanément, 

les  trois  conditions  dont  il  s'agit  seront  satisfaites,  et  il  reistera  à  satisfaire  à 
l'équation 

Substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  de  y,  g^,  A',  en  y,  gy  h,  et  celles  de  j/, 
/^j  sfj  enXyjr^  Zf  ou  aura  l'équation 

laquelle  doit  s'accorder  avec  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné  -;4"  ?i  + 

-j=3  I.  Pour  cela  soit  A'— -  i  =^,  il  faudra  qu'on  ait  /a* —  i  =  p>  ^^ —  ' 
==  ;^,  et  on  aura,  pour  déterminer  0,  l'équation  ^ 

Nous  avons  supposé  que  le  point  attiré  S  était  situé  hors  de  l'ellipsoïde  M, 
et  qu'ainsi  on  a  "^  +  |j  +  -î  >  '  î  ^^  ^^  ^^  voit  qu'en  faisant  successive- 
ment ^  =  o  et  ^  =  00 ,  dans  la  fonction  qui  forme  le  premier  membre  de 
l'équation  (a),  cette  fonction  deyieBt  ^  i  d^jusle  premier  cas,  et  =o  dans 
le  second  cas.  Donc  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positive  de  0  qui  satisfait  à 
l'équation  (a);  et  comme  d'ailleurs  le  premier  membre  décroît  continueUfe- 
ment  à  mesure  que  ^  augmente,  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  oo,  il  s'ensuit 
que  cette  équation  n'a  qu'une  racine  réelle. 

584-  Connaissant  la  valeui^  de  ^,  on  aura  celles  de  A,  /t,  y,  par  les  équpdont 

A*=s  I  +4,  i^**  =  1  H-  ^j  v*=  1  •+-  ^;  ensuite  le  point  S*  sera  déterminé 
par  les  coordonnées. 

De  plus,  puisqu'on  a  Ar  ±=:  -j^/y^  —  >  a  si  —  j  si  l'on  substitue  ces  valeurs 
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dans  réquation  de  l'ellipsoïde  donné  nI^  9  on  aura 


c'est  l'équation  du  second  ellipsoïde  IVT,  dont  les  demi-axes  sont  a'^  C'y  y'  ; 
on  aura  donc 

De  ces  équations  on  tire 

«'•-«•=Ç,   C"-.C'=e,   >"->•=?; 

donc  on  a  aussi 

a'*  — €'•  =  «•— ^^     g'*  — y=s=.^*  — 5,*,     y  — ct'»  =  7'  — cfj 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  ellipsoïdéSi  dont  il  s'agit  se  correspondent  de  telle 
sorte,  que  les  sections  principales  situées  dans  le  même  plan  sont  décrites 
des  mêmes  foyers. 

Remarquons  maintenant  que  puisqu'on  a  «'•=5a*-|-0,  f'^cs^^-f-Ç/ 
>'*==>*  +  0,  l'équation  (a)  donne 

et  qu'ainsi  le  point  S,  dont  les  coordonnées  sont/*,  ^»  ^9  est  situé  sur  la 
snr&ce  de  l'ellipsoïde  M'. 

Réciproquement,  puisqu'on  a  aussi  l'équation 

il  s'ensuit  que  le  point  S',  dont  les  coordonnées  sont  f 'y  g' y  h' y  est  situé  sur 
la  surface  de  l'ellipsoïde  M.      . 

Ces  deux  points  S  et  S'  se  correspondent  mutuellement  de  telle  sorte 
qu'on  a 

/:/'  ::  a/  :  «,    gig^  ::  €'  :  €,    h  :  h'::  y  :  7, 

c'est-à-dire  que  les  coordonnées  homologues,  ou  parallèles  à  un  même  axe, 
divisent  proportionnellement  les  axes  sur  lesquels  elles  sont  situées. 

585.  Ayant  faijt  voir  qu'on  a  généralement  ft  s=s;ri,.xét  par  une  si^t^  né- 
cessaire fo=r,;  si  l'on  observe  d'ailleurs  que  les  équations ^  =/i;^,  z'^s^n 
.donnent  d/ :s;i /juijr y .  dz' s;si  fdz  y  et  par  conséqment  ify^dz'  ^^  fJLudfd»  zs^ 

-g-  djrdz  y  on  en  conclura  que  les  forées  À.  et  A'  sont  ainsi  exprimées , 
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et  comme  ces  intégrales  sont  prises  de  part  et  d'autre  entre  les  mêmes 
limites ,  il  s'ensuit  qu'on  a 

A  :  A'  ::  Cy  :  gy, 

c'est-à-dire  que  les  attractions  A  et  A',  dans  le  sens  des  demi-axes  a  et  af 
sont  entre  elles  comme  les  produits  Cy^  &y*  des  deux  autres  demi-axes. 
On  aurait  donc  semblablement 

B  :  B'  ::  a).  :  ay, 

Ainsi  étant  proposé  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  M  sur  un 
point  S  situé  hors  de  ce  solide ,  on  imaginera  un  second  ellipsoïde  M',  dont 
la  surface  passe  parle  point  donné  S,  et  dont  les  sections  principales  soient 
situées  dans  les  mêmes  plans  et  décrites  des  mêmes  foyers  que  les  sections 
correspondantes  de  l'ellipsoïde  donné,  conditions  qui  suffisent  pour  déter- 
miner entièrement  la  grandeur  et  la  position  des  axes  a',  €%  y'  du  second 
ellipsoïde;  on  prendra  ensuite  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  donné  M  un 
point  S',  de  manière  que  chaque  coordonnée  du  point  S^  soit  à  la  coordonnée 
correspondante  du  point  S,  dans  le  même  rapport  que  les  demi-axes  des 
ellipsoïdes  M  et  M',  situés  dans  la  direction  de  ces  coordonnées.  Cela  posé, 
si  on  désigne  par  A',  B',  G  les  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coor- 
données qui  résultent  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le  point  intérieur 
S^,  et  par  A ,  B,  C  les  forces  exercées  semblablement  par  l'ellipsoïde  M  sur  le 
point  extérieur  S,  on  aura,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré, 

A=^,A',    B=^B',     C  =  ^C. 


y  *y 

-   •  ■  ^.         .    . 

On  voit  donc  que  le  second  cas  du  problème  général,  regardé  jusqu'à  pré- 
sent comme  sujet  à  de  grandes  difficultés,  se  ramène  immédiatement  au  pre- 
mier cas,  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  donné  sur 
un  point  intérieur  quelconque  :  or  on  sait  que  ce  premier  cas  a  été  résolu 
il  y  a  long- temps  avec  beaucoup  de  simplicité  et  d'élégance,  et  il  ne  nous 
reste  qii'à  exposer  cette  solution  pour  compléter  entièrement  la  théorie  de 
l'attri^ction  des  ellipsoïdes  homogènes. 
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Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  dans  t intérieur  de  ^ellipsoïde 

ou  à  sa  surface.- 

586.  Soit  toujours  M  l'ellipsoïde  donné,  dont  la  surface  a  pour  équation 

et  soit  S  le  point  attiré,  dont  les  coordonnées  sont  ff  gy  h'^  ce  point  e$t 
maintenant  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde,  de  sorte  qu'on  a 

ce»     "^  C*      I      y«    ^^ 

Soit  dil  une  molécule  quelconque  du  corps  attirant ,  le  lieu  de  cette  molé- 
cule sera  déterminé  en  général  par  les  trois  coordonpées  rectangles  «r,  /, 
Zj  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a,  €^  y^  mais  il  convient  d'exprimer 
ces  coordcmnéès  par  d'autres  variables. 

Soit  R  la  distance  de  la  molécule  au  point  S;  soit  p  l'angle  que  fait  la 
droite  R  avec  la  parallèle  à  l'axe  des  x^  menée  par  le  point  S  ;  soit  enfin  q 
l'angle  que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  le  plan  des  x^  jr.  Si  l'ori  - 
gine  des  coordonnées  était  au  point  S,  le  lieu  de  la  molécule  dM  serait 
déterminé  par  les  valeurs  xz=zKcospyjr:;:sK  sinp  cos  ^ ,  ^ = R  amp  sin  if  - 
mais  comme  on  doit  supposer  que  l'origine  des  coordonnées  est  placée  au 
centre  de  l'eUîpsoïd'e,  on  aura 

x==:y+R  cospy 
jrzzzg+Kainpcosqy 
is  =  A  -f-  R  ainp  sin  ç. 

Concevons  maintenant  que  la  molécule  dM.  prenne  la  forme  d'un  parallé-r 
lepipède  rectangle  dont  les  côtés  relatif  aux  variations  des  quantités  R, 
py  q^  sont  dRy  ^dpy  Rdq  sinp^  pmsqu'on  suppose  la  densité  =  i,  ou 
pourra  fidre  dM:=iK*dRdpdç  sin  p.  Donc,  l'attraction  de  la  molécule  dM. 
sur  le  point  S  sera  exprimée  par  dRdpdç  sinp  ;  et  les  trois  forces  qui  en 
résultent,  suivant  les  axes  des  x^  deajr  et  des  is,  seront  respectivement 
dRdpdq  sinp  oospy  dKdpdq  wa^p  CO87,  dKdpdq  sin^p  sin  9;  si  donc  on  dé- 
signe, comme  ci-dessus ,  par  A,  B,  C,  les  attractions  totales  parallèlement  à 

ces  axes,  on  aura 

A  =:JJJclRjdpdq  sin  p  cos^, 

B  ^=^fffd^dpdq  sin^p  cos  y, 

C  is^JJfdKdpdq  sin^p  sin  q, 

T.  I.  69 
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ces  int^ales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 
587.  Considérons  d'abord  la  valeur  de  A  :  si  on  efièctne  Pintégration 
par  rapport  à  R,  et  qu'on  appelle  R'  et  R'^  les  deux  valeurs  de  R  qui 
répondent  aux  deux  points  de  la  surikce  du  solide,  situés  sur  la  droite  dé- 
terminée par  les  deux  angles  p  etq,on  aura 

A  =/f(  R' — K"}dpiùf  sinp  cosp. 

Dans  cette  formule,  Kdpdq  ànp  cosp  représente  l'attraction  dans  le  sens 
des  a:,  de  la  pyramide  infiniment  aiguë  qui  a  pour  longueur  R'^  et  pour 
base,  perpendiculaire  à  R',  l'élément  K'^dpdçsiap'ydemèmeK'^Hlqàjïpcosp 
représente  l'attraction  dans  le  sens  dés  j^,  -de  la  pyramide  opposée  à  la  pré- 
cédente. Ces  deux  pyramides,  terminées  l'une  et  l'autre  a  la  surface  du 
solide,  attirent  évidemment  le  point  S  en  sens  contraires;  ainsi  nous  avons 
dû  prendre  la  différence  des  deux  forces  qu'elles  exercent  sur  ce  point. 

Maintenant,  si  dans  l'équation  de  la  sur&ce  -iH*"!:*!*  Zi  =  i>  ^^  substi- 
tue pour  Xjjr^  Zy  leurs  valeurs  en  fonctions  de  R,  /?,  ç,  on  aura  l'iquation 

cTR'+acR  — Ç=:o, 
dans  laquelle  on  a  &it,  pour  abréger, 


et* 


J^  =  coê^p  H-  p  sin*p  cos*  Ç  •+■  -;  sin*)9  sin*  ç, 

ce*  et* 

€  zssfcosp^pgsïnp  cosçH-—  h  sinp  sinç, 

Les  deux  valeurs  de  R  que  donne  cette  équation  ont  été  désignées  par  R 
et  —  R";  on  aura  donc 

R  — ^7^ ', 

n   ca j,'  f 

d'où  résulte  R'  —  Ji''  =  —  -j.  Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de 
A ,  et  faisant  abstraction  du  signe  dont  toute  l'expression  est  -aSecAée ,  on 


aura 


A  =:Jjj  dpdff,  sàiDp  cospi 


intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  p  =  o  jusqu'à  ^  =  çr,  et  depuis  qzszo 


M 


jusqu  a  ^  =  ^. 
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588.  Substituant  d'abord  la  valeur  de  €,  on  aura 

*/>  009  p  (DOS  g 


A ^ ^fff^ÊEÎÎÉ^i^Ù^ ju î££  rÇdpdgAi^ 


or,  j'observe  que  lorsque  p  devient  tt— p,  J^  reste  le  même,  mais  qu'alors 
àn^p  cosp  change  de  ^Igne.  Donc,  puisque  les  intégrales  doivent  être  prises 
depuis  )9s=o  jusqu'à  pzsz'pr^  lès  deux  dernières  partiels  de  la  valeur  de  A 
se  réduisent  à  zéro^  et  on  a  amplement 


'fff: 


dpdq  BJnp  cos*  p 


cos^p  +  3;  »în*  p  cos*  5^+3  8În*p  sin*  q 

Par  des  considérations  semblables  on  trouverait  que  les  valeurs  des  forces 
B  et  G  s'expriment  ainsi  :  .4» 

H  —  ^*V  rr  dpdq  %\T?p  008*  g 

p  __^  a«*A  /•  r £Jpd<y  sin^  p  sîn*  y  

'^  ^^P+t;  8În*/>C08*jr+-j  sin*/)  sin^^r 

589.  Maintenant,  sans  effectuer  les  deux  intégrations  par  rapport  à  ^  et 

à  9 ,  on  voit  qu'en  faisant  A  =  nJTL ,  la  quantité  X  ne  dépendra  que  des 

«*    §^ 
rapports  ^,  -;.  Donc  le  point  S  sera  attiré  Clément  dans  le  sens  des  x , 

par  tous  les  ellipsoïdes  semblables  et  situés  semblablement,  qui  enveloppent 
le  point  S»  Il  en  sera  de  même  de  l'attraction  dans  le  sens  desj^  et  de  l'at- 
traction dans  le  sens  Aes^z\  d'où  il  wit  que  tous' ces  èllijisoides  exerceront 
la  même  attraction  absolue  sur  le  point  S  âtué  daûs  leur  intérieur. 

Ce  résultat  ne  peut  avoir  lieu ,  à  moins  que  la  coucbe  soUde  comprise 
entre  deux  quelconque^  des  ellipsoïdes  qui  ënvirdnnënt  le  point  S ,  n'exerce 
aucune  attraction  sur  ce  point.  Et  c'est  ce  qu'on  démontre  aisément  par 
une  construction  fondée  sur  les  propriétés  des  sur&ces  du  second  ordre. 

690.  La  valeur  A  =  a/X,  où  X  ne  dépend  que  des  dêu}k-<|uantités 
s,  -;,  prouve  encore  que  tous  les  points  situés  dans  Un  même  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  x ,  sont  également  attirés  par  l'ellipsoïde  dans  le  sens 
de  cet  axe,  et  qu'en  général  l'attraction  parallèle  à  un  axe,  pour  un  point 
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quelconque,  est  proportionnelle  à  la  coordonnée  de  ce  point  parallèle  au 
même  axe. 

Soient  donc  Ai,  Bi,  Ci  les  attractions  exercées  par  l'ellipsoïde  M  sur  les 
points  situés  aux  extrémités  des  demi-axes  ay  €,  y'y  les  attractions  exer- 
cées dans  le  sens  des  mêmes  axes  sur  le  point  S ,  auront  pour  valeurs 

A={a.,    B  =  fB.,    C  =  JC.. 

Toutes  ces  propriétés  ont  été  démontrées,  il  y  a  long-temps ,  par  Maclau- 
rin;  mais  on  voit  qu'elles  se  déduisent  très  simplement  de  nos  formules  avant 
même  d'avoir  effectué  les  intégrations. 

Sgi.  Revenons  à  l'expression  de  A  trouvée  dans  l'art.  588 ,  et  proposons- 
nous  d'abord  d'intégrer  la  différentielle 

dç 
-^— -  ^»  » 

cos* p  +  5  sîn*/>  cos*y  +  --  8in*/>  sîn*^ 

depuis  7  =  0  jusqu'à  ç  =:  'tt.  On  sait  que  dans  ces  limites  on  a  la  formule 

/— ; — r: — f    ^  .  ^    =  —  ;  aiusi  nous  aurons ,  pour  l'intésrale  dont  il  s'agit , 


«• *• 


V^(cW/>  +  p  sin*  p)  .  V^(co8*/>  +  -  sinV) 

et  la  valeur  de  A  deviendra 


A=  a/*  p. dp'inpco^j, 


|/(co8^p  4- "1  sin'p) 

Cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  depuis  p  =  o  jusqu'à /?  =  ^ ,  ce  qui 
revient  à  la  prendre  depuis/?  =  o  jusqu'à p  s=  |>7r,  et  à  doubler  le  résultat. 
Soit  donc  cos  pz=zxy  et  on  aura 

nouvelle  intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  jr  =:  i.  Si  dans 
cette  expression  on  introduit  la  masse  M  de  l'ellipsoïde  à  la  place  de  son 
volume  I  "prmCy ,  on  aura 


3M//^ j^ 


V) 

11  est  clair  qu'on  déduira  de  cette  expression  les  valeurs  des  forces  B  et  C 
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par  une  simple  permutation  de  lettres  ;  on  aura  ainsi 


3MA  r  ^dx 


»/(y*+e*-y*.**) 


«Tobserverai  cependant  que  si  on  eût  calculé  directement  les  valeurs  de  B  et 
C  par  les  formules  de  l'art.  588 ,  en  int^ant  d'abord  par  rapport  à  9,  on 
aurait  trouvé  ces  valeurs  sous  la  forme  suivante  : 


*(>'— ^)\     V  V     !/(«•+ y*— ••.X»)  y' 

mais  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  diverses  formules ,  où  les  in- 
tégrales doivent  toujours  être  prises  depuis  xsso  jusqu'à  x:=s  i^  s'accor- 
dent parfaitement  entre  elles* 

Sga.  Le  problème  étant  ainâ  réduit  aux  quadratures,  on  achèvera  la  so- 
lution dans  les  difierens  cas  par  les  méthodes  d'approximation  connues. 

Si  l'ellipsoïde  est  peu  différent  d'une  sphère ,  en  sorte  que  les  quantités 
a*  —  b*,  *•  —  y^  soient  très  petites  par  rapport  à  a*,  on  fera  —7-  =  /*, 

— r-  =  ^  >  et  on  aura 

^J  1/(1  — ii*«») .  1/(1  —fX*)' 

expression  qu'il  est  &cile  de  développer  en  suite  convergente. 
Pour  cela ,  soit 

(  I — fM-)  "■  '  (  I  —  ra?*)  ""  *  =  1 -»- Fa- -f.F'««  4- P™«* -f- etc. , 


on  aura 


A  =  ^fx^dx  (  I  -fFa--!-  F'««  +  etc.  ) 


Effectuant  l'int^ation  entre  les  limites  arssoy  j?s9»  i;^  il. viendra 

t 

A=5^(H-fF+|P«rf-f^H-etc.) 

Quant  aux  valeurs  des  coefficiens  V^Vy  etc.  elles  sont  : 
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etc. 


La  loi  de  ces  expressions  est  fiicile  à  saisir;  et  on  voit  que  si  At  et  r  sont, 
comme  on  le  suppose ,  des  quantités  très  petites ,  la  suite  qui  donne  la  va- 
leur de  A  sera  ti*^  ;convef|;ente.  Des  suites  semblables  exprimeront  les  at- 
tractions B  et  G  dans  le  sens  des  deux  autres  axes. 

593.  Si  l'on  ne  y  eut  pas  avoir  recours  aux  séries^  ou  si  les  excentricités 
des  sections  principales  de  l'ellipsoïde  sont  trop  grandes  pour  que  les  séries 
soient  convergentes^  alors  il  conviendra  d'exprimer  les  attractions  A ,  B,  C, 
au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  cet  effet ,  il  faut  établir  un  ordre  de  grandeur  entre  les  demi*axes 
Ay  €j  y.  Stiipposons  que.celt  o^re  est  a,  Çj  y^  ensorte  qu'on  ait  «  <<  C 
et  é  <  >  ;  soit  txa  conséquence  €*  —  «•  s=  m*  et  j^*  —  «•  s=  n*,  on  aura 
d'abord 

•r- 


ZVLf  p a*dx 


Soit  X  ss  -  tang  ^  et  c*  =  i  *-  -;-,  on  aura  la  transformée 


int^rale  qui  devra  être  prise  depuis  ^  ss  o  jusqu'à  la  valeur  de  <p  pour  la- 
quelle on  a  tang9  =  -,  sin^s:-,cos^  =  -. 
De  même,  puisqiA>Yi  a 

si  l'on  fait  x  =  —77 — ^^^ttiIjl  on  aura  la* transformée 


B=:  ^-^  r     ^'"^*^ 


intégrale  qui  doit  totijours  être  prise  entre  les  mêmes  limites. 


'  ■'■'  '    ....       1 

-    •    -  «  t 
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EnGn,  si  dans  la  fonnule 

on  rait  X  sa  ^ — ^ ,  on  aura 


3M*  r  s^dx 


-^  *  on  aura  ...    * 

n 


int^ale  qui  doit  encore  être  prise  ejcitrè.  lés  miteies  limites  qijie  les  précë- 
dentes. 

594*  De  là  on  voit  que  si  qn  fidt  Â  =  |/(i  -— ^sin*^),  et  qu'on  prenne 
les  trois  int^pnles  soivanfiç»,  depuis  9  sis  d  jusqu'à  tin|&  valeur  de  p  K^^tt, 


telle  que  tang^=^,  sin^  =  2,  005^  =  ^, 


V^sin*^ 


X^y^£!ç££,   Y=/i£^,    Zn=/i-^_, 
les  trois  forces  A ,  B,  C  seront  aind  expriinées-: 

A=s^X,    Btâ^Y,    Cc»2|*Z. 


lies  intégrales  X,  Y,  Z  se  rapportent  immédiatmen);  ai^^^nçtion^  çllîp* 
tiques,  et  d'après  les  formules  données  art<:!i07,  on  trouve. 


■oiiVvX..'» 


.X=  ^.  [Atang^-E(c,^):j, 
Y  =  ^  [e  (  c,  ») -  «^"^î  ^^g  ^  ^  F  (^,  <p)7     V  • 

z=  i  cF(c/>)-E(:c,vji,;  '^^'.^  ^  ; 

formules  où  il  fiiudra  substituer  la  valeur  de  ^  pour  jjlquelle  on  a  sin  9  ss  -, 

y 

y   ,        y 

Nous  avons  donné  des  m^tiiodes  pour  évaluctr  ^  avec  toute  la  précision 

nécessaire ,  les  fonctions  E  et  F,  quels  que  soient  le  module  c  et  l'ampli- 
tude ^;  ainsi  nous  n'a vonë  rien*  &  ajouter  siir  la  détermination  absolue  des 
quantités  A,  B,  C.  ,    \* 

595.  Mais  comme  les  deux  fonctions  E  et  F  sufiisent  pour  exprimer  les 
trois  quantités  X,  Y ,  Z,  on  voit  qu'il  iest  possible  d'âiminer  ces  deux 
transcendantes ,  et  qu'on  obtiendva  fiar  èe  mcrfea  une.  équation  alg^rjique 
entre  X,  Y,  Zj  cette  équation  est^ 


•  <  •  • 
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XH-Y  +  Z=:-^i2^=i. 

On  a  donc  aussi  entre  les  forces  A,  B,  G,  cette  ëquation  algébrique 

A    ,    B   ,    C        3M        . 

équation  qui  ne  parait  pas  avoir  été  remarquée'jusqu'à  présent,  et  qui  doit 
être  regardée  comme  un  théorème  nouveau. 

Au  surplus  y  ce  théorème  se  déduirait  immédiatement  des  expressions  en 
doubles  intégrales  de  Fart.  588 ,  lesquelles  donnent 

-j?  +  j-l-  j=iaffdpdq  Anp  ^v^fdp sin pvsz/^Tr. 

On  peut  encore  déduire  des  formules  de.  Part.  594  i^tïe  équation 

d'où  résulte  ^ 

équation  digne  de  remvque ,  parce  que  la  fonction  F  est  la  plus  simple  des 
fonctions  elliptiques. 

596.  Les  formules  de  l'attraction  se  simplifient  beaucoup  lorsque  l'ellip- 
soïde a  deux  axes  ^anx  ,  ou  lorsqu'il  devient  un  solide  de  révolution ,  ce 
qui  offre  deux  cas  à  distinguer.  ^ 

Premier  cas.  S'il  s'agit  d'un  sphéroïde"  aplati ,  on  aura  ^  =s  ^ ,  /71  = 
n  =  t/(f  *  *—  a*)^  c  :^  o ,  A  ==  I ,  et  les  foiwule^  de  l^rt.  5g4  deviendront 

X  =ya<p  tang*  ^  =  tang  ^  —  ^ ,        ■    . 

Y  =  Z  =yîiq^  sin*  ^  =  -^  (^  —  sîn  ^  cos^) ; 
donc  en  faisant  9  s=  d ,  8  étant  le  plus  petit  arc  qui  satisfait  à  l'équation 
tang  8  s=  - ,  on  aura 

A=:^(tange-.e), 

B=s:-^(0  — sinOcose), 

C  =  ^(fl  — sinflcosô). 


an" 


Dans  ce  cas  on  peut  f  sans  rien  dimintier  de  la  généralité  de  la  solution , 
fiôre  A  =s  o  9  et  par  conséquent  C  s=s  o ,  cat*  on  peut  prendre  pour  plan 
des  o:  et  ^  le  méridien  qui  passe  par  le  point  attiré. 
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Second  cas.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  alongé ,  on  aura  f  s=s  ce ,  c  =  i , 
ù  =  C08  9 ,  ce  qui  donne 

effectuant  les  intégrations  depuis  f  =  o,  jusqu'à  ^  =  8  ^  et  supposant  tou- 
jours tang  9  =s  - ,  on  aura 

**  •"  ait?»  V5S?5       *^8     cosi    > 

Substituant  les  valeurs  connues  de  sin  8  et  cos  8 ,  et  supposant  ^  =  6 ,  ou 
B'sso^  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  on  aura 

C  =  ^(log'-±;-2), 

formules  où  l'on  a  /»=  |/(>*  —  et*). 

Remarque.  Dans  ces  deux  cas  où  l'expression  des  forces  est  donnée  par 
les' fonctions  circulaires  et  logarit|;^niques,  les  formules  qui  contiennent 
cette  expression  sont  sujettes  à  un  inconvénient  assez  grand;  c'est  que  si 
le  sphéroïde  était  très  peu  différent  d'une  sphère ,  auquel  cas  n?  serait  une 
quantité  très  petite  par  rapport  à  ^^ ,  il  faudrait  Calculer  avec  une  extrême 
précision  les  numérateurs  des  fractions  qui  ont  n'  pour  dénominateurs, 
jifin  d'en  déduire  des  valeurs  sufl^mment  exactes  des  forces  A,  B,  C.  Ce 
même  inconvénient  se  fait  remarquer  dans  les  formules  du  n^  694  ^  expri* 
mées  par  les  fonctions  elliptiques  ;  mais  on  voit  qu'on  ne  peut  pas  eu  faire 
une  objecjtion  contre  ces  dernières  expressions,  et  que  c'est  la  nature  des 
choses  qui  comporte  cette  complication  apparente,  dans  un  cas  qui  au  sur- 
plus se  résoud  facilement  par  le  développement  en  séries. 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  Fellipsoïde. 

597.  Lorsque  le  point  attiré  S  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde,  ses  trois  coor- 
données f^gp  hj  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a,  C,  7,  doivent  satis*^ 
faire  à  la*  condition 

T.  L  no 
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^*  +  ^  +  — >i. 
A*^^  c*^^  y-^ 

Cela  posé,  il  faut  d'abord,  suivant  la  théorie  précédente,  déterminer  la 
quantité  ^  d'après  l'équation 

Connaissant  la  valeur  réelle  et  positive,  de  ^,  on  aura  les  demi-axes  «',  C, 
y\  du  second  ellipsoïde  M'  par  les  ëquAtions 

et  l'ellipsoïde  M'  passera  par  le  point  donné  S«  On  déterminera  ensuite,  sur 
la  surface  de  l'ellipsoïde  donaé  M,  un  point  S' correspondant  au  point  S,  de 
sorte  que  ses  coordonnées  «oient 

/'=*j/,  g'^^g,  hf^i^h. 

Soient  maintenant  A'^  B^,  Ù  les  trois  forees5  parallèles  aux  demi  -  axes 
a',  €'y  y,  qui  résultent  de  l'attraction  de  l'eUipsoïde  M'  sur  le  point  inté- 
rieur S'.  Ces  forces  étant  tfouvées  paf  les  formules  du  premier  cas ,  on  en 
déduira  les  forces  A,  B,  C,  qu'exerce  l'ellipsoïde  M.  sur  le  point  extérieur  S, 
lesquelles  seront  ainsi  exprimées  : 

A-^A^,     h^^W,     te;^C. 
Or,  On  a  par  les  formules  du  n*  5gt  j 

donc  éti  faisant  les  substitutions,  et  dbservant  qu'on  a  tt  =  t^  ,  C**— «'•:;=: 

€• — a',  y*  —  «'•  515:  j'* •— ,a%  on  trouve  pour  les  forces  cborchées  A,B, 
C,  ces  expressions 

A  _  w§f  r_ ^^^ 


N 
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dans  lesquallef  les  intégrales  doivent  toujcmri  être  prise»  dqmis  jt  ss  o  jias^ 

Ces  intégrales  pourront  être  réduites  en  séries^  coamie  ^ns  i'art.  Sga , 
et  les  séries  seront  d'uutant  plus  couTergentes^  que  les  quantités  a%  C%  >% 
qui  dépendent  de  la  distance  dn  point  attiré >  seront  plus  grandes. 

5^.  Les  mêmes  int^rales  peuvent  aussi  être  exprimées  en  fonctions  el- 
liptiques :  pour  cela ,  on  supposera,  comme  oi-dessus  ,ci<fet^<^^ce 
qui  donnera  pareillement  a'  <  €^  et  C  <  y^  puis  faisant  de  même  €* — et* 

:^  w*,  ^*  — -  *•  =  11*1  I 1=  c*,  et  déterminant  l'amplitude  ^  à  sa  der- 

nière  limite  par  les  valeurs  tang  ^ tts.-r  ^  sin  9 ko-tj  oos  ^mz  -.. ,  on  dura 
d'abord 

ensuite 

X'  =  i:[A^taug^-E(c,^)], 

Z'=l[F(c,^)-E(c,.p)]. 

599.  Il  est  très  remarquable  que  les  forces  A,  B^  G  sont  exprimées  abso- 
lument de  la  même  manière  en  fonctions  elliptiques ,  soit  que  le  point  attiré  % 
soit  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde,  ou  qu'il  soit  situé  au  deiion.  La  seule 
^différence  des  résultats  est  dans  la  valeur  de  ^^  (|ni  mesure  l'amplitude  des 
fonctions  elliptiques;  lorsqueHe  point  S  est  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde 

ou  sur  sa  sur&ce,  on  a  tang^  =  -;  lorsqu'il  est  situé  au  dehors,  on  a 

tang  ^  =  -79  ^'  étant  une  quantité  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de 

rëqoation 

y   .       if*       .       V     _ 

Le  second  cas,  considéré  analytiquement,  est  même  plus  simple  que  le 
premier,  parce  que  la  valeur  de  ^  est  plus  petite,  et  qu'ainsi  les  approxi- 
mation» font  plu  &gU«  à  diUBir^  On  a  d'aiUcars,  comme  dans  l'srt.  5^5, 

les  deux  équations 

A.B.C        3M        /^-C» 

-JT -t*  7- +  T  *"  ~  ^  ^*'>  *^- 

70. . 
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EnGn  on  doit  observer  que  les  quantités  X',  Y\  Z'y  par  lesquelles  s'expri- 
ment les  forces  A,  B,  C,  ne  dépendent  que  des  deux  seules  données  cet  (Py 
tandis  que  la  question  offre  en  général  six  élémens,  savoir  :  les  demi*axes 
de  l'ellipsoïde  ct^C^y,  et  les  coordonnéesy,  ^,  A  du  point  attiré;  on  pour- 
rait donc  déduire  de  là  un  grand  nombre  de  théorèmes  au  moyen  desquels 
l'aétraction  d'un  ellipsoïde  donné  servirait  &  déterminer  celle  d'une  infinité 
d'autres  ellipsoïdes;  nouvelle  preuve  de  l'avantage  que  présentent  toujours 
les  fonctions  elliptiques  dans  leurs  applications,  en  exprimant  les  résultats 
sous  la  forme  la  plus  simple  dont  ils  sont  susceptibles. 

600.  Les  formules  générales  se  simplifient,  lorsque  l'ellipsoïde  devient  un 
solide  de  révolution ,  ce  qui  ofire  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  Si  le  sphéroïde  est  aplati,  on  aura  ^s=>,  6*— -et* =111% 
nssmy  c-=o;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  xetjr  celui  qui 
passe  par  le  point  S,  on  aura  A  =  o,  de  sorte  que  l'équation  qui  détermine 
a'  sera 

r  t   y   —, 

d'où  l'on  tire 

Cela  posé,  ayant  déterminé  l'arc  fl  par  la  valeur  tangfl  =  4, les  deui  forces 

A  et  B  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde  sar  le  point  S,  seront 
ainsi  exprimées^: 

B==^(9  — sinflcosfl). 

Second  cas.  Si  le  sphéroïde  est  alongé,  on  aura  ^=4,  /i=30,  j/*— «•=«•, 
^=1 ,  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  xét  z^  celui  qui  passe  par 
le  point  attiré  S,  on  pourra  faire  ^=0,  ce  qui  donnera 


Connaissant  a'  et  ensuite  fl  par  l'équation  tang  0=:-^,  les  deux  forces  A  et 
C,  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde,  seront  ainsi  exprimées  : 
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■  .    .  »   • 

/ 

De  t orbite  dépfite  en  \^ertu  dune  force  centrale  donnée. 

•  * 

k 

60 1  •  J3i  ous  supposerons ,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que  la  force  cen- 
trale est  fonction  de  la  distance  seulement^  et  ne  dépend  point  de  l'angle 
que  fait  le  rayon  vecteur  avec  une  ligne  fixe  menée  par  le  centre.  Cela 
posé,  nous  nous  proposons  d'examiner  un  grand  nombre  de  cas  dans  lesquels 
on  peut  déterminer  exactement  le  mouvement  d'un  corps  qui  a  reçu  une 
vitesse  initiale  dans  une  direction  quelconque  et  qui  est  soumis  à  l'action 
d'une  force  centrale  donnée;  mais  nous  nous  attacherons  surtout  aux  cas 
où  le  rayon  vecteur  ne  peut  devenir  ni  jiul  ni  infini.  Alors  le  corps  circule 
dans  une  orbite  qui  e$t  toujours  renfermée  entre  deux  circonférences  dé- 
crites autour  du  centre  des  forces,  de  manière  qu'elle  touche  alternative* 
ment  l'iine  et  l'autre,  et  la  question  se  réduit  à  déterminer  le  mouvement  du 
corps  dans  le  passage  d'une*  circonférence  à  Fautre;  ou,  ce  qui  revient  au 
même>  d'unri^pmde  à  l'apside  suivante;  car  ce  mouvement  étant. connu,  le 
sec^ûi!  parcouru  par  le  rayon  vecteur,  se  répète  &  l'infini,  dans  des  posi- 
tions alternatives,  et  on  peut  au  bout  d'un^temps  quelconque  assigner  la 
position  du  corps. 

On  verra  que  les  fonctions  elliptiques  permettent  d^  donner  la  solution 
exacte  du  problème  dans  un  grand  nombre  de  cas  qui  seraient  inaccessibles 
aux  méthodes  ordinaires  )  quant  à  ceux  qui  ne  peuvent  se  résoudre  que  par 
les  quadratures ,  nous  ferons  voir,  par  un  ^emple,  que  la  méthode  des  or- 
^données  moyennes  s'y  applique  avec  beaucoup  d'avantage  et  ne  laisse  rien  à 
désirer  pour  l'exactitude  de  la  solution:  '     '\ 

Ce  problème  est  sans  doute  un  des  plus  simples  qu'offre  la  Mécanique 
appliquée  au  mouvement  des  corps  célestes;  mais  la  solution  générale  que 
nous  en  donnons  est  un  premier  pas  qui  permet  d'espérer  que  d'autres  cas 
moins  simples  et  plus  conformes  à  l'état  réel  des  eboses,  pourront  être 
résolus  par  des  méthodes  analogues,  et  conduiront  à  des  conséquences  plus 
importantes  pour  le  véritable  système  du  monde. 
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Équations  du  moupemcnt» 

6o3.  Supposons  qn'à  l'origîiie  da  mouTement,  le  corps  soit  dans  Fane 
des  apsides  de  son  orbite,  ea  mrVB  foe  It  TÎtaite  initiale  Y  soit  dirigée  per- 
pendicnlaîrement  au  rayon  yectenr  a\  soit  9  la  vitesse  au  boot  du  temps  t^ 
r  le  rayon  vecteur  et  ^  l'angle  que  (ait  ce  rayon  avec  le  rayon  vecteur 
initial  a;  soit  enfin  R  la  force  qui  agit  dans  le  sens  da  rayon  vecteur  pour 
rapprocher  le  corps  du  centre;  R  étant  une  fonction  donnée  de  r^â  on 
prend  l'intégrale  f^dr,  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  raya,  on 
aura  d'abord  le  quarré  de  la  vitesse 

«^  =  V  —  3/Riir. 

EasHÎte  l'équatîon  de  la  conrlie  et  le  temps  cmpbyé  à  paroBvir  un  aee- 
teor  «pidconqne,  se  trouveront  en  intégrant  les  denx  équatâms  diffiren- 
ticlka 


■         ■■■         »■■!■         >»>  "    VJ      ■»'lll         •— i— i-*» 


V    «■  - 

OÙ  Ton  doit  observer  que  l'ambiguïté  de  sgne  qui  aflècte  b  valeur  de  dp 
sera  détermmée  dans  les  diflRSrens  cas  particulieri,  de  w^"?iiT^  que  dp  soit 
toujoun  positif,  ce  qui  exige  que  le  signe  de  Jbr  uni  le  même  que  celui  de  la 

constante  —  —  R*,  R*  étant  la  valeur  de  R  lorsque  r  =  a. 

Noua  alloua  maintenant  déterminer  Porbite  dans  tfflZrentcs  hypothèses 
sor  la  vakmr  de  la  faroe  centrale  R. 

6o3.  Alors  on  aura  f^dr=zK  Q""^)?  ^  si  l'on  fiiit  r^ssmiFéquation 
diflSfrentielle  de  l'orbite  pourra  s'écrire  ainsi  : 


^ 


VQ— '-(•-)•  J 


Les  apsides  se  détermineront  en  galant  k  léro  la  quantité  sous  le  radical,  ce 
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qui  donne  -  —  m=db(i-r-i7i),  savoir^  rxsa  et  rss — —- .  Ainsi  le  corps 

passe  de  l'apside  r=a  à  l'apside >  = ;  celle-ci  étant  l'apâde  supé- 
rieure si  m  est  ^  I ,  et  Tinfêiieure  dans  le  cas  contraire. 

Soit  en  général m=(  i— m)  cos9,  on  aura  sans  ambiguit;é  d^zs^dB^ 

et  par  consécpient  (p  =  0  -|-  const.  Mais  à  l'origine  du  mouvement  on  a 
^=50  et  r=ii;  on  aura  donc  en  même  temps  9h::^o  et  ^:^o,  ce  qui 
donne  en  général  0  =  ^.  Donc  Téquafion  finie  de  i'orbtte  e^t 

Cette  équation  appartient  en  général  à  une  section  conique  dont  le  centre 
des  forces  est  un  foyer ,  eUe  applhrtient  en  particulier  à  l'ellipse  si  l'on  a 

m>i  ou  y* <^,  i  k  pambole  A  ms^i^  et  à  l'kjpecbole  ai  isi <  7  oa 

Si  Pmi  à  HitttKy  l'ârbite  seta  un  eerdft}  en  «ffet^  dans  ce  cas  la  fbrœ 
centrifuge  initiale  —  est  égale  à  la  force  centrale  -^^  et  cette  égl^té  contîfiue 
d'avoir  lieu  à  l'infini. 

6o4*  ToM  irvcôr  k  temps  du  moiureBMnt^  ï  kufe  intégrer  la  ibrmuk 


«  ■>—-  •  \ 


Dans  le  cas  de  l'orbite  elliptique  où  ^m^-^  1  ^t  positif,  soit  tang  7  ^  = 
(21ÎI— i)  •  tang j4>  ^"  «^r^i 

» 

d'où  résulte  en  intégrant 

a  —2 

£=^(3111— i)  '(in-^/  — (i— m}»n4). 
Soit  y  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse^  g  tûn^j^jfeatxiiàiép,  pn  aura,  jT^s^ 


1 

\ 


>  !  i 


JJ     . 
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Pour  l'usage  de  cette  formule  on  se  rappellera  que  Tangle  4  se  dëduit  de 
l'anomalie  ^  au  moyen  de  l'équation  tang  -  4  =  (  ^''^  ~  O'^  ^°S  •  ^  = 

Dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons,  les  deux  apsides  sont  fixées  inva- 
riablement aux  deux  extrémités  du  grand  axe;  appelons  /,  le  temps  néces-* 
saire  pour  passer  d'une  apside  à  la  suivante;  ce  temps  se  déduira  de  la 
formule  précédente  en  faisant  (p  s=  7,  ce  qui  donne  4  =s  «tt,  et  par  consé- 
quent 

Le  double  de  cette  quantité  sera  le  temps  d'une  révolution. 

6o5.  Considérons  maintenant  une  valeur  de  ^  aussi  grande  qu'on  voudra, 
on  pourra  toujours  supposer  ^  ss  :kmr  db  ^\  n  étant  un  nombre  entier  et 
^*  un  angle  plus  petit  que  r8o*;  cette  valeur  de  ^  déterminera  le  rayon 
vecteur  r  par  la  formule 

^=m  +  (i  —  m)cos^'; 

Ensuite  pour  avoir  le  temps  corresjibndant  t ,  il  faudra  supposer  4  =1 
3ii7rdb4'>  puis  déterminer  4'  par  ^'  comme.  4  l'^t  par  ^,  et  on  aura 
/  =:  2nt^  rb  if  y  t!  plus  petit  que  f .  étant  déterminé  par  4'  ^^  moyen  de  l'équa- 
tion 

Par  une  opération  inverse  on  déterminerait  la  position  du  corps  au  bout 
d'un  temps  donné  qu/elconque  t  qu'il  fiiùdrait  mettre  sous  la  forme  ls= 

Exemple  II.  R=:Br. 

606.  Alors  on  aura  /R^r=^B(r*  —  n'),  et  l'équation  différentielle  de 
Torbite  sera,  en  faisant  m=  -^^  : 


v/C(-?)(p-)J 


^ 
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On  voit  par  celte  équation  que  —  sera  toujours  comprise  entre  i  et  /wj  ainsi 

l'apside  première  r=a  sera  suivie  de  Fapside  rs»  -^,  celle-ci  de  l'apside 
rs=a,  et  ainsi  à  l'infini. 

Soit  —  =  cos*  '^^m  sin*  4  >  ^^  ^ura  sans  ambiguitë  d^  =  ^4  ?  ®^  ^^  ^^ 
^  =  4î  donc  l'ëquation  finie  de  l'orbite  est  ; 


a* 


Si  l'on  fait  rcospz=:x,  rsîn^==/,  cette  équation  donnera  j''*=— (a*— jp*)j 

ainsi  l'orbite  est  une  ellipse  qui  a  pour,  centre  le  centre  des  forces  et  dont 

les  demi-axes  sont  a  et  --y—.  Dans  cette  orbite  les  apsides  seront  les  extré- 
mités des  deux  axes. 

L'ellipse  se  changera  en  cercle  si  on  a  m=:  i ,  ou  si  la  force  centrifuge  — 
est  égale  à  là  force  centrale  Ba. 

Exemple  III.  K:=^  +  Br. 

607.  Alors  QU  aura /Rrfr=:—fi-—-J -|- 5  B(r*,—  a*),  et  l'équation 
différentielle  de  l'orbite  sera  ^ 

Soitr  =  -,    ^,  =  OT,  ^  =  «,  on  aura 


'        * 


Supposons  d'abord  que  n  soit  positif,  c'est-à-dire  que  la  force  Br  soit  attrac- 
tive, alors  le  polynôme  «*+(ï  — 3m)z* — na  — »  aura  toujours  un  fac- 
teur'réellde  la  forme  z— et,  et  on  pourra  supposer  «•+(ï'-^!^^)2*— ^2—'* 
=(z— a)P,  P  étant  un  polynôme  de  la  forme  {z^€)  («+>),  ou  de  la 
forme  z*  +  26Z  cos  A  -f-  €\  lequel  sera  toujo^s  positif. 

Dans  le  passage  d'une  forme  à  l'autre  on  aura  Ç  =  yf  ou  X==  oj  c'est  le 
cas  où  l'équation  z'  +  (  '  "^  ^/w)  z' — /iz  —  /i  5=s  o  aurait  deux  racines  égaler; 
alors  l'équation  de  l'orbite  serait 

T.  I.  71     ^ 
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éqmtîon  <({m  peut  s'integner  par  des  arcs  de  eerde  ;  -dans  les  «aires  eas  ¥im^ 

tégrale  dépendra  des  fonctions  elliptiques. 

Au  reste  les  caractères  distincti^  de  ces  trois  cas  sont  faciles  à  assigner 
par  les  règles  connues;  il  en  résulte  que  si  la  quantité  Lc=m(/w+»)'— • 
(m* — lom— *2+3^)*  ^^  nëgatire^  le  poiTOOve  P  sera  lie  la  £onam 
(«+€)(a+5^),  ^  et  >^  étant  réels  et  positifs. 

Si  cette  quantité  est  nuBe,  on  *aiira  1?  =  }^,  et  si  elle  est  positive  P  sera 
dç  la  forme  z*  -f-  2€z  cos  A  -f-  €^j  dont  les  deux  facteurs  sont  imaginaires. 

Premier  cas.  P=35:(«-4-0(* +>)• 
608.  On  aura  alors 


ee  qui  fait  voir  que  la  valeur  de  z  sera  toujours  comprise  entre  J  et  4,  ^'est« 
à-dire  que  les  apsides  de  l'orbite  répondront  toujours  aux  rayons  vecteurs 

rsa,  r  =  -.  Soit  donc)5=<cos*/?-f-eesijD(*j9,  on  aura  sans  ambiguité 

m  adjpf  co8*/>  «4*  <»  Bin^p  ) 

^^  VC?4-oa^p4c<#in'/>). VÏV+«<P^   »»•/>)' 

Pour  faire  disparaître  l'un  de  ces  deux  radicaux  y  soit  tang;?  =  il  tang  ^  f 
k  étant  une  indéterminée ,  on  aura  la  transformée 

^^  — T'  co<5.+l*iin»+  •««» 
où  Ton  a  (ait  pour  abréger  : 

A-=(.+è)(.+p.), 

«oit  ^•tssIX^,  on  bura  Ms*i  «t  W as  VX' —  *^***'* 4 ) >  *"  f****»»* 

^ plus petilB  4{ae  l'unilé,  peurv^que-^— «^^soitdemâmefigeecfse  f  ***^«t, 
•eo  tfB^oB  ]pMt  txmjours  mippeser,  ^puisque  les  mcities^  et  y  peirreot  èln» 
échangées  entre  elles  à  volonté. 
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Cela  posé  à  on  fait  encore  fzssk^- — i=s-^-r—  Ai^s=(i-^Çy(et+y)y 

on  aura 

j        a    r yJA- ,    (r-fT)*^ _"1 

ce  qui  cfonne  en  inférant 

«»»7Ki  -h9-)n(»,  «.,  4)->.F(«,  4)3, 

on  aura  de  plus  «= ai   .  ui  -  >  t    —  -»  ce  qui  achevé  de  déterminer 

Forbile,  puisque  r  et  ^  ^expriment  en:  fimctipms  d'Hsé^ même' variable  4^. 
609.  Appelons  ^1  ]a«  valeur  de  ^  qui  répond  à  la  seconde  apside  où  l'on  a 

•4/=:|^,  «  =  ot,  '•=-,  nous  aurons 


2 


Le  paramètre  f  est  positif  et  par  conséquent  de  Fespèce  circulaire,,  lorsqjue 
«(  '<  1 9  c^est-Â-dîre ,  lorsque  la  seconde  apside  est  Papekle  supérieure.  On 
conçoit  que  le  paramètre  devra  être  également  de  l'espèce  circulaire,  qwnd 
mêtne  on  aurait  a>>  i,  c'est-à-dire,  quand  même  la  seconde  apside  serait 
l'apside  inférieure  j  car  il  importe  peu  que  l'origpe  du  mouvement  soit  fixée 
à  l'une  ou  à  l'autre  dé  <:es  apsides.  En  effet,  sL  on  a  a  >  i ,  le  paramètre  f 

sera  négatif,  mais  comme  on  aura  alors  1  -f-  f  ss:  A*  =    "T  ;  ,  on  pourra 

faire  1  -f- 1»  =  A*  sin*9,  et  on  aura  sin'  fl  =  ^     \  =  "X?»  quantité  posi- 

tive  et  pluà"  petite  que  l'unité  ;  donc  le  paramètre  v  sera  dans  ce  second 
cas  de  la  forme  —  1  4-  &•  «iu*  Q,  et  se  rapportera  exMïore  à  l'espèce  drcur: 
kâre. 
610.  Connaissant  le  secteur  de  l'orbite  que  parcourt  le  rajon  vecteur 

depuis  la  première  apside  r=:  a^  jusqu'à  la  seconde  r:;s  -^  pu  peut  im^gi- 
ner  que  ce  secteur  tourne  autour  du  aécood,rayoii^,jù8ic^'iiCQ<|ia'îl rendre 
dans  te  même  plan ,  on  aura  ainsi  le  second  secteur  décrit  depuis  la  seconde 
apside  ^  =  ^)  jusqu'à*  la  troisiâtie^  aptide  qui  n^tei.d^  même  nom  que  la 

première  r  s=:  a ,  et  ainsi  à  l'infini.  Ces  propriétés  au  reste  sont  oomipuues 
à  toutes  les  orbites  décrites  en  vertu  d'une  force  centrale  B.  qui  n'est  fonc- 
tion que  de  la  distance  au  centre.  H  &ut  seulement  gbservér  que  l'angle  p  ^ 
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du  $^teur  dont  nou^  patlons^  n'est,  pas  borné  à  une  limite  déterminée, 
mais  qu'il  peut  occuper  une  ou  plusieurs  circonférences  ;  on  verra  même 
un  cas  où  il  devient  - infinji^  ce  qui  veut  dire  que  le  corps  met  un  temps 
infini  à*pa^enir  de  )a  première  apside  à  la  seconde^  ou  en  d^autres  termes, 
que  le  mouvement  du  corps  tend  de  plus  en  plus  à  devenir  circula^  et 
uniforme. 

Pour  avoir   l'ex(>re85ion  -  du  t^mips   dans  notre  exemple ,  il   faut  re- 
prendre la  formule  dtzsz  ——^=:^.  3-,  d'où  résulte 
•  ■  ■  .  ■  * 

g^  *  i-^y?  8in*%J/  *  ^^(i  ^-c'sîn*^')* 


'  .r.    .t 


Soit  1»^  =  —  ^y ,  on  aura  en  intégrant 

* 

'=^[(i+>)n(r'.«c,4)-F(^,4)]- 

Le  paramètre  f'  est  encore  de  l'espèce  circulaire  ;  car  si  on  a  a>  i ,  la 
valeur  v'  =     *  ^  ^  sera  positive,  et  si  on  a  a  <^  1 ,  on  pourra  faire  i  +  / 

=  ^sin'ft,  ce  qui  donnera  sin*  )tt  =  — -^-3- >  quantité  positive  et  plus  pe* 
ti(e  que  l'unité. 

Appelons  f g  le  temps  employé  à  parvenir  de  la  première  apside  à  la 
secondé ,  on  aura  ^  en  faisant  '\fz=z\^y 

i 

Au  moyen  dé  céb  formules  il'est  Ëicile  de  déterminer  la  position  du  corps 
et  le  temps  du  mouvement  pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable  •^; 
car  en  donnant  à  cette  valeur  la  forme  4  =  '>^=^4'^  ^  étant  un  nombre 
entier  et  4"'  un  arc  <  i'Tr,  on  aura  ^  =  an^i  d=^',  et  <  =  nnt^  db  ^^  ^' 
et  1!  étant  déterminés  par  «sp'  comme  le  sont  ^  et  f  par  ^f.;  on  aura  en  même 

temps  le  rayon  vectent  r  par  la  formule  r=:  ^    »  j,  Li-^iip  vX  * 

Ces  méoies  forçiules  serviront  à  résoudre  le  problème  inverse ,  c'est-à-^dire 
à  trouver  le  lieu;  du  corps  au  bout  d'un  temi>s  quelconque  /  =  311/,  ds  f. 

Second  cas.  P=s«'  +  2focos  A-f-C*. 
61 1.  On  aura  alors 
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Soit  toujours  z  s=:  cos*  p  +  «(  sin*  p  ^  on  aura  sans  amb^uité 
,  j    ^p  ( cos^p  +  <»  sin*p) 

en  faisant  pour  abréger 

M  ==  a  +  (  I  +  a)  €  cos  X  +  ^^9 
N  =  a'  +  aot^  cos  A  +  5*. 

Sok  tang p  =  k  tang 7 %[/,  ensuite  A:*x=r=retc*=i—  — r-,  ou  aura  la' 
transformée 

-    J_      co8*i  4^  +  tfi^'  sin«-j  4^  dit 

^~1/L"    008S  +  +**sin*i4'    •  t/(i— c*sîn*+)* 

^-^—J  =  cot'  8 ,  ou  tang  7  9  :s  A ,  cette  formule  se  développera 


ainsi  : 


,     (l— at)i&  rf4^C08i}/ 

"*       a^/L     •  v/(i  — c*  sin*+)  ' 
et  son  intégrale  sera  ^  en  faisant  c  sin  •>[/  =:  sin  Z  ; 

Soit  ^1  la  valeur  de  ^  qui  répond  à  la  seconde  apside ,  il  faudra  faire  />  =  7  ^ 
ou  <^  =3  ^^  ce  qui  donnera  Z:s:  o  et 

''•—   »/(L0  *^  ^^  aj/(LO        "  ^'^^^> 

61  a.  Pour  avoir  le  temps  il  faut  faire  les  mêmes  substitutions  dans  la  for- 
mule  rfr  =  Y .  ^,  ce  qui  donnera 

,  a     ^      008*i4  +  ifc*sin*i^  rf» 

««  — y  .  ^^L*  cosS  +  +  «^'«in*ï4'  t/(i— c'siV^)' 

Développant  cette  expression  et  faisant  /  =  cot*  0'  et  tang  7  d'  ==  k^(t:=z 
^cL  tang î  ô,  on  aura 

•  a     ootHangô'/     ,     i  ^m  i  ,    i — a  .\ d\t 

V'      V^(U)    V'*"a-co89  '  1  +r»8in*+"*"'"ir  ^^^y  V^(i— c«8iii»4)» 

ce  qui  donne  en  intégrant 
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Ces  formules  donneront,  comme  ci-dessus ,  les  valeurs  de  ^,  rett  qui: ré- 
pondent à  une  valeur  quelconque  dcmniée  de  4  >  ^^  réciproquement  les 
valeurs  de  4^ ,  ^  et  r  qui  répondent  k  «ne  valeur  donnée  de  L    . 

Troisième  cas.  P=  (2  +  €)'. 

6i3.Pi:i&qu'iatorsîe  polynôme  «*-f^  (i— 5m)2*— m— ii==(z— fli)(a+^, 
on  peut  regarder  les  trois  quantités  m,  Uy  C^  comme  étant  déterioamiées |Mtf 
la  quatrième  4^  aa  moyen  des  valeiUrs^ 

Dans  ce  cas  on  a  directement 

soit  z  =  cos'p  -1-'  CL  sin*  ^  ,  on  aura  d'aliofd 

8oitcMaHe|aïi64  =  (7:ïrc)*!^^8;»i  ?*  *=  l/[](^+i)C3-4-«)]Ji  on 
aura 

donc  ^  =  3;;  — •  •^. 

61 4*  Pour  avoir  l'expression  du  temps  ^  on  fera  les  aubstitutiouf  néces- 
saires dans  la  formule  ^<  =  y  •  -7 ,  ce  qui  donnera 

soit  tang  q  =  |/a  tang;?,  on  aura  en  intégrant 

soit  t^  le  temps  employé  à  parvenir  de  l'apside  r  ssi  a  à  rapnck  luivnnln 
/•  =5  - ,  on  fera  4  =  j:t,  p  zzzjTy  yss^sr,  ce  qui  donnera 
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,  ■  '■  =  v-c-F.C-(^')3' 

on  aura  en  même  temps 

soit  par  exemple  u  z=i^j  on  aura  €  =  7,  6  =  av/5,  (p^  =='^W^'*^T75J» 

On' voit  qu'en  donnant  à  l'angle  p  une  valeur  aussi  grande  qu'on  voudra, 
on  peut  déterminer  par  les  seuls  arcs  de  cercle  la  valeur  de  ^  el  le  temps 
f  ;  or  Fangle  <p  et  le  rayon  vecteur  terminé  immédiatement  pt[rl'«ngte/7^ 
ftmt  eonnaitre  la  poâtîon  du  corps;  rëciproquemetit  lé  temps  étant  connu, 
quelque  grand  qu^ii  «oit ,  «t  représenté  par  3x^1  dzifytf  étant  <C  ti  9  on  co 
déduira  la  valeur  de  p  et  la  position  du  corps. 

Exemple  IF.  R  =  ^  — -  Br. 

6 1 5.  Si  l'on  fait  comme  dans  l'exemple  précédent  r  =  - ,  -^  =  m ,  -yr  =^  "> 
il  n'y  aura  que  le  signe  de  n  à  changer  dans  la  (brmule  de  cet  exemple  et 


on  aura 


^y=  i/frT_.^Pi>    P=a»  +  (i  — 2m)z*  +  iï2  +  /i. 


Or  le  polynôme  P  présente  diff^ens  cas  i  einrainer  : 

I*.  Si  /7i  est  *<  7 ,  les  facteun»  deP  00  pourront  être  que  de  l'une  des  deux 
formes  (z  +  ot)  (z  +  €)  {z  +  >}  et  (2  rj-  a)  («•  -f-  2^2  cos  A  -f-  ^*).  Alors  la 
valeur  de  2 ,  qui  est  i  à  l'origine  du  mouvement  diminuera  de  plus  en  plus 
sans  autre  limite  que  zéro,  et  jç  corps  s'éloigner^  #  Tinfipi  du  centre  des 
forces  ;  cas  dont  nous  faiéons  abstraction. 

a*".  Si  /7i  est  ^  jy  le  polynôme  P  sera  de  l'une  des  fonnes  •  • 

(a— a)(z  —  S)  (z-îry)^  el/z-<-y)  (z'i=^2aàcosX+tt'). 

Dans  le  second  cas  Je  corps  s'éloi^uçrait  encore  «  l'infini  du  centre  des 
forces,  ainsi  il  ne  reste  à  considérer  que  le  tas  où  l'on  a 

f 

«,  ^,  7*^  étant  ées  nombres  Tëds  et  pesifi&. 
616.  Oe  cas  se  swbdixriM  en  trois  autr^. 
i^.Si  a  et  C  ^ont  tocis  étntx  plus  grands  epse  l^umté ,  la  vatear  âeë  âim^^ 


Vs 


/ 
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nuera  depuis  i  jusqu'à  zéro ,  et  le  rayon  vecteur  r  augmentera  depuis  a  qui 
est  sa  valeur  initiale  jusqu'à  l'inâni  \  cas  dont  nous  faisons  abstraction. 

^2*.  Si  on  a  a  >>  I  et  ^  <<  i ,  la  valeur  de  z  ira  en   augmentant  depuis 

2=1  jusqu'à  z=^eLi  c'est-à-dire  que  le  mouvement  du  corps  aura  lieu  de 

l'apside  supérieure  à  l'apside  inférieure.  Soit  z  =  cos*  4  "H  ^  sin*  4  >  ^^ 

aura 

•   _^ 2A|>  (ces*  4^  H-  #  sin*  4) 

^  ""  v/[(i  — Q  cos» 4  +  («— Q  flin»^'].  V/I(i  +  y)  cos*++  (*  +  >)  sin» 4]  ' 

formule  qui  s'intègre  comme  dans  l'exemple  précédent. 

3®.  Si  les  nombres  «,  6 y  sont  tous  deux  plus  petits  que  l'unité,  z  ira  en 
diminuant  dez=i  à  zz=za,  en  supposant  «  ^  ^  ;  il  reviendra  ensuite 
de  2  s=:  a  à  J5=  I ,  et  ainsi  alternativement.  Soit  alors  js=cos*4  H~  ^  sin^4' 
et  on  aura  la  même  formule  que  dans  le  cas  précédent ,  avec  la  seule  diffé- 
rence que  le  mouvement  se  fera  de  l'apside  inférieure  à  l'apside  supérieure- 

617.  Enfin  il  y  a  un  cas  très  remarquable  qui  diffère  de  tous  les  autres  et 
qui  d'ailleurs  peut  être  résolu  exactement  par  les  moyens  ordinaires  ;  c'est 
celui  où  l'on  aurait  et=z€.  On  le  reconnaît  a  priori  par  la  condition  an  + 

a.+  lom  —  m*  =  (/w  +  4)*  •  Alors  on  aura 

et  on  voit  que  les  valeurs  z  =  i ,  s  =  a,  déterminent  les  apsides  de  l'or- 
bite. Soit  toujours  z  s=  cos*  4  "f~  ^  ^^*  4  9  ^^  ^"'^ 

,  a  (008*44*^  >>n*  4)^ 

Soit  sin  4  =  t/r  _^J  sin  a ,  et  A:  ==  \/\~z^f  ^^  ^""^^  ®"  substituant 
et  intégrant, 

^  =  -  2«  +  ^^-f;jp^  Jog  .  (;-±*^*)  ; 

c'est  ce  qu'on  aurait  obtenu  directement  en  faisant  is  =  i  -—  (l 'hy)  sin*  c^. 

Maintenant  si  l'on  feit  4=  tTT,  on  aura  sin'â»^    ~   ,  tang*  a>  =    T 

=  p,  ou  A:  tang  a»  =  i ,  donc  l'angle  ^  devient  infini  Ainsi,  rigoureuse- 
ment parlant ,  il  &udra  que  le  corps  fasse  une  infinité  de  révolutions  autour 
du  centre  des  forces  avant  de  parvenir  de  l'apside  primitive  r  =  a  à  l'ap-' 
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side  suivante  rcp-,  Mads  dans  l'état  réel 'des  choses,  il  n'est  pas  moins  vrai 

de  dire  qu'après  un  assez  petit  nombre  de  révolutions  j  la  distance  du  corps 

au  centre  des  forces  ne  difierera  pas  d'une  quantité  sensible,  de  la  limite -« 
et  le  mouvement  du  corps  deviendra  sensiblement  ^uniforme  et  circulaire. 

Exemple  r.  R=^  +  ^. 

618.  Dans  ce  cas  on  a  /Rrfr  =s  A  (-■— ~ j  H —  (ji  —  — ),  et  si  on  fait 
-  =  js,  -^  =:  m  y  -^çi  =71,  l'équation  difietentielle  de  l'orbite  sera  : 


"  V/[(i  —n)  (1  -O  —  2/1»  (I  —s)]  > 

pour  l'intégrei"  il  faut  distinguer  trois  différens  cas,  selon  qu'on  aura  n  <  i , 
/»  =:  I ,  ou  /i  ^  I . 

Soit  i*".  n  <  I  ,  ce  qui  comprend  le  ca9  où  n  serait  négatif,  on  fera 

srin' ,  et  on  aura 

I  — /»  ' 

"^  dm 

Soit  z — m'  =  (i  — m')  cos  9,  on  aura  dipvl(i  — w)  s=d9,  et  par  conséquent 
^V^(i  —  /i)  =  0 ,  parce  que  fl  et  ^  s'évanouissent  tous  deux  à  l'Qrigine  dû 
mouvement  où  2=  i. 

L'équation  z  —  /w'  =  (i  — m')  cosO ,  ou  -  —  m^  =  (i  —  m')  cos  fl,  entre 

le  rayon  vecteur  r  et  un  angle  0  que  ce  rayon  est  supposé  &ire  avec  le  rayon 
primitif  a  y  appartient  à  une  section  conique  en  général,  et  à  Tellipse  en 
particulier,  si  on  a  m'  >  7.  Ce  cas  est  le  seul  que  nous  considérons. 

Au  moyen  de  l'ellipse  construite  d'après  l'anglç  subsidiaire  0 ,  on  pourra 
construire  la  vraie  trajectoire  cherchée,  puisque  r  étant  le  même  de  part  et 

d'autre ,  il  suffira  de  prendre  l'anomalie  Ç  =     ..  _  ^. 

On  peut  aussi  déterminer  directement  l'orbite  par  l'équation  -  — -  m^  = 
(i  —  m')  cos  [^V^(î  •—'»)]  ;  et  on  voit  que  depuis  l'apside  primitive  rss  a, 

'    •    •  •  • 

jusqu'à  l'apside  suivante  r  s=s  .>  ^  ,  l'angle  f  parcouru  par  k  rayon  vec- 
teur sera         ;  tandis  que  dans  l'orbite  simplement  elliptique  cet  angle 
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619.  Sdit  i'.  nrs  t ,  on  aiirti  ^:is  (2»)'^  •  'J;;^ï5  i  "^  '  e*»  int^rattt 

^  =  —■ — T  .  v/(z—  1) ,  ou  z  =  1  +  { /w0*  =  -.  De  là  il  suit  que  r  va 

toujours  en  diminuant  et  devient  nul  lorsque  ^=='60,  cW-à-c(ïre  que  le  corps 
décrit  une  spirale  autotir  du  céntfé  des  wrces;  et  ifitth  )>àf  T(Mibei^  ftti  deii- 
tre  même  après  une  infinité  dç  révolutions.  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'à 
cause  de  l^ccélération  du  m^y eurent ,  k  ie|l^)S  de  la  chute  doit  être  une 
quantité  finie. 

En  eifet  Téquation  di  as  ^  donàe 


^'»         K. 


di^''  * 


d'où  résulte  l'expression  4i;  temps 

et  lorsque  çssoo  oàa'trs^*     .;*^  ,.  •    :    .\     .    . 

6ao.  Soit  3°.  /i  >  i  et  —^  zzzm\  on  aura  l'équation  *~  ' 

et  son  intégrale  ,  eu  faisant  ^  s;;  x  -f^  ac%  serU 

* 

'  (p  v/(«  —  i)  =  log  ^- y(a^W).     > 

Dans  ce  cas  le  corps  décrit  encore  une  spirale  autour  du  centre  des  forces, 
et  il  y  {parvient ,  après  une  infinité  de  révolutions,  dans  un  temps  fini  qu'il 
est  facile  de  déterminer  par  l'int^ale 

aa  p..         '  ds  .. 

prise  depuis  jc  =  o  jusqu'à  x  ==  00  . 

Remarque  générale.  -  i 

^21.  Côiitiàissanl  IVrbîte  décrite  en  vertu  d^la  ifbrde  '  centrale  n  et  de 
k  vitesse  iiàrtiale  Y  dirigée  perpetidiculiijiemom  ati  ^Wfùxa  VtfQteu»  «li;  éii 
peut  déterminer  généralement  l'orbite  décrite  en  vertu  de  la  force  ceptrale 

R'  =  R  +  -3,  et  d'une  \itesse  initiale  quelconque  V,  pdurvu  que  la  ({Man.- 
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titë  <i*V^i^C  ôoît  positivé,^  ou  que  la  force  icèhtfrifiigè  iàîiîale^— ^,  pbitplui 
gnuide  que  la  forée  oeatràle -9. 

■  ■ 

En  effet  si  on  fait  V*  =  V*  —  3,  là  première  orbite  sera  déterminëe 
par  récpiation 

et  la  second»  par  l'ëquation 


1^  d^'sr 


■'  pour  une  même  valeur  de  r  on  aura  ^  dp'  =  ^/^  ^  ou  en  intégrant 

p'  z=z=r(p^  c'est-à-dire  que  les  amplitudes  ç'  et  ^  seiront  entre  elles  jdUns  le 
même  rapport  que  leâ  vîlessea  imtiales.  V  et  Y .    • 

6ù^.  I!  ne  £audrait  pas  conclure  de  lii  que  la  seconde  orbite  n'est 
autre  chose  que  la  première  è  laquelle  on  donnefrait  un  mouvement  détotai»' 
tion  uniforme  autour  du  centre  des  forces ,  pendant  que  lé  corps  s*y  tueut; 
car,  quoique  cç  mouvement  pourrait  ^e  rapposë  t^  que  les  deutt  Mrps 
coïncidassent  dans  les  apsides  de  leurs  orbite ,' ik  né  ooîYieîderatettt  pâb 
dans  les  points  intermédiaires^  parce  que  l'anele  ^  ne  croît  pas  en  général 
proportionnellement  au  temps. 

On  ne  doit  donc  considérer  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir,  que 
comme  une  propriété  géométrique  qui  permet  de  construire  l'une  des  deux 
orbites  par  le  moyen  de  l'autre,  en  observant  que  les  amplitude^  ç>^  et  ^ 
qui  répondent  à  un  même  rayon  sont  comme  Jes  vitesses  initialesi  Y^  çt  Y. 

D'ailleurs  l'égalité  des  rapports  ^%^^  prouve  que  Iça  temps  t  %\,i  sont 

égaux,  c'est-à-dire  que  les  deux  cgrps  emploieront  des  temps  égaux  pour 
parvenir  à  des  distances  égales  du  centre  dés  forces., 

6a3.  Dans  l'exemple  lY  nous  avons  résolu  généralement  le  problème  pour 

la  force  R  =  —  +  Br j  du  moyeu  ^e  |a^  ren^rgu^  pré^^edentç  la  solution 

peut  être  étendue  au  cas  où  l'on  a  R  =s  —  |^  Br  -f-  -3.  C'est  la  forme  la  'plus 
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6^2  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

générale  qui  permette  de  résoudre  la  question  par  les  fonctions^lUptiqueSi 
tant  qu'on  admet  le  terme  6r  dans  l'expression  de  cetteforce;  mais  en  n*ad^ 
mettant  pas  ce  terme ,  on  peut  parvenir  à  des  solutions  encore  plui  générales, 
ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant. 

Exemple  FI.  R  =  :i+5+^+^. 

6,4.Alorsona/R^=A(i-i)  +  |(^--^)  +  §(^-^)  + 

D/i  i\    Q-.     a       B    ,  A         gÇ 

4Wt"";7>  =»«  ''  —  7'  ^V»-""»  aV(i— A)  —  "*'  3a^V»(i— A)  — "' 

■  .-r=;;?,  on  aura,  en  supposant  i—- A  positif,  l'équation 

La  quantité  sous  le  radical  étajnt  représentée  par  (i  — ^z)  P,  nous  suppose- 
rons le  polynôme  du  troisième  degré  P=  (a  — et)  P',  'P'  étant  un  poly- 
nôme du  second  degré  ^ui  ne  doit  pas  changer  de  signe  depuis  z  =  i  jus- 
qu'à z^A.  En  effet,  si  une  pareille  décomposition  du  polynôme  P  n'avait 
pas  lieu,  l'orbite  du  corps  devrait  ou  s'étendre  à  l'infini,  ou  passer  par 
le  centre  j  deux  cas  dont  nous  faisons  ordinairement  abstraction. 

La  quantité  sous  le  radical  étant  donc  de  la  forme  (i  — -z)(z— -«)P',  nous 
fin^ons  z  s=s  oos*  ^/ -f<  fit  sin*  4  >  ^^  ^^^^  aurons 

Maintenant  la  quantité  P',  qui  est  un  polynôme  du  second  degré  en  z ,  ne 
devant  pas  se  réduire  à  zéro  dans  tout  l'intervalle  dé  z=i  à  zsot,  cette 
quantité  aura  ses  deux  facteurs  imaginaires,  ou  bien  elle  aura  deux  facteurs 
réels  de  la  forme  L(cos*^[/-{-^'sin*^{^);  car  elle  n'en  peut  pas  avoir  de  la 

forme  L'(cos*4  — ^'sin'  ^{^) ,  puisqu'elle  s'évanouirait  en  faisant  tang  '^  =  ^, 

et  qu'ainsi  on  aurait  pour  cos*>|/'-|-'a  sin'4^  une  valeur  comprise  entre  i  et  a. 
Il  n'y  a  donc  que  deux  cas  a  examiner  selon  qu'on  a 

P'=L(co8<4  +  2^cos^cQs•48in•■4'  +  ^'»i^*4)>  °" 
P'  =  L  (cos*4  +  ^*  8in*4  )  iCcos*4  +  >•  sin*4). 

#,.■,. 


u. 


SECTION  IV.  573 

Premier  cas.  P'»  L(co8*4 +  3^cosAco8'^|/sin^4+^*^*^*•^)• 
6a5.  On  aura  alors  à  intégrer  l'équation 

L   (l  — A)   »*=  v/(cosH+aCco8Aco«*+8in*4'  +  C*sîn*+)* 
Pour  cela  soit  tang  4  =  ^  ^i3g  ~ ,  ensuite  A:*  sss  3 ,  et  c  =  sin  {-  A ,  on  aura 

et  en  inl^raol 

Cette  équation  jointe  à  la  valeur  de  z  exprimée  en  ai,  savoir  : 

oos*2«  +  «ti&*8in*7#        a 

détermine  entièrement  l'orbite. 

Si  on  appelle  ^^  l'angle  que  le  rayon  vecteur  doit  parcourir  pour  passer 

de  l'apside  r  =  «  à  l'apside  r  =:  - ,  on  fera  â»  =^,  ce  qui  donnera 

Au  moyen  de  cette  valeur ,  on  peut  prolonger  l'orbite  indéfiniment ,  car  le 
rayon  vecteur  r  qui  répond  k  l'amplitude  ^  ^  ^1 ,  répondra  successivement 
aux  amplitudes  a^,  — •  (p ,  a^^  -{-  ^ ,  4?,  -—  ^,  4?,  -{-  ^ ,  etc. ,  et  en  gé- 
néral i  l'amplitude  an^^  db  ^,  /»  étant  un  entier  quelconque. 

Pour  trouver  l'expression  du  temps  9  on   aura  la  formule  à  intégrer 

Ydt       d^ 
=S-TfOU 

VA        (i— A)"»     /    cos*i#4ri^sm*i#    S^  dm 

a    *^     V^(CL)     •  Vcos*  i  •  +  «i'  iin*  i  •/  4/(1  — ©•sm*#)' 

Mais  comme  les  calculs  nécessaires  pour  cette  înt^ratîon  ont  été  dévelop- 
pés dans  d'autres  occasions ,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter. 

Second  cas^  F  =  L  (cos'  -nH-  ^*  *^^*  4)  C^^^*  4  +  >*  ®^^*  4)- 
6116.  Alors  on  aura  à  intégrer  l'équation 
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soit  €  la  ph|6. petite  des  deux  quajttitts  C^y^et  stàt  tfing 4  ^"br *«>ittDg c^j 

c*=  I  — -T,  on  aura 

y»' 

et  par  consëqticnt 

(i~A)^<p=^F(c,«). 

Ainsi  l'angle  ^  se  détemnine  encore  très  simplement  par  la  fonction  de  pre* 
znière  espèce  ¥(c,  û^)^  et  le  rayon  recteur  correspondant  r  par  l'équation 

-  =  cos*  4  +  et  sin*  4,  =  >  ^  ^  T  **  f"^  "  •  Vorbîte  est  donc  entièrement 

connue  et  déterminée ,  puisque  le  secteur  compris  d'une  apside  à  la  sui- 
vante ,  se  répète  à  l'infini  dans  des  positions  altematires. 

627.  Pour  avoir  l'expression  da  temps ,  il  fieiudra  intégrer  la  formule 

9.   y/  ,v  aa  r  dm 


Soit  Zs=  j  —  .  —,  siPonfait  v  =  — «—  i ,— — ^=er,  et  i  +  J'sin*  ^=D, 
on  aura  -  ==      ,^^   (  i  +  ^j ,  et  par  consequ^ot 

Mais  par  une  rédnetôon  comiuè  on  a 

+  (.4.^  +  !f:)n(r,c,«)} 

et  /^T  =  n  (i^,  c,  (v).  Donc  la  valeur  de  Z  s'exprimera  p«^  lés  fonctions 
F  (c,  û>),  E  (c,  û>) ,  n  (f,  <?,  û)) ,  et  alors  on  aura 


2a 


6a8.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  Vea  aurait  tt  &=  >^,  ee  q«i  donne 
y=:o,  et-=i  +(—  •— 3j  sin'  «  j  alors  l'intégrale  Z  =  /  -r  .  —  se  dé- 
veloppe ainsi 


SECTION  IV.  575 

D'ailleur3  on  ^ 

fà^dcà  s=  j  C'A  sinâ)  costt)  +  j  (2  —  c*)E  (c,  O))  —  j  i'  F  (c,  «)  j 

âhiél  (ïâiïd  ce  cas  Vltitégràle  Z  et  par  conséquei>t  l'expression  du  temps  ne 
d^eml  que  des  fonctions  de  pf^nûère  et  de  âecondecûspàce* 

62^.  .Appliquons  les  nomhrçs  aux  résultats  généraux  du  second  cas.  Soit 
^=^,//i=^5,  ^:=|,la  quantité  sous  le  radical  étant  représentée  par 
(i  — a)P,  ou  auraP  =  ^  (  —  j  +  5jz  — 3z*—*iR^),<et  «s déoemposaiit  ce 
polynôme  en  ses  facteurs,  on. trouve 

P  =  ^<€ — '0.069644)  (1.137608  —  »)  (4.ao7252  +  z). 
On  devra  donc  £iive  «  ta  o .  069644  9  et  le  ra  jon  vecteur  dont  là  valeur 

à  l'ori^ne  du  mouvement  est  r  =  ^ ,  croîtra  jusqu^à  la  valeur  r  =  -  == 
a  (14*35873),  laquelle  aura  lieu  dans  l'apside  supérieure. 

La  substitution  z  s=  cos'  4  H*  ^  ^*  4  ^^^^^^  ^^^  ^^^^  1^  deux  ao*- 
tres  facteurs  de  P,  la  quantité  désignée  par  P*  =  L  (cos'4  "}"^*  sin'4) 
(  cos*  4  ^"  >*  •*'^*  4  )  >  ^"^^  déterminée,  par  les  valeurs  logarithmiques  de 
ses  coefficiens,  comme  il  suit: 

L «s  (8.95226^3),    ^•t^  (9.9144211),    y  =  (0.8899130). 

De  là  résulte  b*  =  —  =  (9 ,0245081),  i  =(9.5 122540)  =cos(7i'  1'  ig"T4)j 

c  =  sin  (7 1*  1'  19"  74)  =  (9*â757?,78).  Cela  posé  l'angle  ^,  parcouru  depuis 
l'apside  inférieure ,  jusqu'à  l'apside  supérieure ,  se  détermine ,  en  supposant 

A  =  o  ou  B  =  6,  par  l'équation  ^,  =  -^  F'^,  d'où  l'on  tire  ^1  =?: 

350^.67864-  Ainsi  le  rayon  vecteur  fera4>lus de  35o''^  c'est-à-dire,  presque 
une  révolution  entière,  pour  parvenir  de  l'apside  inférieure  r  =  a,  à  l'ap- 
side supérieure  rt=:a(î^.  S5873). 

Les  deux  cas  généraux  qtie  nous  venons  de  dévelc^er  supposent  la  quan- 
tité 1  —  A  positive  ;  si  elle  était  nulle  ou  négative  la  solution  dépendrait 
toujours  des  mêmes  méthodes,  et  il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

Exemple  III.  Des  orbites  très  peu  différentes  du  cercle. 

63o.  Il  convient  d'examm^  particulièrement  le  cas  où  la  vitesse  initiale 
est  telle  que  pour  une  force  donnée  R,  fonction  de  la  distance  r,  l'iM^bite  d^ 
crite  est  très  peu  différente  du  cercle. 

Soit  r  ss  11(1  -f^or),  x  étant  une  qil&ntité  ^ue  nous  .regarderons  comme 
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très  petite,  on  aura  R  =  A  +  A'tf:r  +  A". h  etc. ,  A,  A',  A"  étant  ce 

que  deviennent  R,  -7- ,    -^  ,  etc. ,  lorsqu'on  fait  r  =  a.  Cette  valenr  de  R 

donne  /Rdr=s/Radx  =  Aax  4-  A'. +  A" .^  -f-  etc.  ;   rabstituant 

cette  valeur  dans  l'équation  de  l'orbite  et  faisant  pour  abréger  -^  s=s  in , 
AV  AV 


^  ~  l/[(a  -  21»)  «~  (3  +  n)4P*+  (4— 4/>)  *»  —etc.]' 

La  quantité  sous  le  radical  devant  être  positive,  on  voit  que  JCj  dont  la  va-  . 
leur  primitive  est  nulle  et  qui  doit  toujours  rester  très  petite,  sera  de  même 
âgne  que  i  — -m;  d'ailleurs  i  -—  I7t  lui-même  doit  être  une  quantité  très  pe- 
tite du  même  ordre  que  le  maximum  de  or  ;  en  effet ,  pour  que  l'orbite  dé- 
crite soit  très  peu  différente  du  cercle ,  il  fiiut  que  la  force  centrale  A  diffère 

très  peu  de  la  force  centrifuge  — ,  et  qu'ainsi  le  rapport  de  ces  deux  fiorces 

exprimé  par  m  soit  très  peu  différent  de  l'unité. 

63 1.  Soit  donc  i  —  m  =  â»,  cê  étant  une  quantité  très  petite ,  positive  ou 
négative,  et  soit  ar  =  ^,  on  aura  sans  ambiguitè,  j*  étant  toujours  po- 
sitive : 

ju dy  ji  +  j^)-^ 

Supposons  que  la  série  sous  le  radical  ait  pour  facteur  A:—/' ,  k  étant  dé- 
terminé par  l'équation 

a  =  (3  H-  n)  A  — .  (4  —  ^^)  6ûk^  -H  etc. 
Cette  série  deviendra  ( /gr  ^-^y^  )  (3  -f-  n  —  (4 — j  />)«  (A  +^)  -f-  etc.) ,  donc 

^ ^ (i+^J^r* 

Si  on  développe  cette  quantité  en  rejettant  les  termes  de  l'ordre  £»*,  et 
qu'on  fasse  pour  abrégeras    'kjl    '  ^^  ®^^ 

Soit  j^  =  A:  sin*7  >[/  s=  i  A  (i  — cos4)j  on  aura 


SECTION  IV.  S^J^ 

et  en  intégrant 

Lorsqae  le  corps  est  parvenu  à  sa  seconde  apside,  on  hjrz:zk,x  =  u>k^ 
4  s=^9  et  par  conséquent 

résultat  où  il  faut  substituer  la  valeur  de  k  qui  se  déduit  de  l'équation 
2  =  (3  +  /ï)A:— -(4 — jp)  ù)k^j  savoir  A:  =  ^  i     „;^  >  ^^  simplement 

A:=:  ^        ,  puisqu^on  rejette  dans  la  formule  les  termes  de  Tordre  o»'. 

11  serait  facile  au  reste  de  déduire  de  la  même  analyse  la  valeur  de  Ç^  en 
poussant  l'approximation  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  cù^  ou  d'un  ordre 
plus  élevé. 

63a.  Si  on  veut  avoir  l'expression  du  temps,  il  faudra  intégrer  la  for- 
mule c&  =  ^  ^<p  (i  -f*  xy ,  ou  en  prenant  poiir  unité  le  temps  que  le  corps 
employerait  à  parcourir  le  rayon  a  avec  la  vitesse  initiale  Y , 

Soit  toujours j^  =  k  sin'  î  4/,  on  aura 
et  par  conséquent 


Soit  ti  le  temps  emplayë  à  parvenir  de  l'apside  rsaak  l'apside  suivante 
r s=  a  (i  H- Aa*))  on  aura 

*1  "~"        «y/o  _J_  ^\ 


633.  Soit  par  exemple  R  =  -y  f  i  +  "hô")»  *  ^ot  une  quantité  très  pe- 
tite de  l'ordre  «  ;  on  aura 

«  =  ^.(—3  4-1'^), 
T.  l.  73 
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et  parce  que  m  =  i  *-  â^^  on  tire  de  ces  va  leurs ,  en  omettant  les  termes  du 

second  ordre^ 

M  _  ^ 

,  ^  —  I  —  a  — .  b  , 

p  =$— 6û>— -Ç^HK^C^ — ?  i)  5. 
Substituant  les  valeurs  de  n  et  ^  dans  la  formule  qui  donile  (Pt ,  on  devra 
faire  en  même  temps  A:  s=  ^—. —  =  a ,  et  on  aura 

*  3  +  7»    ..  ' 

M 

Le:ôBS  de  ^  ss  o  qui  .est  œlm  de  Ras-j,  donne  9iSes  9r,  œ  qui  a  lieu  en 

effet  dansi  le  mouvement  elliptique  oh  les  deux  apsides  consécutives  sont 
diiimQtralement  opposées. 

Soit  1^  =  1 ,  et  e  =  - ^^gl^,  on  aura  (p,  =  ^^^^^3^^  =  180-  45'  36", 

de  qui  est  conforme  à  l'exemple  donné  par  Newton.,  Princ.  Math.  Lib.  /• 
Prop.XLF. 

*     *  %  ■ 

,     \:     Ecte^nph  FIJI.  Ri4=  ?f. 


634.  Alors  on  a  fRdrzssM  log.~,  et  en  faisimt  ^  =  /7i,  -  =  js^  l'é- 
quation différentielle  de  l'orbifé'  sera    '  .  -    . 


ï,    I 


Lb  quantité  spus  le  ndieal 's^é^aiioviit  brsqm  z  sa  1  ^  supposons  qû'ejle  s'ér 
vanouisse  encore  lorsque  z  =  «,  «  étant  une  racinede  l'éq^LMàieH  <= 

on  trouvera  que  cette  racine  est^toufours  jréellê  ,  et  que  i  —  01  est  de  même 
^gne  que  i  -^  m. 

En  effet  soit  m  <  i ,  si  on  fait  a  =s  i  —  cê^  cê  étant  une  quantité  positive 
infiniment  petite,  le  second  monl^ve/de i'^^qiuation  précédente  sera  égal  à 
2Cù(i  —  m) ,  quantité  positive.  Si  on  élt  ensuite  «  ==  » ,  le  second  mem- 
bre deviendra— 2171  log'-,  quantité  négative  infinie.  Donc  il  y  a  une  va- 
leur réçlk*  dç^  a  çgi^pi^se  enÇre  kt  et  ^éror       ^ 


.  \\ 
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On  démontrera  semblablemeot  que  si  oa  a  «^  >  i  t  î^  y  ^^^^  Wi^  ?aWur 
réelle  de  a  comprise  entre  1  et  |. 

Si  on  a  /7i  =  I ,  il  faudra  qu'on  ait  aussi  zz=^  i  p  car  en  i0isant  z  =p  i  =h  4», 
ùf  étant  infiniment  petit ,  la  quantité  sous  le  radical  se  réduit  à  —  aâ»'. 
On  a  donc  e»  =  o ,  6u  z  3=  i ,  de  sorte  que  Torbite  sera  un  cercle 
comme  l'indique  d'aillems  l'^altté  qui  a  lieu  entre  la  force  oetttrifnge  inî* 

tiale  —  et  la  force  centrale -r. 
a  à 

635.  Puisque  %  a  pour  limites  is  =  1 ,  «  ^'^  )  ^it  z  =t:  cos'  «j/  4*  ^  ^^^  4^^ 
on  aura  d^abord ,  en  supposant  m  <  1  ,  et  par  conséquent  a  ^  i , 

Soit  I  ^-  a  =s  £ ,  et  i? râi^4  =3/? ,  on  aura  z  =s  i  ^  /»,  et  la  quantité  sous 
le  radical  étant  développée  en  série  deviendra 

p  (a  —  fl/ii  —  (i +  /»)/?  ~ -^Z'"  —  ^  p' —  ^tcA 

On  aura  donc  par  une  première  réduction  : 
j^  at/C.<Uoos<»L 

La  série  sous  le  radical  est  déjà  convergente  puisqu'on  a  ^  ^  i  ,  mais  ou 
peut  lui  dotmelr  une  fotme  plus  simple  en  observant  qa'eHe  ^dit  s'é^aiieuîr 
lorsque  sin%[/  =  i ,  et  qu'ainsi  elle  doit  être  divisible  par  1  — *  sin*  4-  Sup- 
posons que  le  quotient  est  A  rf-  A'  sîn*  %[^  4-  A"  sîn*^'  +  ^*P«  t  ^^  afira 


2jii  i».    .   ^m 


A'  =  A-.(i  4-m)€s=^C«  +  ^e*-*-etc., 
A"  =  A'  —  ^C'=^€»+^ff«H-etc., 


2711  i».       am 


etc. 

Ces  coefEciens  forment,  comme  on  voit,  une  série  de  quantités. positives ^ 
qui  décroissent  dans  une  raison  dont  la  limite  est  Q.  Il  en  résulte  une  ex- 
pression simplifiée  de  dp^  savoir ,  ' 

j^ 2V/C.fA^ 

^ ~  »/(A+  A'  rin*  +  +-  A"  8in^4  +  A* fin' +  +  etc. )' 

73.  •. 
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636.  La  meilleure  manière  d'intégrer  cette  formulé  serait  de  développer 
la  quantité  (A -f- A'  sin'^/  +  A"  sin* 4  "+" etc.)**  en  une  série  de  la  forme 
C  +  ^C  C05  24  ■+■  ^^  ^^  44  ■+"  ®^^*  >  ^'^^  ^'^^  déduirait 

9  =  3/^  (C4  +  C'  sin  a4  Hy^C'sin  44  +  fC^  sin64  +  etc.). 

Mais  la  difficulté  est  de  trouver  avec  une  exactitude  suffisante  la  valeur 
des  coefficiens  G ,  C'y  C'y  etc. 

Appelons  P  la  quantité  A  H-  A'  sin*  4  H*  ^^  sîn^4  +  ®*^'  >  ^"^  ^'  '*  ^*^" 
leur  développée  de  '  T.  JT^^.?/-^?  en  y  faisant z=  i  —  ff  sin*4i  on  aura 
en  général 

f9rC=/P*J4,  i9rC'=/P^i/4cos!i4,  iTC'=/P*i4cos44,  etc., 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  4  =  0  jusqu'à  4  s=  7  ^• 

On  peut  donc  trouver  par  les  quadratures  les  valeurs  des  coefficiens  C , 
G',  C'y  etc.;  mais  le  calcul  de  ces  coefficiens  deviendrait  extrêmement  pé* 
nible ,  si  on  voulait  prolonger  la  suite  assez  loin  pour  qu'elle  pût  donner  la 
valeur  de  (p  exacte  jusqu'à  dix  décimales.  Nous  donnerons  bientôt  un  moyen 
plus  facile  de  parvenir  k  ce  degré  d'approximation.  Examinons  auparavant 
quelques  cas  susceptibles  d'une  solution  assez  simple. 

657.  Supposons  l'angle  4  ^^^^  P^^^^  P^^^  qu'on  puisse  négliger  le  troi- 
sième terme  et  les  suivans  dans  la  suite  a  —  2m  —  (  i  -^  m)  €  sin'  4 

ji 

—  -jî  ^'  sin^4  —  e^*;  ^^  on  fait  C*r'_  ^^  sin 4  =  ^  O9  on  aura  alors 

Cette  valeur  très  simple  sera  en  même  temps  très  approchée ,  si  le  troi- 
sième terme  de  la  série  préoédeite  est  n^ligeable.  On  pourra  aussi  tenir 
compte  de  ce  terme  et  ne  p^liger  par  conséquent  que  les  termes  de  l'ordre 

sin*  4  >  en  faisant  d(p  =  7777Z^\{^  +  S  •  O^^v  ®0»  ^  ^^  donne  en 

.utegrant  4>  =  ^^^j^  ('  + 15  '  J^T^  ®  > 

Soit,  par  exemple,  m=|  et  0  =  5" ,  on  trouvera  «=0.45076  365aoi7 , 
0  =  4'' «^3730  449 > 65.  Réduisant  cette  valeur  en  parties  du  rayon,  on  aura 
le  premier  terme  •  •  • . 

Cotreclion  due  au  second  te^me       +  753  45  . 

Valeur  corrigée  ^sso.iagSi  82776  8a. 
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Cette  même  valeur  tirée  d'une  table  que  nous  donntrons  ci- après ,  est 
^=  o.  12981  82780;  la  diiFërence  n'est  donc  que  d'environ  trois  unités 
décimales  du  i  o*^  ordre.  • 

638.  La  formule  précédente  ne  peut  s'appliquer  qu'A  des  valeurs  assez 
petites  de  l'auxiliaire  >(/  ;  mais  on  peut  toujours  trouver  deux  limites  entre 
lesquelles  sera  comprise  la  valeur  de  ^ ,  quel  que  soit  l'angle  «4/. 

En  effet  si  dans  la  série  A  -f"  A'  sin'^  -f-  A!!  àin^  4  "H  ^^^  9  ^^  n^ligc 
tous  les  termes  qui  suivent  le  troisième ,  il  est  évident  que  comme  ces  ter- 
mes sont  toujours  positiâ ,  on  aura 

^^  ^*^^yi/(A+A'siii*++A-'sin*4'y 

Si  au  contraire  on  met  le  seul  terme  N  sin^  4  ^^  ^^^^  ^^  ^^  suite 

sin^  4  (A"  +  A'^  sin*  ^  +  A'^  sin^  4  +  etc.),  en  prenant  N  =  A"+  A'*'  ■+- 
A*^  -f-  etc. ,  il  est  visible  qu'on  aura  toujours 

(P>  ^\/hJ  ^(A+A'5inH+N8in4>|/)- 
Reste  donc  à  trouver  l'expression  de  ces  deux  intégrales. 

Pour  cet  effet  soit  tang^  ==  A  lang  î  û>  ,  ensuite  A*  =  .        ,       | ,  c=sin  9, 

cosaB=*^-^^J,  on  aura  ^(a+aWsH-AW4.)=m7I  '  vTo^^SS^y 
Donc(p<^F(c,âi). 
Soit  pareillement  tang  4  =  ^^  tang  j  o/ ,  ensuite  k'^  =  .      "   ;  , 

c'  =  sin  8' ,  cos  28'  =  Jf  (2^^),  on  aura  (p  >  ^F(c',  «0.  Telles  sont 

donc  les  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouvera  toujours  la  valeur  de  (f  : 
ces  deux  limites  seront  fort  rapprochées  lorsque  >(/  sera  très  petit  ^  mais  elles 
s'éloigneront  l'une  de  l'autre  d'autant  plus  que  4  s'approchera  plus  de  7^. 

Si  l'on  fait  4  =  ^TTy  ce  qui  donne  o»  =:£»'=  ^ ,  on  aura  les  limites  de 
Pt ,  savoir ,  • 

».<Î^F.«,,.>î£t'F.«'. 

639.  Soit  comme  ci-dessus  /71  =  |,  la  résolution  de  l'équation  o  =s  i  —a* 
+  log  «,  donnera 
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«  =  0^5076  365ao  17  =  [g. 65394  888S8  18], 
^ss=oi54993  63479  83  =  [9.73975  92767  46], 

A=i, 

A' =30.17614  54780  «5, 

A"  =  0.07559  19660  43, 

A+A'H-A"=  i.a5i73  74340  68. 

On  a  d'ailleurs  A  +  A'  +  ff=:(ce  que  devient  la  quantité 

__  ^  ij- — ^m  ogg^  lorsque  «  =  et  )  =  —  —  ;ict  =  1.31693  oi858. 
De  là  résultent  les  valeurs  suivantes  : 

*=[9-97^^  ^6899],  ^^l9^91oiàg3iig\, 

cos  aO  =  [9-98790  18093] ,  cos  afl'  =  [9.97687  65532], 

a8=i3«  37'*  4i"  74,  afl'  =  i8-  3i'53  5o, 

0=  6-.73o8,  ô'=    9«. 365764, 

F"c=: [0.1976204],  ^  F*^=  [0.198967 16] J 

^,<  3.2087763,  ^i  >  3.1876917. 

La  vraie  valeur  qu'on  trouvera  ci-après  est  ^1  =  3. 1931557  ;  ainsi  la  se- 
conde limite  est  environ  trois  fois  plus  près  que  la  première  de  la  valeur 
exacte. 

Cansimction  Jtune  table  des  intégrales  ^  et  ty  selon  la  méthode  des 

ordonnées  moyennes, 

640.  On  a  ^u  qu'en  faisant  /^  .=  f  sin'  %|/ ,  s  =  i  — p^  les  intégrales  p 
et  t  sont  exprimées  par  les  formules  : 

où  Ton  a  iiî=:  —iz^ âm^ n'  ^  ^^  ^^  ^^^  ohaerver  que  le 

facteur  ^  a  été  onûs  dairs  h  Talétrr  de  t ,  ce  qui  suppose  qu'on  prend  pour 

unité  le  temps  que  le  corps  mettrait  à  parcourir  la  distance  a  avec  la  vite^ 
initiale  V. 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  construire  une  table  de  ces  deux 
intégrales ,  suivant  la  métbode  des  ordonnées  moyennes ,  pour  le  cas  de 
m  t=  7  qui  a  déjà  fourni  quelques  applications.  Cette  table  devra  donner 
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les  intégrales  ^  et  < ,  calculées  à  dix  décimales  ^  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  >[/,  de  degré  en  degré ,  depuis  >[/  =  o^  jusqu'à  4"  5=?  90*. 

641.  Pour  cela  il  faudra  calculer  jusqu'à  onze  décimales,  les  auxiliaires 
P  et  Q  par  les  formules 

où  A:  ==  2^6  •  -^  =  [S.^^^'jS  69986^8],  en  donnant  à  4  ^^^  valeurs  suc- 
cessives qui  conviennent  aux  ordonnées  moyennes,   savoir,  o"*^,  1^79 

2'i, 89'i. 

Chaque  valeur  de  P  qui.  répond  à  4  ==  ^^  7  devra  élre  inscrite  sur  la  li- 
gne de  4  =  ^^  ;  9În&î  ^  colonne  des  4  depuis  4  ^=  l^^.p^u'à  4  =  89*  9 
sera  accompagnée  de  la  colonne  des  P^  et  p^r  celle-ci  on  formera  les  co- 
.  lonnes  des  différences  premières  ^  se^condes ,  troisièmes  et  quatrièmes  de  P  ; 
ensuite  pour  avoir  cliaque  différence  J'Ç  correspondante  à  une  valeur  don- 
née de  4»  o^  appliquera  la  formule  démontrée  dans  le  tom.  II, 

laquelle  comprend  les  trois  premiers  termes  d'une  suite  dont  on  pourra  tou* 
jours  négliger  les  termes  ultérieurs. 

On  calculera  de  même  la  différence  Si  au  moyen  de  l'auxiliaire  Q  et 
de  ses  différences  successives. 

On  obtient  S^V*  qui  appartient  à  fa  ligne  de  4  =^  """  i*>  ^^  répétant  sur 
cette  ligne  la  valeur  de  P  qui  répond  à  4  =  o ,  car  la  valeur  de  P  est  la 
même  pour  4  =  —  0*  î  que  pour  4  =  +  o*  ^.  On  obtiendrait  de  même 
/*?**,  n  cela  était  nécessaire ,  en  inscrivant  sur  la  ligne  de  4  2==  "^^  s"*, 
la  même  valeur  de  P  qui  est  placée  sur  la  ,ligne  de  4=  i** 

On  observera  d'ailleurs  les  préceptes  que  nous  avons  donnés  dans  l'ex- 
position de  la  méthode ,  pour  déduire  des  formules  les  résultats  les  plus 
exacts  qu'elles  comportent,  c'est-à-dire,  pour  avoir  dans  notre  exemple  les 
valeurs  de  ^  et  de  t  exactes,  autant  qu'il  est  possible,  jusque  dans  la  dixième 
décimale. 

642*  Nous  joignons  ici ,  pour  servir  d'exemple  dans  des  calculs  analc^ues, 
les  valeurs  des  auxiliaires  P  et  Q,  en  omettant  les  colonnes  des  différences 
qui  sont  faciles  à  suppléer.  Ces  (.auxiliaires  ont  été  calculées  en  général  par 
les  formules  que  nous  avons  rapportées.  Mais  on  a  simplifié  le  calcul  de  P 

) 
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pour  les  petites  valeurs  de  4/,  eu  mettant  dans  son  dénominateur  la  valeur 
développée  de  log  (i  — />). 

D'après  ces  au^iiliaires  et  leurs  différences,  on  a  construit  la  table  des 
valeurs  de  ^  et  ^ ,  qui  sert  à  résoudre  le  problème  proposé  dans  le  cas  de 
m  SI?  ^.  Elle  donne  pour  4  =  ?  ^  1^^  fonctions  complètes 

^,=  a.i93i5  56879=  laS*. 65856  47317,    /,  =  5.n846  i4i95; 

cette  dernière  valeur  suppose ,  comme  nous  l'avons  dit ,  ^  pour  l'unité  du 

tenyps.  Voici  maintenant  deux  exemples  qui  feront  connaître  l'usage  de 
cette  table. 

Soit  i^  4"  =s  100  circ.-f-  2i5*=  36^15*,  il  &udra  donner  à  -s)/  la  forme 
>|/  =  /}.  180^  db'^yfi  étant  un  nombre  entier  et  «^^  un  reste  ^  7  ^  :  on  aura 
ainsi  /»  s=s  :ioi ,  et  d=  -4^'  =  35*.  Au  moyen  de  la  valeur  4'  =  35^,  on  trouve 
immédiatement  dans  la  table  ^'  =  o  •  8956a  ^'j68'^  et  ^  =  i .  o3o83  73479  ; 
donc  l'anomalie  (p  ==  3/1^,  -{-  f '  ss  882.544^1  i3o45,  et  le  temps  /  ss 
2/i/«  *{-  ^  ==  2o58 .65:132  79869.  La  valeur  de  (p  réduite  en  degrés  com- 
prend 1 4o  drconférences  plus  un  reste  de  166*  .05854  1447^9  ^'^^^  ce  der- 
nier angle  qui  donne  la  direction  du  rayon  vecteur  dont  la  valeur  se  tire 

de  l'équation  -  =  i  — -  f  siii*  35*.  On  a  donc  le  lieu  du  corps  et  le  temps 

du  mouvement  qui  répondent  à  la  valeur  donnée  de  4* 

Soit aM=  1000= 2/1/, dbf^, on  aura  2n=:  196,  ±<'=— 3.3i843  82220. 
La  valeur  de  4  V^  répond  à  cette  valeur  de  l' ,  se  trouve  par  l'interpola- 
tion 4'=7i* 63555  64816.  Delà ç'œ  1 .77617  87109,,  et  ^=  196^,  —  ^' 
=  428.08233  61175  =  68  cire. -H  47*  3i  114  36228.  Le  reste  47*  3i  etc. 
fait  connaître  la  direction  du  rayon  vecteur,  et  la  valeur  de  ce  rayon  se 

déduira  de  l'équation  -  =  i  —  €  sin*  4'  9  ^  V^  adiéve  de  déterminer  le 

lieu  du  corps  pour  l'instant  donné. 
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fM 


).oa586  026471 
>.oa586  ,"  '^ 
>.o2586  é 
). 02586  oq3^47 
>.o2585  53871e 
>.oa584  845074 


o. 02584  012913 
o- 02583  042354 
o.o258i  933540 
0.02580  686640 
1357Q  3oi85i 


02587  14^890 

02588  735872 

''^f?^  9^4400 
02596  713616 
oa6o3  111227 
02611  127539 


02620  775il53 
02632  070494 
02645  .030824 
02659  677271 
02676  o33353 


02449  809628 

02438  49^222 

02432  7^3867 

426  939628 

liai  087820 


3397  343167 
2391  3bo236 


04834  853401 
04956  004203 
o5o8i  498327 
oSsii  381107 
05345  685if 


05484  428484 
05627  D>23o9 
©5775  21892a 
05927  209288 
0608 3  520577 


0.02576  119534 
0.02574  322578 
0.02573  388834 
0.02570  "  "'" 


02694  t253o6 
02713  9821 10 
02735  635562 
02750  120218 
02784  47^^^7 


385  374857 
02379  395770 

02J07  4q3i44 
o236i  588775 


06244  06357a 

06408  720016 

06577  *3q892 
06749  •^38704 
06925  694765 


o. 02568  112557 
o.oa565  770913 
0.03563  294276 
o.o256o  tô323o 
0.02557  938418 
o. 02555  o6o556 
0.O2552  o5o43o 
o. 02548  908910 
o.oaSiS  636948 
0.03542  235591 


73581 1 
02840  95o3i6 
02872  i63a33 
02905  4^3747 
02940  784042  _ 


02355 


o3oi8  027921 
o3o6o  o3 1 1  ol 
o3io4  37328- 
o3i5i  i2i89( 


08 


07104  946587 
07287  190382 


07848  i555S6 


.8o38  410126 
08229  435o38 
08420  ë375o6 
o86ti  375351 
|58443 


34- 

35; 

36i 


r^ 


>.o2538  ' 
..02535  t 
o.0253i  26716c 
0.02527  36081^ 
0.02523  331951 


o.ozSig  162339 
o.025i4  913888 
o.oaSio  S28668 
o.o25o6  028907 
o.o25oi  4i7o36 


o3252  123222 

o33o6  5a575o 
o3363  634192 
03423  53o5u5 
03486  299258 
o3552  027467 
03620  804392 
03692  i2i3o4 
03767  i 


oa3oi  9&a3i3 
02297  344974 
02292  8864a5 
02288  624124 
02284  5633o3 


)3846  348396 
)3928  248280 


[■95  44 


_i6q2É 
02277  *^^^99 
02273  7oq5o8 
oaaio  56Ô378 
3_68i382_ 


043^2  228723 
04496  853768 

o4éo5  347554 


02262  703432 

02260  627583 

02258  835969 
02257  334189 


02256  I2( 

02255  218178 
02254  610684 
02254  306448 


08988  65ii59 

09533  424922 
09704 
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'■ 

an.  1. 

11. 

m. 

4 

t. 

Diir.  I. 

II. 

m. 

O» 

a 
3 

i 

ôiS!  2S 

a. 05176  01160 
0.07768  00269 
0.1O364  78332 
0..3967  96198 

2587  20926 

258é  80234 

2603  17866 
26,1  19552 

8  o'i686 

9  64855 

.  59S67 

I  600,0 
,  608S 

1  6,833 
1  63169! 

1  6.i,3 

45- 
46 

\l 

49 

5o 
'Si 

52 

53 
54 
55 

.4472G  19060 

.49444  3S620 
.542,9  38826 
1.59535  5,34, 

,  .69528  8300G 

4,,8  i656o 
4835  03206 
4956  ,8521 
5o8,  68,33 
521,  5653, 
5345  8,019 

116  86646 
121   i53,5 

I38  ,433Î 

4  3438? 

4  388,4 

6 

l 
9 

~ii 

12 

i3 

o.,55,9  i5,5o 
0.18200  00,5, 
0.20832  14.44 
..334,7  3Î.32 
o.26i36  99101 

3630  84407 

2632  1398g 

l8  093'it 

1 6654, 
,  68620 
1  709,8 

1.85987  10046 

563,  ,9665 
57,2  3^65 

§83  6??^ 

,43  i83oQ 
,4,  60Î0; 

160  53807 

4  42191 

4  383,5 
43,804 
4  33o48 

0.38813  09669 
0.3i5o7  39550 
0.34331  3S346 
o.afe  06432 
o.39,,é  26239 

ils 

=?8?5& 

19  858,5 
21  65490 
23  486ii 
35  35499 
37  26407 
29  31644 

33  26269 
35  36356 
37  5,„| 

\itt, 

1  868,8 
.90908 
,  9523, 

56 

1 

2.03773  5885o 
a. 1001,  82356 
3.16426  70883 
2.23oo4  20628 
2.39754  09332 

64o8  88536 
65„  4g,46 
6,49  |,o4 
6925  83221 

7105  07139 
,38,  3oo6, 
,4,2  i,i63 
,«9  2S927 
i84§  2ÏÏ39 

,64  6503O 

16861220 

1,2  38.,58 

3  96200 

33940, 
2  99010 

.6 

\l 
■9 

0.4Î500  81545 
0.45312  63358 
0.48153  666i5 
O.5I035  91469 
0.53931  4359! 

2811     81713 
2841      03357 

2872  24854 
2905  5ii23 
3940  87382 

199853 
3  04,73 

2  21339 

6, 
62 
63 

64 

65 
'66 

69 

Î 

76 

52 

2.366,9  92553 
^•43,85  99692 
2.51072  29,59 
2.58544  48023 
3.66203  ,5849 

,83  32938 
,8487196 
,87  11764 
18892112 
190  23198 

2  64i68 
224668 
1  80348 
1  3io86 
,6833 

33 

»3 
li 

0.62S68  8i3cn 

0.65928  94255 

o.6qo33  41609 

2978  391 56 

3o6o  12856 

3 104  47354 
3i5t  225oq 

49  22856 

54  JJ'ffi 
5?  M. 86 
5989983 
62  7,338 

2  3?*;l 

ÛïTé 

3     63G82 

2  70603 

Itâl 
29S955 

3  04880 
3  ,4006 
3  33303 
3  32,38 
3  42268 

3.,4o5i  96888 
2.82090  4,135 
2.9,319  85383 
2.98,40  4,312 
3  0,351  ,9949 

8o38  44237 
8229  44258 
842b  ëi829 
8611  32737 
8800  87980 

,91  0002, 

,gi    1,5,, 
18,  66029 

+  .j55o 
-  46663 
1   15665 

4  333o3 

5  3o685 

s^ 

7  90393 

8  297» 

,0  51187 
11   3io8^ 

26 

II 

II 
3i 

32 

33 
34 
35 

0.73184  64118 
0.75395  09483 

o.853o7  71633 
0.88731  36ti5i 

0.957%  94^56 

;:Ss  ,Î4?? 

3200  453li5 
3252  23266 
33o6  63849 
3363  75o3S 
3423  65oi8 

3486    42256 

3552  15449 
3620  q3522 
36o2  856o. 
3768  00982 

3.  i6i52  67920 
3, ,51^1  2(938 
3.343,4  ,499, 
3.43669  ,8581 
3.53201  9938, 

8988  54009 
9Ï,3  53o59 
93S5  o358j 

9704  "343 

iiii 

65  73193 
68  78073 

?5S? 
78  48,19 

3.62906  16, 3o 
3.72,76  20711 

iMin  1,216 

3.92084  9,853 
4.o33o,  00899 

looil  90S5 

IÔ32?  o3o4, 
10454  5243e 

,58  8652. 
,5.  96.3 
142  1641 
,33  49381 
,31  9S30, 

36 
II 
II 

!!  10698  Ï356i 
i.i46S6  63o5o 

3928  3948I 
401 3  8172c 
IÎ102  85loï 
4195  6oo3 

81  9.387 
85  4234 
89  o36,6 

3  5,854 
3  6,43: 

3  8951 

8, 
82 
83 

84 

85 

4.13,61  53335 
4.24338  03973 
4.35025  31,33 
J. 45811  0,04, 
4.56683  6832S 

io5,6  5o638 
1068,  1,760 
,0,85  j93oa 
,oS,,  6728/ 
10944  2122; 

;;:4'  ^^ 

1,077  o639t 
, ,  092  00821 
,  1 092  00823 

08  6i54 

pm 

58  6,92 

44  3933 

■m 

i2o55,4 

14  38682 

14  6133a 

j  14  83393 

1^4 

1 

i.36q38  902 ifc 
i.3i23i  i53,3 
1.35633  6468- 

1.44726  19061 

4^9=  '499 

112  6451 
116  8664 

3  9838 

4  i685 

4  ,481 

}  28661 

86 
89 

4.6,616  8.,5.(o 

4g*>9  ,869: 

s'.Tâii  I419S 

587. 


+ 

» 

Diir.  I. 

II. 

m. 

- 

IV. 

+ 

* 

Diir.  I. 

11. 

111. 

IV. 

o" 

3 

T 

l 

9 

0.O2586  92o(h) 
0.05173  ^0358 
0.07760  20680 
0. 10346  29486 
o.i2g3i  82780 
0.15516667.0 
0.18100  67425 
0.20683  7.084 
0.23265  63862 
0. 25846  31961 

2586  92069 

2586  ialS 

2586  éo^SÎ 
3586  08797 
2585  53294 
2584  8395o 
2584  00,15 
2583  o3659 
258i  Q277Ô 

258o  e8;é9 

2.5,9  29612 

i388o 
27758 
4;é34 
.555o3 

S315 

97056 

1  10881 

13878 

i38,6 
13869 
,386; 
i385, 
.384. 
13825 
i38o8 
13788 
i3J6S 
13^40 

l 
16 

45- 

1 

1 .  .4352  03636 
..16801  833o3 
...9346  oi5oo 
..2.684  5o6,2 

1:^^54^8599 

=449  8066, 
2444  "8.97 

2«8  49.73 

2433  ,4162 

5  62470 
5  69oi5 
5X10 
5  8039, 
5  85.53 

555289 
5  985o2 

6555 
5985 
558, 

||9« 

±if 
3456 

4463 

656i 

99»» 

-73— 
i338ê 
■  4563 

;§fl 

"iSo^ 
19333 
20348 

là 

570 

5^3 
63, 
666 

& 
836 
8,6 
_9i_8 

m 

9,5 
io34 

1064 
1092 

.i3S 

"'3 

7745 

1125 

1062 
1018 

§5, 

1 

îii 

-?â, 

ji 

97 

28 

3i 

5i 

52 

53 

lisilso  4ë8o 
1.33,89  ,33.6 
1.36.9S  i4,63 
1.38590  39034 

i3 

•â 

0.28J25  6i563 
0.3.003  38930 
0.33579  5o3i2 
o.36i53  82000 
0.38726  2o3i5 

25,,  „36, 
25,6  II 382 
2574  3i688 
2572  383i5 
35,0  3i3o2 
2568  10691 
2565  ,6529 
2563  28865 
256o  6„65 
255,  93288 

t.  07013 
3  20611 

.3640 
13598 
■  355i 

3o 

il 

56 

..40981  ,5o48 

i  ■4^746  52301 
..^8,. 9  955.0 
..5048734968 

2385  3,5i2 
33,5  43309 

3349  92696 
33H  Ï88S 
23M  53601 
3332  95145 

5  9385. 

fssfss 

.6 
■9 

20 

0.41296  51617 
0.43864  62308 
0.46430  38837 

2  34.62 
2  \^:. 
2  87783 

i35oo 
13440 
13375 
i33o6 
13226 

60 

65 
69 
l& 
86 

61 
62 
63 

64 
65 

1.52849  o4o3. 
.  ,55204  77.63 
..57554  6Ô858 

i!6i237  4128° 

a3 

0.56667  34262 
0.59210  38758 

o.S,66  29I05 
0.64313  92260 

Î552  "4456 
2548  go3Ï, 
2545  63i55 

2542  23025 

3  oiooq 

3 14.49 
3  3,192 

3  4oi3o 
3  53955 

■293Î 
12825 
12700 

10? 
..3 

125 

140 

66 

u 

% 

,o 

1.64570  36426 

i.eës^,  84oi5 

i.,3848  5„63 

232,  4,589 

2332  11082 

23o6  ,9536 
a3oi  98936 
229,  S525i 

«il  ffî! 

2284  5,324 

3  841^4 

II 

ô'.69lr)4  65355 

o''i?6?  ?U'° 
ô: '6.588  5^4° 

2538  70070 
2535  04415 
253i  26200 
2527  3557, 
2523  32692 

3  65655 
3  ,8215 

.256o 
.24.4 

1225o 

;s 

,90 

208 

279 

3oi 

i 

i.,6i55  3,300 
1.78457  36236 
1.80,54  7 '48, 
i.83o47  6.i3i 
1.85336  24391 

3, 

32 

33 
W 

12 

o.jgS,.  84233 
0.82031  01972 

0.89562  4768, 

25.9  17739 

2506  0^42! 
25oi  4.247 

4  26837 

4  385i3 

4  ,2128 

10672 

,6 
]l 
lï 

1.87630  8.6.5 
1.8990.  54245 
1.921,8  64,85 
1.94452  36,5, 
1.96,33  94654 

2280  73630 

2267  6^3; 

3  62090 
3  38558 

2  0,559 

;  i?;^2 

1   20705 

^0419 

23533 

26268 
27060 

22^2^ 

J583( 
3oia8 
3o332 

^»l;^ 

0.92063  88934 

0.94560  sKsa 
0.9,052  44373 
0.99539  3752c 
..0202.  2744É 

3496  69. .9 
2491  86310 
2486  o3i4S 
238.  6^28 
a4,6  77005 

4  82800 
493.71 

5  0322O 

5  12933 

5  32357 

i 

322 

83 

1.989006388, 
2.01355  7072^ 

2.035l8  42325 

2.05779  06167 

3.08037  9097a 

3365  o683, 
2262  ,i5o. 

Usa  84K5 

225,  3464, 

S56T394; 

2255  33073 

3254  62332 

3354  31913 

"42 
43 

i 

i.o«|8  04453 

1 .  .4352  0163c 

24,.  54,48 
2466  2355 
3460  83835 
3455  36o4o 
3449  80667 

5  3.197 
5  39716 

5  62470 

85ig 

8070 

6555 

Vi 
53: 

57, 

86 

'A 
89 
90 

2. I02q5  256iq 

3.135S1  39561 
3.14S06  6263, 

Correclîons  et  additions. 

selon  que  f 

AB  I 


(-^); 


-f-  BodW  sin  «^ 

H'  (m  +  m') 
Fîg.  3o  et  20 
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par  R'  et  —  R' 


Page  4^y  1*S^  4»  ^Joui»%  :  Celte  expressioa  peut  être  représentée ,  si  l'oa  veat,  par 
un  seul  arc  de  la  courbe  compté,  à  partir  soît  du  point  M,  soit  du  point  N,  en  tour- 
nant constamment  dans  le  sens  MS.  En  effet,  soit.  M,  M^  M'. .  .M*,  la  série  des  points 
M  de  la  courbe  situés  à  PinterfmUe  d'une  demi-otrconférencei  ceux  de  rang  pair  se 
confondant  aTee  le  point  M,  et  ceux  de  rang  impair  arec  son  opposé  M'.  Soit  de  méms 
N,  y\  ^'.«.N^  la  série  des  points  X  situés  à  un  pareil  inlenralle.  I/arc  oifrji'  +i^ 
sera  compris  depuis  le  point  M  jusqu'au  point  N^,  et  Parc  ai*' — ^  sera  compris 
depuis  le  point  N  jusqu'au  point  H*  :  ainsi  un  seul  arc  représentera  dans  tous  les  cas 
la  fonction  F(c,  f  ). 
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